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PROLOGO

Al frenar un autobus, sentimos que el cuerpo se inclina hacia delante. La experiencia dura apenas
un instante y resulta tan familiar que solemos acomodarnos y seguir el viaje. Estudiar fisica empieza
cuando decidimos detenernos en ella: queremos comprender qué cambia en el movimiento del vehiculo,
cémo intervienen el asiento y el suelo, y por qué nuestro cuerpo responde de esa manera. Una
situacién que conociamos se convierte en un problema que podemos investigar.

He querido que este libro acompaine ese paso de la experiencia a la explicaciéon. Quien se acerca
a la fisica trae muchas ideas sobre el movimiento, el calor o la luz, formadas al observar y actuar
en el mundo. Esas ideas ofrecen un punto de partida fértil. Al examinarlas con cuidado, algunas
adquirirdn una expresion mas precisa; otras cambiaran cuando una observacién o un argumento
nos obliguen a mirar de nuevo. La comprensién se construye en ese trabajo, y cada lector podra
participar en él desde las primeras paginas.

La palabra preuniversitaria senala el tramo que recorreremos: recuperaremos herramientas escolares
y aprenderemos a usarlas para formular preguntas cada vez mas exigentes. Una proporciéon permitird
comparar velocidades; una grafica hard visible como cambia una magnitud; un balance de energia
relacionara situaciones que al principio parecian distintas. El dlgebra y la geometria iran encontrando
una funcién concreta en los problemas. Cuando aparezca una expresion nueva, interesard comprender
qué cantidades relaciona y qué podemos averiguar con ella.

Una parte del aprendizaje ocurre antes de escribir la primera ecuacién. Para estudiar el frenado
del autobus necesitamos elegir qué cuerpo observamos y respecto de qué referencia describimos su
movimiento. Si después preguntamos cuanto espacio requiere para detenerse, tendremos que considerar
su rapidez inicial y decidir como representar la accion de los frenos. Suponer una desaceleracién
constante permite construir un primer modelo. Compararlo con un frenado real nos ayudara a
reconocer las condiciones en que esa simplificacion resulta Util. Las hipotesis forman parte de la
respuesta porque explican cémo hemos pasado de la situacién al calculo.

También forman parte de ella las mediciones. Un tiempo registrado con un cronémetro lleva
consigo las posibilidades del instrumento y del procedimiento empleado. Al usarlo en una ecuaciéon
debemos conservar ese vinculo con la observaciéon y comunicar una precisién acorde con los datos.
Esta atencion se aprende desde problemas pequetios: escribir las unidades, estimar un orden de
magnitud y preguntarse qué variaciones del resultado serian compatibles con la incertidumbre de las
medidas. El niimero obtenido adquiere sentido al regresar a aquello que queriamos conocer.

Los problemas resueltos estan pensados para acompanar la adquisicién de esos hébitos. Antes
de leer una solucién, vale la pena dejar un intento propio sobre el papel, aunque consista en un
dibujo o en unas pocas relaciones entre los datos. Al compararlo con el desarrollo del libro podremos
reconocer una eleccién que nos faltaba, una condicién que habiamos pasado por alto o un camino
diferente que también merezca explorarse. Después, reconstruir la solucién con el texto cerrado
permitird comprobar qué parte del razonamiento podemos sostener por nuestra cuenta.



Prélogo

Un resultado inesperado ofrece una ocasion especialmente buena para aprender. Si el tiempo
calculado para un trayecto resulta demasiado grande, podemos volver a la conversiéon de unidades,
revisar la distancia o examinar la rapidez supuesta. Si dos procedimientos dan respuestas diferentes,
habra que localizar las hipdtesis de cada uno y seguir sus consecuencias. Esa revisiéon vuelve mas
preciso el diagndstico de una dificultad: una vez que sabemos dénde aparece, podemos trabajar sobre
ella. La soltura se ird formando al resolver y revisar problemas con atencion.

Las figuras y las experiencias propuestas permiten continuar ese trabajo por otras vias. Un
diagrama ayuda a decidir qué interacciones debemos considerar; una grafica permite comparar una
prediccién con los datos; una experiencia sencilla nos obliga a precisar qué mediremos y cémo lo
haremos. Al estudiar estas representaciones conviene detenerse en sus detalles: el significado de una
flecha, la escala de un eje o la posicién de un instrumento pueden sostener una parte decisiva de la
explicacién.

El recorrido guarda una relacién cercana con Matemdtica preuniversitaria. Alli se desarrollan
recursos para justificar transformaciones y estudiar relaciones entre objetos matematicos; aqui
los emplearemos para construir descripciones de fendémenos y examinar sus predicciones mediante
observaciones. Ambos aprendizajes se enriquecen mutuamente. Una ecuacién conocida puede adquirir
una interpretacion fisica, y una dificultad fisica puede llevarnos a comprender mejor una relacién
matematica.

Habra péaginas que pidan volver atras, rehacer una cuenta o buscar otra manera de representar lo
que sucede. Podemos darles ese tiempo. Me gustaria que, a medida que avances, fueras ganando
confianza para formular tus propias preguntas y explicar las razones de tus respuestas. El autobus
seguirad frenando como antes; ti podras reconocer en ese instante un movimiento que sabes describir,
unas interacciones que sabes identificar y una explicacién que puedes compartir.



COMO ESTUDIAR ESTE LIBRO

La fisica comienza con preguntas acerca del mundo: cudnto tarda una senal en llegar a su destino,
por qué cambia el movimiento de un cuerpo o qué informacién podemos obtener de una medicion.
Este libro propone aprender a responderlas mediante modelos, explicaciones y problemas resueltos,
sin renunciar a la comprension matematica.

El recorrido comienza con unidades, mediciones e incertidumbre; contintia con algebra, trigonome-
tria y vectores; construye las ideas de derivada e integral desde la variacién y la acumulacion; y las
aplica al movimiento. Las herramientas de calculo se ensefian aqui en su sentido fisico y operativo:
su fundamentacién completa corresponde a un estudio posterior de andlisis matematico.

Para comenzar conviene manejar sumas, productos, fracciones y decimales. Las potencias y el
algebra se retomaran con mayor amplitud en el capitulo 2; cuando hagan falta antes, explicaremos
su uso local. El cédlculo diferencial e integral comienza en el capitulo 3, sin presuponer un curso
previo de esa materia.

Método de estudio. Antes de leer cada solucién, intenta representar la situacion, identificar las
magnitudes, formular las hipétesis y estimar el resultado. Durante la resolucién, sigue las unidades
v los signos; al terminar, verifica el dominio de validez del modelo. Todas las practicas propuestas
incluyen soluciones para una autocorrecciéon razonada.

Convenciones de lectura. Los titulos de los recuadros distinguen ideas fundamentales, problemas
resueltos, ejercicios de practica, advertencias y experiencias de observacién. Los titulos permiten
reconocer cada funcién, y el color refuerza esa distincion.

iii
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CAPITULO 1

MEDICION, MAGNITUDES, DIMENSIONES Y MODELOS
FISICOS
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La luz del Sol entra por una ventana y alcanza la
mesa en la que estamos leyendo. Para llegar hasta
ella ha cruzado el espacio entre el Sol y la Tierra.
Podemos preguntarnos cuanto ha durado ese viaje
y buscar una respuesta con dos datos: la distancia
recorrida y la rapidez de la luz. Una escena cotidiana
nos ha llevado a un problema cuya escala cuesta
imaginar.

Conocemos una relaciéon parecida por los viajes que
hacemos en la Tierra. Si un vehiculo mantiene su
rapidez, recorrer el doble de distancia le exige el
doble de tiempo. Esa relacion permite calcular una
de las tres cantidades cuando conocemos las otras
dos. Para aplicarla a la luz elegiremos un primer
modelo: propagacion a rapidez constante en el va-
cio, tomando la distancia Sol-Tierra como longitud
aproximada del trayecto. Asi podremos relacionar
una observacién cercana con una distancia astroné-
mica.
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La cuenta serd breve; preparar sus datos merece atencién. La distancia puede venir expresada en
kildbmetros y la rapidez en metros por segundo. Tendremos que hacer compatibles esas unidades y
decidir cuantas cifras podemos sostener con la informacion disponible. También podremos recorrer
el razonamiento en sentido inverso: a partir del tiempo de viaje y de la rapidez, estimar la distancia
al Sol. Volveremos a ese problema en la seccién «Un primer problema astronémico».

Empezaremos por cantidades que podemos medir cerca de nosotros. La longitud de una mesa o
la duracién de un recorrido permiten aprender a expresar una medida y examinar su alcance. Ese
cuidado nos acompaiiard cuando los objetos se encuentren demasiado lejos para acercarles una regla.

1.1 De la descripcion a la explicaciéon

Podemos empezar midiendo la longitud de una mesa con una regla y repetir la medida con una
cinta graduada. Para comparar los resultados necesitaremos saber qué extremos se tomaron, qué
unidad se empled y qué detalle permite distinguir cada instrumento. Esas decisiones dan un contenido
preciso a la pregunta «;cuanto mide?». Con el tiempo de un recorrido haremos algo semejante:
fijaremos los sucesos de comienzo y de término, y usaremos un reloj para medir la duracién entre
ambos. Al expresar esas cantidades podremos construir relaciones como la que nos permitird estudiar
el viaje de la luz.

Usaremos potencias de diez para escribir niimeros grandes o pequenos: 102 = 1000 y 1072 =
1/100 = 0,01. Una escritura como 3 x 10? significa 30 000; en cambio, 3 x 10~* = 0,0003. Al multiplicar
potencias de la misma base sumamos exponentes: 10 x 1072 = 103~2 = 10. La potencia afecta
también a las unidades: cm? es la unidad de 4rea de un cuadrado de un centimetro de lado, mientras
que cm® mide el volumen de un cubo de ese lado.

Una magnitud fisica es una propiedad a la que podemos asignar valores mediante un procedimiento
de medicién o una definiciéon operativa adecuada. La longitud, el tiempo, la masa y la temperatura
son ejemplos. El resultado de una medida combina un ntimero y una unidad: escribir «la mesa mide
1,2» deja una informacién esencial sin indicar; escribir 1,2 m tiene significado fisico.

Al escoger otra unidad cambia el nimero que expresa la misma longitud:
1.2m = 120 cm.

Ambas expresiones describen la longitud de la misma mesa. Hemos expresado una misma magnitud
de dos maneras.

Unidad elegida  Valor numérico

Metro 1,2
Centimetro 120

Una magnitud escalar se describe mediante un valor en una escala y su unidad cuando corresponde;
ese valor se conserva al cambiar la orientaciéon de los ejes espaciales. La temperatura en grados
Celsius, la carga eléctrica y el trabajo proporcionan ejemplos de valores positivos, cero o negativos
segun la situacion. Los desplazamientos, las velocidades y las fuerzas incorporan ademas informacion
direccional, que desarrollaremos mediante vectores en el capitulo 2.
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1.2 Las unidades revelan la estructura de las relaciones

Trabajaremos principalmente con el Sistema Internacional de Unidades (SI). Tres unidades nos
acompaiiaran desde el comienzo: el metro (m), el segundo (s) y el kilogramo (kg). Otras magnitudes
usan combinaciones de estas unidades. Una rapidez, por ejemplo, puede medirse en metros por
segundo, m/s; una aceleracién, en m/s2.

La dimension expresa cémo una magnitud depende de magnitudes basicas, como longitud, masa y
tiempo. Para representarla combinamos sus simbolos mediante potencias: una rapidez tiene dimensién
L/T y una aceleracion, L/T?. La unidad establece la referencia con que expresamos su valor. Una
longitud conserva su dimensién L al expresarse en metros o centimetros; un tiempo conserva su
dimension T al expresarse en segundos u horas.

Toda igualdad fisica entre cantidades de la misma naturaleza debe ser dimensionalmente homogénea.
Esto significa que ambos lados de una ecuacién deben tener la misma dimension, y que los términos
que se suman deben ser compatibles. La suma 3 m + 4 s retine magnitudes de dimensiones distintas y
carece de significado como longitud.

La homogeneidad dimensional permite detectar muchos errores; la validez fisica de una ecuacién
requiere ademds examinar el modelo y contrastar sus predicciones. La relacion d = vt posee
las dimensiones de una distancia; la expresiéon d = 2vt también. La eleccién entre ellas requiere
informacién fisica sobre la situacion particular. Para eso necesitamos comprender el movimiento.

PROBLEMA RESUELTO 1.1 - Una rapidez expresada en dos sistemas de
unidades

Un automdvil se desplaza con una rapidez constante de 72km/h. Expresar esa rapidez en m/s
y calcular cudntos metros recorre en 15s.

Resolucion. Lo que queremos convertir es una razon entre longitud y tiempo. Un kilémetro
equivale a mil metros y una hora a 3600s. Por tanto,

km 1000 m
29— =172
2 = 56005

=20m/s.
Ahora si podemos multiplicar por un tiempo expresado en segundos:
d=vt=(20m/s)(15s) = 300 m.

La unidad segundo se cancela, como debe ocurrir si el resultado es una longitud. Una com-
probacién mental adicional: a 20m/s el automévil recorre 200 m en diez segundos y 100 m en
otros cinco. La respuesta 300 m es coherente.

Tiempo (s) Recorrido (m)
0 0

5 100

10 200

15 300

En intervalos iguales de 5s se recorren 100 m: el modelo es de rapidez constante.
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1.3 La medida y su incertidumbre

Medir es comparar una propiedad con un patrén por medio de un procedimiento concreto. Si
apoyamos una regla sobre una mesa, necesitamos decidir dénde empieza y termina la longitud, cémo
alineamos el instrumento y qué graduaciéon puede distinguirse. La resolucién del instrumento y el
procedimiento empleado limitan las cifras que podemos informar. Por eso una cifra como 1,247391 m
puede atribuir al instrumento una precisiéon excesiva; 1,25 m puede comunicar mejor el alcance de la
medicién.

La resolucion indica el menor incremento que el instrumento distingue o muestra. La precision
describe la proximidad de resultados obtenidos al repetir una operacién en condiciones especificadas;
una coleccién de valores puede ser muy semejante internamente y estar desplazada respecto de un
valor de referencia. La exactitud se refiere a cudn proximo esta un resultado a un valor de referencia
aceptado. Un efecto sistematico puede desplazar los resultados de manera constante o predecible
al repetir la medicion. El sesgo es una estimacién del error sistematico, obtenida mediante una
comparacién apropiada con una referencia. Para juzgar la exactitud de una serie con poca dispersién
necesitamos contrastarla con un patrén adecuado.

La incertidumbre expresa el margen de conocimiento asociado a la mediciéon. Es una forma explicita
de comunicar qué variacién de resultados resulta compatible con los datos y con el método utilizado.
Las fuentes de incertidumbre pueden ser la calibracién, la lectura, las condiciones ambientales, la
variabilidad del objeto y el procedimiento. La mitad de una divisién de una regla puede proporcionar
una estimacién de lectura bajo condiciones apropiadas; las demas fuentes de incertidumbre requieren
una evaluacién propia.

PROBLEMA RESUELTO 1.2 - Precision de una serie y exactitud de sus
resultados

Dos equipos miden repetidamente una longitud cuyo valor de referencia es 2,00 m. El equipo
A obtiene 2,01, 2,02 y 2,01 m; el B, 2,11, 2,12 y 2,11 m. ;Cudl es méas exacto? ;Se distingue
claramente cudl es mas preciso solo con estos datos?

Resolucion. Las tres lecturas del equipo A estdn mucho mas cerca de 2,00m, por lo que
sus resultados son mas exactos respecto de ese valor de referencia. En cambio, la dispersién
observable en ambos equipos es la misma: cada serie abarca 0,01 m entre sus extremos. Los
datos muestran una precision repetitiva semejante en ambos grupos. Podria existir un error
sistematico en el equipo B. Para identificar la causa de esa diferencia —por ejemplo, una
mala calibracién o un desplazamiento del cero— necesitamos informacién adicional sobre el
procedimiento.

Serie (m) Minimo / maximo (m) Rango (m)
A 2,01 / 2,02 0,01

B 2,11 / 2,12 0,01
Referencia, 2,00 / 2,00 —

Las dispersiones coinciden; la separacién respecto del patrén es diferente. La tabla resume las tres lecturas de
cada equipo.
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Una medicion repetida

Mide cinco veces la longitud de un lapiz utilizando una regla graduada en milimetros. Anota
todas las lecturas, la resoluciéon del instrumento y la diferencia entre los valores extremos.
Compara esa dispersion con la resolucién de la regla: jqué informacién aporta cada una? Si las
cinco lecturas coinciden, jpuedes asegurar que la medicion es exacta?

1.4 Cémo comunicar el resultado y su incertidumbre

Cuando interpretamos un dato L = (12,34 £+ 0,05) cm como un intervalo acotado, estamos
comunicando que la longitud se encuentra, segin el procedimiento y la interpretacién adoptada,
entre 12,29 cm y 12,39 cm. El simbolo + solo es 1til si decimos qué representa el margen: una cota
instrumental, una desviacién estadistica, una incertidumbre expandida u otra convencién. En este
capitulo emplearemos, salvo indicacién contraria, cotas mdzrimas de un intervalo compatible.

Lectura de longitud  Centimetros

Extremo inferior 12,29
Centro 12,34
Extremo superior 12,39

La escritura L € [a, b] abrevia a < L < b: ambos extremos estan incluidos. En d/t, mantener ¢t > 0
y aumentar d aumenta el resultado; mantener d > 0 y aumentar ¢ lo disminuye. Por ejemplo, recorrer
la misma distancia en mas tiempo reduce la rapidez media. Esta comparacién explica qué extremos
debemos elegir para construir las cotas del cociente.

Para sumar dos longitudes positivas con cotas Ly € [a1,b1] vy Lo € [ag, bo], €l total estard entre
a1 + as y by + ba. Si los extremos tienen el mismo origen sistemético, debemos conservar esa
contribuciéon comun al evaluar los margenes. Para dividir longitudes o tiempos positivos acotados,
obtenemos cotas seguras tomando los extremos que hacen minimo y méximo el cociente. En problemas
de mayor nivel aprenderemos otros tratamientos estadisticos, que requieren hipotesis adicionales.
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PROBLEMA RESUELTO 1.3 - Una rapidez media con datos acotados

Un corredor recorre una distancia entre 9,9 m y 10,1 m en un tiempo entre 1,9s y 2,1s. Encontrar
la rapidez media central y un intervalo conservador compatible con estos datos.
Resolucion. El modelo central, usando 10,0m y 2,0s, da 5,0m/s. Como las cantidades son
positivas, el cociente mas pequefio se produce con la menor distancia y el mayor tiempo,
mientras que el maximo procede del extremo opuesto:

9,9 m 10,1m

< <<
o 1s — media =" g

4,71m/s < Vmedia < 5,32m/s.

Informar v = 5,000000 m /s atribuiria a la medicién més cifras de las que respalda el procedi-
miento. Asignar una probabilidad al intervalo requeriria ademés una distribucién estadistica.
La incertidumbre pertenece a nuestra informacién sobre la rapidez media, cuya definicién fisica
permanece fija.

Cota Distancia / tiempo Rapidez (m/s)
Inferior 9,9/2,1 33/7

Central 10,0/2,0 5,0

Superior 10,1/1,9 101/19

Para cantidades positivas, disminuir el numerador y aumentar el denominador reduce el cociente. Las fracciones
conservan las cotas exactas.

Una regla practica de comunicacién consiste en redondear primero la incertidumbre a una o dos
cifras significativas segiin el caso y presentar el valor central en la misma posicién decimal. Asi, si
una evaluacién justificé 12,34 £ 0,05 cm, esos dos nimeros se leen juntos. Los ceros finales pueden
transmitir resolucién: 2,50 m puede comunicar una resolucién distinta de 2,5 m. Conservamos las
cifras que sustenta el procedimiento.
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PROBLEMA RESUELTO 1.4 - Densidad estimada y limites de dos mediciones

La masa de una muestra homogénea se informa como (20,0 + 0,2)g y su volumen como
(8,0 & 0,1) cm?, interpretando los margenes como cotas. Estimar la densidad y dar un intervalo
de valores compatibles.
Resolucion. La densidad central es p = m/V = 2,50g/cm?. Como m y V son positivos, sus
extremos proporcionan

1985 _ _ 202g

2,44 3< <956 3
Siemd =S Toemsr 2448/t 5 p 52568 /cm

El resultado central 2,50 g/cm? puede acompafarse de estos limites. Si deseamos un solo margen
simétrico conservador, p ~ (2,50 + 0,06) g/cm? resume el intervalo con el redondeo indicado.
Estas cotas proceden de los extremos compatibles; calcular una desviacién estandar o emplear
una propagaciéon estadistica requeriria otras hipotesis.

Cota m (2) / V (cm®) o (g/cm®)
Inferior 19,8/8,1 22/9
Central 20/8 2,50
Superior 20,2/7,9 202/79

Las combinaciones extremas producen un recinto seguro para la densidad, sin asignarle probabilidades.

1.5 Medir exige también saber cuando falta informacién

En una recta elegimos un origen y un sentido positivo. El desplazamiento es la posicién final
menos la inicial; la velocidad media es ese desplazamiento dividido por el tiempo transcurrido. La
rapidez media relaciona la longitud del recorrido completo con el mismo tiempo. Si conocemos las
posiciones inicial y final de un automoévil y la duracién del viaje, podemos calcular su velocidad
media; para reconstruir las posiciones intermedias necesitamos mas informacién. Dos evoluciones
muy distintas pueden tener los mismos extremos. Reconocer una pregunta subdeterminada consiste
en identificar qué datos faltan para decidir entre las respuestas compatibles.
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PROBLEMA RESUELTO 1.5 - Movimientos distintos entre los mismos extre-
mos

Se observa un vehiculo en £ = 0 cuando t = 0 y en £ = 30m cuando ¢t = 10s. ;Podemos
asegurar que viajé siempre a 3m/s?

Resolucion. Sabemos que la velocidad media fue 30m/10s = 3m/s, pero son compatibles, por
ejemplo, dos modelos distintos:

zA(t) = (3m/s)t, zp(t) = (0,3m/s*)t?, 0<t<10s.

Ambos comienzan en 0 y terminan en 30 m. En el primero la velocidad es constante; en el
segundo aumenta con el tiempo. Una medicién adicional en un instante intermedio permitiria
distinguir estos modelos concretos, pero ni siquiera un nimero finito de posiciones determina,
sin hipotesis suplementarias, una funcién de movimiento inica para todos los instantes.

z (m)

30

Linea continua: modelo A. Linea discontinua: modelo B. A los 5s predicen 15 y 7,5 m, aunque comparten los
extremos.

Una estimacién de Fermi descompone una cantidad dificil de medir en factores sencillos y declara
los supuestos que permiten estimar su escala. Con pocas mediciones podemos obtener asi una
orientacién cuantitativa y reconocer qué datos mejorarian la respuesta.
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PROBLEMA RESUELTO 1.6 - Una estimacion de Fermi: latidos a lo largo de

una vida

Estimar cudntos latidos realiza un corazén humano durante una vida de 80 anos, suponiendo a
efectos de la estimacién una frecuencia media de 70 latidos por minuto. El resultado serd una
estimacién de escala basada en los supuestos elegidos.

Resolucion. Multiplicamos factores correspondientes al mismo periodo:

N~ 70 lati(.ios 60 min 94 h
min h dia

di
X 365@ 80 afios ~ 2,9 x 10 latidos.
ano

La estimacién vale del orden de unos pocos miles de millones. La estimacién mantiene fijos los
factores elegidos y deja fuera variaciones diarias, edad, salud y cambios vitales; muestra cémo
abordar una pregunta de escala enorme descomponiéndola en factores comprensibles.

Escala temporal Latidos acumulados
Un minuto 70

Una hora 4 200

Un dia 100 800

80 afios de 365 dias 2,94336 x 10°

Cada fila multiplica la anterior por el nimero de periodos correspondiente. El dltimo valor es un célculo auxiliar;
la estimacién se comunica con pocas cifras.

1.6 Elegir un modelo es elegir qué importa

Los objetos reales tienen extensién, el aire ejerce resistencia y las superficies suelen presentar
rozamiento. Si intentdramos describir todos esos factores desde el primer minuto, ni siquiera po-
driamos analizar el trayecto de una pelota lanzada hacia arriba. La fisica avanza mediante modelos:
representaciones deliberadamente parciales de la realidad que conservan los rasgos relevantes para
una pregunta.

Podemos estudiar la trayectoria de una pelota como si toda su masa estuviera concentrada en un
punto. Esa idealizacién permite concentrarnos en la posicién de la pelota cuando su forma y tamano
tienen una influencia despreciable en la pregunta elegida. Al estudiar como gira la misma pelota, su
forma y distribucién de masa adquieren importancia.

De modo semejante, cuando suponemos que un cuerpo se mueve con rapidez constante, estamos
afirmando algo sobre la situacién analizada. Si la rapidez varia, el uso de d = vt requiere que v sea
la rapidez media apropiada al intervalo. Mas adelante distinguiremos rapidez instantdnea, rapidez
media y movimiento con aceleracién.

La calidad de un modelo se aprecia en la precision con que responde la pregunta planteada dentro
de un dominio de validez identificable. Un modelo simple puede proporcionar una estimacion 1til
cuando sus supuestos permiten evaluar también el margen de esa respuesta.
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1.7 Estimar antes de calcular

Una estimacién proporciona una primera orientaciéon y evita que aceptemos como razonable
cualquier cifra producida por una calculadora. Supongamos que una persona camina 4 km con una
rapidez préxima a 1,2m/s. Sin efectuar todavia una divisién precisa, sabemos que cuatro kilémetros
son cuatro mil metros y que avanzar poco mas de un metro por segundo requerira cerca de una hora.

El calculo confirma esa intuicion:

~_4000m

~ M 33335 A 56 min.
1,2m/s > i

Si hubiéramos obtenido 56s o 56 h, deberiamos sospechar inmediatamente una conversiéon incorrecta.

Tiempo a 1,2m/s Distancia

1000 1200 m
3000s 3600 m
3333 s =~ 4000 m

Las estimaciones también permiten decidir qué datos necesitan medirse con precisién. Si solo
pretendemos saber si una caminata durara media hora o toda una tarde, probablemente basta un
modelo de rapidez aproximadamente constante. Si queremos programar la llegada de una nave
espacial, haran falta hipotesis y datos mas especificos.

1.8 Un primer problema astronémico

Volvamos a la luz que llegaba a nuestra ventana. Su tiempo de viaje nos permite estimar la
distancia que recorrié: en el problema siguiente tomaremos ese tiempo como dato y lo combinaremos
con la rapidez de propagacion. La misma relacién permite hacer el calculo inverso si conocemos la
distancia. Ademas, la luz recibida trae informaciéon del momento en que fue emitida; al observar
objetos lejanos accedemos a etapas anteriores de su historia.
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PROBLEMA RESUELTO 1.7 - La distancia al Sol a partir del tiempo de viaje
de la luz

Supongamos que la luz tarda aproximadamente 8 min 20s en viajar desde el Sol hasta la Tierra.
Usando ¢ ~ 3,00 x 10® m/s para la rapidez de la luz en el vacio, estimar la distancia recorrida.
Resolucion. Convertimos primero el tiempo a una sola unidad:

t =8(60s) + 20s = 500s.

En el modelo de propagacién a rapidez constante, la distancia es el producto de rapidez por
tiempo:
d=ct
= (3,00 x 108 m/s)(500s)
=1,50 x 10t m
= 1,50 x 10% km.

El valor corresponde a unos 150 millones de kilémetros. El tiempo suministrado es aproximado;
conviene expresar la distancia con una cantidad de cifras acorde con ese dato.

Control. Una senal capaz de recorrer 300 000 km en un segundo debe recorrer unos 150 millones
de kilémetros en quinientos segundos: el orden de magnitud es correcto. Ademas, la distancia
Sol-Tierra varia durante el afio; nuestra estimacién corresponde al tiempo de viaje suministrado.

c=3x10°m/s
® > ®
Sol Tierra

At = 5008, d=cAt

Esquema de propagacién entre los puntos de emisién y recepcién. Los tamafios y la separaciéon son esquematicos.

1.9 Los graficos también son relaciones matematicas

Un gréafico bien construido permite ver regularidades que una tabla puede ocultar. Imaginemos una
sustancia homogénea de densidad aproximadamente constante. Si disponemos de varias muestras,
esperamos que su masa crezca con el volumen. En una representacién de masa m frente a volumen
V', los puntos apareceran aproximadamente sobre una recta que pasa por el origen, con ecuacién

m = pV,

donde p es la densidad del material.
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m (g)
A
60 -
40

20 A

Figura 1.1: Masa y volumen de varias muestras hipotéticas del mismo material. La pendiente de la
recta tiene unidades de densidad.

PROBLEMA RESUELTO 1.8 - Obtener una propiedad fisica de un grafico

En un experimento idealizado, una muestra de volumen 2cm? tiene masa 18 g, mientras que
otra de volumen 6 cm? tiene masa 54 g. Suponiendo densidad constante, determinar la densidad
en g/cm®y kg/m3.

Resolucion. Como la relacién entre masa y volumen es proporcional, el cociente es constante:

Comprobamos la otra pareja: 54/6 = 9, de modo que los datos son consistentes con nuestro
modelo. Para cambiar de unidades debemos convertir también el denominador:

103k
lg/cm3 = g3 =103 kg/m?.

(10~2m)

Por consiguiente, p = 9 x 103 kg/m?3. El resultado describe el modelo de las muestras; identificar
el material requiere informacién adicional.

V (em®) m (g) m/V (g/em®)
2 18 9
6 54 9

El volumen y la masa se triplican juntos. El cociente constante coincide con la pendiente del grafico precedente.

1.10 El analisis dimensional puede sugerir una ley

A veces podemos deducir la forma de una relacién antes de conocer toda la fisica que la explica.
Consideremos el periodo P de un péndulo simple y supongamos que, para oscilaciones pequefias y
en un modelo ideal, depende de la longitud ¢ y de la aceleracién de la gravedad g¢. Intentemos una

relaciéon de potencias:
P = Crg°,
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donde C es una constante sin dimensiones. La dimension de la izquierda es T'. A la derecha tenemos
(4¢P = LY(LT~?)P = LotPT—25,

Los exponentes indican cudntas veces aparece cada dimensién. A la izquierda, T = L°T": no aparece
longitud y el tiempo tiene exponente uno. Para que ambos miembros coincidan, los exponentes de
cada dimension deben coincidir por separado. Igualar las potencias correspondientes de L y T exige

a+B=0, -2 =1.

De —25 = 1 obtenemos 5 = —%; sustituiren a + f =0da a = % Para cantidades positivas, una
potencia de exponente 1/2 representa una raiz cuadrada: 02g712 = /1 /9 = /{/g. La expresion
compatible con esas dimensiones es
l
p=ct
g

La determinacién de C' y la seleccién de todas las variables relevantes requieren informacién
fisica adicional. Para un péndulo simple ideal en la aproximaciéon de pequena amplitud, un anélisis
dindmico méas completo da C' = 2. Para oscilaciones grandes, el periodo también depende de la
amplitud angular. El andlisis dimensional propone una forma que una teoria fisica puede fundamentar
y precisar.

Condicién dimensional  Exponente resultante

—28=1 B=—1/2
a+pB=0 a=1/2
Nuamero C Indeterminado por dimensiones

1.11 Qué hacer cuando una respuesta parece correcta

Una vez completado un célculo, conviene formular al menos tres preguntas: ;la unidad corresponde
a la magnitud que me pidieron? ;el orden de magnitud resulta razonable? ;respeté las hipétesis del
modelo? Si estamos calculando una masa y el resultado termina expresado en m/s, hay un error que
puede reconocerse sin repetir ninguna operacién. Si la distancia a una estrella resulta menor que
la longitud de una sala, probablemente confundimos las unidades. Aplicar una férmula de rapidez
constante a un cuerpo que acelera exige justificar el valor de rapidez elegido, aunque el calculo
algebraico esté bien realizado.

En el péndulo, las dimensiones fijaron la dependencia /¢/g; el modelo de pequeiia amplitud

aporto el factor 27 y delimité cuando utilizarlo. Unidades, estimacion y supuestos intervienen juntos
en la interpretacién de esa respuesta.
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Ejercicios de practica

Los problemas siguientes deben intentarse antes de consultar sus soluciones. Cada uno propone
un razonamiento especifico que da sentido al uso de las férmulas.

EJERCICIO 1.1 - Una senal entre la Tierra y la Luna

La distancia aproximada a la Luna es 384 400 km. Si una sefial de radio viaja aproximadamente
a 300000 km/s, jcuanto tarda en llegar? Indica si has calculado el viaje de ida o de ida y vuelta.

EJERCICIO 1.2 -+ Conversion de magnitudes diferentes

Convierte 54km/h a m/s y 3cm? a m?2. Explica por qué en el segundo caso el factor de escala
aparece elevado al cuadrado.

EJERCICIO 1.3 - Una ecuacién sospechosa

Para estimar el tiempo de caida desde una altura h bajo una aceleracién de magnitud g, alguien
propone t = 2h/g. Otra persona propone t = /2h/g. Determina cudl expresion tiene las
unidades correctas de tiempo. ;Basta esa comprobacién para demostrar que describe la caida?

EJERCICIO 1.4 - El alcance de una medicion

Una persona recorre una distancia estimada de (5,0 £0,1) m en un tiempo de (4,0 £ 0,1)s.
Calcula la rapidez media central y, interpretando los intervalos indicados como cotas compatibles
sin suponer ninguna distribucién estadistica, encuentra una cota inferior y otra superior usando
los valores extremos compatibles con la informacién.

EJERCICIO 1.5 - De la tabla a una propiedad

Dos muestras de un material homogéneo tienen los pares de valores (V,m) = (3cm?,21g) y
(7em3,49 ). Calcula la densidad y expresa el resultado en el SI. ;Qué tendria que pasar con la
masa si el volumen se duplicara y la densidad permaneciera constante?

EJERCICIO 1.6 - Una prediccion antes del experimento

En el modelo de péndulo de pequena amplitud, jcémo cambia el periodo si se cuadruplica la
longitud mientras g permanece constante? Explica por qué la respuesta no requiere conocer el
valor numérico de la constante C.
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EJERCICIO 1.7 - La resoluciéon de una regla

Una regla cuyas divisiones estan separadas por 1 mm se utiliza para leer una longitud de
127 mm. Bajo el supuesto explicito de que el error de redondeo es como maximo media division
y no hay errores adicionales, indica el intervalo compatible en milimetros y en metros. ;Es una
incertidumbre universal para toda regla?

EJERCICIO 1.8 - Otra densidad con cotas

Una masa esté entre 49 y 51 g y el volumen entre 19 y 21 cm?. Calcula la densidad central, el
minimo y el maximo compatibles. Identifica qué hipdtesis has utilizado.

EJERCICIO 1.9 - Precision frente a exactitud

Un patrén tiene valor 10,0 cm. El grupo A obtiene 9,8, 9,8 y 9,8 cm; el B obtiene 9,9, 10,0 y
10,1 cm. Explica qué grupo tiene menor dispersién y cudl tiene resultados mas préximos al
patrén en promedio.

EJERCICIO 1.10 - Una escala enorme

Un haz tarda aproximadamente 2 x 10~8s en cruzar un dispositivo a velocidad 3 x 108 m/s.

Estima su longitud y explica la cantidad de cifras que tiene sentido conservar.

EJERCICIO 1.11 - La misma velocidad media; velocidades distintas

Entre ¢t =0y t = 45 se proponen z1(t) = (2m/s)t y x2(t) = (0,5m/s?)t?. Verifica que ambas
posiciones coinciden al comienzo y al final. Determina la velocidad media en cada caso y
compara los desplazamientos del ultimo segundo. ;Por qué los dos datos extremos no permiten
afirmar que ambos movimientos fueron iguales? La velocidad instantanea se estudiara en el
capitulo 3.

EJERCICIO 1.12 - Alcance del analisis dimensional

Suponiendo un periodo P que depende solo de una longitud ¢, una masa m y una aceleracién

g, busca los exponentes en P = Cm®¢8¢" utilizando dimensiones de masa, longitud y tiempo.

, Qué informacién sobre C' permanece indeterminada?

ot
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EJERCICIO 1.13 - Pendiente e intercepto de una medicién

Una muestra ocupa voltimenes V = (0, 10, 20,30) cm® y las lecturas correspondientes de masa
son m = (5,25,45,65) g. La lectura incluye un recipiente vacio. Representa los datos con
volumen en el eje horizontal y lectura de masa en el vertical. Obtén el aumento de masa por
unidad de volumen, identifica la masa del recipiente y calcula la masa de la muestra para
V = 15cm?. Explica qué representa m/V en estos registros.

EJERCICIO 1.14 - Estimar una demanda de agua

Un curso reune 30 estudiantes durante 200 jornadas. Para una primera planificacién se adopta
un consumo de bebida de 0,5 a 1,0 L por estudiante y jornada. Estima el consumo anual del
curso, expresa el intervalo en m? e identifica dos datos que permitirian revisar la estimacion.
Los consumos son supuestos de este ejercicio.

Soluciones completas

SOLUCION 1.1.
La propagacién se aproxima por d = ct, de donde ¢ = d/c. Con las mismas unidades de longitud en

numerador y denominador:
384400 km

b=
300 000 km /s

Es el tiempo de ida. Si la senal se reflejara de inmediato y regresara por el mismo trayecto, la
duracién aproximada seria 2t ~ 2,56s. La distancia varia durante la 6rbita de la Luna, por lo que el

calculo es aproximado.
SOLUCION 1.2.

Para la rapidez,

~ 1,28s.

1000 m
3600s

54km/h = 54 =15m/s.

Para un area,
3cm? = 3(1072m)? = 3 x 1074 m?.

Un centimetro es la centésima parte de un metro, pero un centimetro cuadrado es la diezmilésima

parte de un metro cuadrado.
SOLUCION 1.3.

El cociente h/g tiene dimensién L/(LT~2) = T?. Por consiguiente, 2h/g tiene dimensién 72 y no
puede representar directamente un tiempo. En cambio, \/2h/g tiene dimensién 7. Esta segunda
expresion supera el control dimensional; su fundamentacién requiere una ley fisica y las hipétesis
pertinentes. La férmula se deduce para un cuerpo soltado desde el reposo que cae verticalmente con
aceleracién constante de magnitud g, despreciando la resistencia del aire y fijando la altura inicial h.
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SOLUCION 1.4.

El valor central es
95,0m

4,0s
El cociente serd menor con el menor numerador y el mayor denominador, y mayor con el mayor
numerador y menor denominador:

v =

=1,25m/s.

4,9 /s<v<
4,1m s<v<

5,1
3,

m/s.

Ne)

Redondeando las cotas hacia fuera para no estrechar el intervalo, obtenemos [1,19,1,31] m/s. Son
cotas derivadas directamente de los margenes especificados, con una interpretacién de intervalo

compatible.
SOLUCION 1.5.

Ambos pares proporcionan la misma razén: 21/3 = 49/7 = 7g/cm3. Como 1g/cm? = 1000 kg/m?,
la densidad es 7000 kg/m3. Si m = pV con p constante, duplicar V duplica m; el resultado depende

precisamente de esa hipétesis.
4/ l
P'=Cy—= 20\[: 2P.
g g

SOLUCION 1.6.
De P = C\/l/g se sigue que

El periodo se duplica. No es necesario determinar C' porque aparece del mismo modo en ambos
cocientes; basta mantener el mismo modelo de pequetias oscilaciones.

SOLUCION 1.7.

Con la hipétesis indicada, L € [126,5,127,5] mm. Como 1 mm = 103 m, los extremos en SI son
0,1265m y 0,1275m. El resultado describe tinicamente el redondeo bajo las hipodtesis indicadas; la

mala alineacién, calibracion o deformacién requieren contribuciones adicionales.
SOLUCION 1.8.

Con los puntos medios, p. = 50/20 = 2,50 g/cm?. Al considerar todos los valores positivos de los
intervalos, pmm = 49/21 ~ 2,33g/cm® y pmax = 51/19 ~ 2,6842 g/cm?. Un intervalo conservador
redondeado a centésimas es [2,33,2,69] g¢/cm?. Se emplea el modelo p = m/V con masa y volumen

positivos y cotas que pueden coexistir; el calculo utiliza directamente los extremos compatibles.
SOLUCION 1.9.

El grupo A tiene dispersién observada nula, pero sus valores se apartan del patrén en 0,2 cm.
El promedio de B es 10,0 cm, igual al patron; el rango de B mide 0,2cm. Asi, A muestra mejor
repetibilidad en esta muestra, mientras que B tiene promedio mas exacto respecto de la referencia.
La dispersién nula describe la repetibilidad de la serie; evaluar el error sistemético exige un contraste

con un patroén.
SOLUCION 1.10.

Con un modelo de rapidez constante, d = ct = (3 x 108m/s)(2 x 107%s) ~ 6 m. Como los datos se
proporcionan con una sola cifra significativa, informar muchos decimales careceria de justificacion.

Se trata de una estimacion de escala sustentada en los supuestos declarados.
SOLUCION 1.11.

Para ambas funciones z(0) = 0 y z(4s) = 8m, por lo que sus velocidades medias en el intervalo
completo son 2m/s. En ¢ = 3s, sin embargo, 1 = 6 m y z2 = 4,5 m. Durante el tltimo segundo los
desplazamientos son, respectivamente, 2m y 3,5m, y sus velocidades medias en ese tramo son 2 y
3,5m/s. Los mismos extremos del intervalo completo admiten movimientos intermedios distintos. En
el capitulo 3 calcularemos, ademés, las velocidades instantédneas finales: 2 y 4m/s.
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SOLUCION 1.12.

Usamos [m] = M, [{] = L, [g] = LT 2 y [P] = T. La expresién propuesta tiene dimensién
MeLAT=27 porloque a =0, 8+~v=0y —2y = 1. De aqui v = —1/2 y 3 = 1/2. Obtenemos
P = C4/{/g; hallar la constante adimensional C y validar las variables escogidas requiere una
descripcion fisica adicional. Para un péndulo simple de pequefia amplitud se encuentra C = 27

mediante un modelo dinamico.
SOLUCION 1.13.

La pendiente es Am/AV = 20/10 = 2g/cm?® = 2000kg/m3. La recta de lecturas es m = 5g +
(2g/cm?®)V . El recipiente aporta 5g; a V = 15cm? la muestra tiene 30 g y la lectura conjunta seria
35 g. El cociente m/V incluye la contribucién del recipiente y varia con V;en V = 0 esa razén queda
fuera de su dominio. La densidad de la muestra se obtiene de la pendiente bajo el modelo lineal y
tras separar el recipiente.

m (g) m=5+2V (valores en gy cm?)
65 1
45 A

25 1

54

T T T >V (cm3)
10 20 30

Los datos construidos siguen una recta de pendiente 2g/ cm?® y ordenada al origen 5g. La ordenada corresponde a la
masa del recipiente.

SOLUCION 1.14.

Hay 30(200) = 6000 estudiante-jornadas. El intervalo es [3000,6000] L = [3,6] m?, con 4,5m? al usar
el punto medio del supuesto de consumo. La asistencia efectiva y un registro de consumo permiten
ajustar la estimacién. El resultado corresponde al agua bebida; las demés actividades requieren
partidas propias.

Diagnoéstico de salida: antes de estudiar algebra y vectores

Para avanzar con seguridad, explica por escrito la diferencia entre magnitud, unidad y dimension;
reconoce en qué condiciones una estimacién es aceptable; distingue exactitud y precisién; y aprende
a identificar cuando una respuesta exige datos que no conocemos. Las cuestiones 1.3, 1.4, 1.7, 1.9 y
1.11 permiten comprobar estas capacidades.

Tres controles de transferencia.

1. Convierte 2,5g/cm? al SI y explica el factor usado.

2. Para una distancia [4,8,5,2] m y un tiempo [1,9,2,1]s, encuentra un intervalo conservador de
rapidez media, redondeado a centésimas.

3. Si dos movimientos comparten posiciones inicial y final, jqueda fijada la distancia recorrida?
Justifica con un recorrido posible.

Contraste después del intento. (1) 2500 kg/m3: al dividir el factor 1073 de masa por 1075 de
volumen queda 103. (2) Los extremos exactos son 4,8/2,1 y 5,2/1,9 en m/s; redondeando hacia



Medicién, magnitudes, dimensiones y modelos fisicos

fuera, [2,28,2,74] m/s. (3) Un recorrido directo y otro que incluya una ida y vuelta adicional pueden
compartir extremos y tener longitudes diferentes. Criterio para avanzar. Explica las hipétesis, elige
un modelo y revisa las unidades y los 6rdenes de magnitud de tus resultados. Si falla la conversion,
vuelve al problema 1.8; si fallan las cotas, al problema 1.3; si confundes los extremos con la historia
completa, al ejercicio 1.11. Repite luego el control con otros datos y explica por qué tu método sigue
funcionando.
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Ejercicios de practica

MATEMATICAS PARA LA FISICA: ALGEBRA,
TRIGONOMETRIA Y VECTORES

La primera disciplina del calculo:
saber qué estamos calculando . .
Despejar ecuaciones sin perder la
fisica
Dos incognitas requieren dos re-
laciones independientes
Proporcionalidad, potencias y es-
calas
Raices de ecuaciones cuadraticas
Angulos, radianes y trigonometria
Vectores: magnitudes que requie-
ren direccién
Sumar vectores y distinguir des-
plazamiento de recorrido

Dos productos diferentes y sus
significados fisicos
Rectas, parabolas, circunferen-
cias y gréficas fisicas . . . . . . .
Identidades, leyes y modelos

Soluciones completas . . . . . ... ..
Diagnéstico de salida: puente hacia el

capitulo3 . . . .. ...
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27
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La matematica ofrece un lenguaje para relacionar
magnitudes fisicas, detectar contradicciones y an-
ticipar comportamientos. Una ecuacién puede ser
perfectamente correcta como operacion algebraica y,
sin embargo, resultar absurda como descripcién de
la naturaleza. Por eso, antes de calcular, tendremos
que preguntarnos qué representa cada simbolo y de
dénde proviene la relacion que vamos a utilizar.
En un primer curso universitario es frecuente que
se trabaje con cantidades que tienen unidades, se
proyecten fuerzas sobre ejes, se resuelvan ecuacio-
nes simultaneas y se interpreten graficas antes de
que todas esas operaciones hayan sido ejercitadas
con seguridad. Construiremos aqui las herramientas
necesarias en el mismo orden en que surgen las difi-
cultades. El capitulo siguiente permitird emplearlas
para entender el calculo diferencial e integral sin exi-
gir que el lector haya cursado previamente Anélisis
Matematico.

20
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El algebra, la trigonometria, las componentes y las gréaficas forman el recorrido central de
preparacién. Los productos escalar y vectorial de la secciéon 2.9 amplian ese lenguaje hacia trabajo y
momento de una fuerza; pueden retomarse cuando se estudien esos temas. Para abordar el cilculo
y la cinematica que siguen, es prioritario dominar los despejes, los signos, las componentes y la
interpretacién de los ejes.

Una regla para todo el capitulo

Antes de despejar una incégnita, identifica qué representa cada simbolo y qué unidades debe
tener el resultado. Después del célculo, vuelve a la situacién fisica para interpretarlo.

2.1 La primera disciplina del calculo: saber qué estamos calculando

Imaginemos que queremos calcular el tiempo empleado por una persona en recorrer un pasillo.
Sabemos que recorre 18 m a una rapidez aproximadamente constante de 3m/s. La relacién que
describe este modelo es d = vt. Solo después de identificar la distancia d, la rapidez v y el tiempo t

tiene sentido despejar:

d 18m
t=—-= =06s.
v 3m/s

Hemos calculado un tiempo porque las unidades se reducen a segundos. Pero la respuesta depende de
una hipdétesis fisica: que la rapidez puede considerarse constante durante ese recorrido. Si la persona
se detuvo durante el recorrido, habria que medir el tiempo total: el cociente entre los 18 m y ese
tiempo daria la rapidez media. El dato de 3m/s durante la marcha debe acompanarse de informacién
sobre las detenciones para determinar la duracién del trayecto.

Conviene distinguir tres objetos: una cantidad fisica (por ejemplo, la masa), su valor numérico en
una unidad elegida (por ejemplo, 2,5) y su unidad (kg). La descripcion completa de la magnitud retine
el nimero y su unidad. En una suma, los sumandos tienen que representar magnitudes compatibles:
3m + 40cm = 3,4m; en cambio, 3m + 4s carece de significado como suma fisica ordinaria. La
homogeneidad dimensional es una condicién necesaria para aceptar una ecuacion; su validez fisica
exige ademas examinar sus hipétesis y predicciones.

2.2 Despejar ecuaciones sin perder la fisica

Una ecuacioén es una igualdad entre dos expresiones. Sumar una misma cantidad a ambos miembros,
o multiplicarlos por un factor distinto de cero, preserva las soluciones en el dominio considerado. Al
dividir por una expresion trabajamos en el dominio donde su valor es distinto de cero. En z(xz—1) = 0,
los casos = 0 y & = 1 satisfacen la ecuacién; dividir por x conserva el segundo y excluye el primero.
Al multiplicar z — 1 = 0 por z, obtenemos una ecuacién que también admite x = 0. La equivalencia
se preserva si el factor permanece distinto de cero en el dominio considerado. En d = vt, dividir por
v requiere v # 0; con v = 0, la relacién exige d = 0 y admite cualquier duracién compatible con las
demas condiciones del problema.

Por ejemplo, para despejar t en d = vt con v # 0, dividimos ambos miembros por la misma
cantidad: d/v = vt/v = t. El cociente v/v = 1 explica la cancelacién mediante una operacién aplicada
a ambos miembros. Si aparece una suma, hay que deshacerla antes: de x = zy + vt obtenemos
primero x — xg = vt y luego t = (z — xq)/v.
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Las unidades acompanan las operaciones. Por ejemplo, en F' = ma, al despejar a obtenemos
a = F/m, cuyas dimensiones son N/kg = m/s?. Las letras también se distinguen por su papel: en
un problema particular, m puede ser un dato conocido, mientras que a es la incégnita. En otro,
la incégnita puede ser la masa. El signo de igualdad expresa una relacion que admite diferentes

preguntas.
En el modelo d = vt  Resultado / condicién
18m/3m/s t=6s
d/v v#0
v=0yd=0 Tiempo no determinado
PROBLEMA RESUELTO 2.1 - Una fuerza neta y una masa desconocida

Una fuerza horizontal aplicada de 18 N acttia sobre un carrito. Una fuerza resistiva horizontal
de 3N acttia en sentido contrario. Si la aceleracién observada es de 3 m/s?, determinar la masa
del carrito, suponiendo valida la segunda ley de Newton para un sistema de masa constante en
un marco inercial.

Resolucion. Elegimos como positiva la direccién de la fuerza aplicada. La fuerza individual de
18 N contribuye a la resultante, que es la fuerza que aparece en la ecuacién:

Fneta o 15N

Fieta = 18N —3N = 15N, m= = = 3m/s

= b5kg.

La ley dada permite identificar la fuerza resultante y despejar la masa; su fundamento dindmico
se desarrollara en el capitulo 6. El resultado tiene unidades de masa y es positivo. La resistencia
de 3N es un dato y una idealizacion especificos de este problema.

3N |:| 18N

- > 4z

Foeta = 15N, a = +3m/s”

Se representan solo las fuerzas horizontales dadas. Las longitudes de las flechas son esquemaéticas; los médulos se
obtienen de los datos.

2.3 Dos incégnitas requieren dos relaciones independientes

A veces una medicién por si sola admite innumerables explicaciones. La relacion my + mo = 8kg
admite muchas distribuciones de las masas mq y ms; determinar cada una requiere otra condicién
independiente. Necesitamos otra relacién independiente. Dos ecuaciones relacionadas por un factor
distinto de cero expresan la misma informacion.

Para un sistema lineal
ar + by = e, cx +dy = f,

podemos eliminar y multiplicando la primera ecuacién por d, la segunda por b y restdndolas. Asi
obtenemos (ad — bc)x = de — bf. La eliminacién de z proporciona (ad — be)y = af — ce. Cuando
ad — bc # 0, ambas divisiones estan definidas y determinan un unico par (z,y). Los coeficientes
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deben ser nimeros o magnitudes con unidades que permitan esas operaciones. Si ad — bc = 0, las
ecuaciones requieren examinar su compatibilidad: x +y = 5 y 2z 4+ 2y = 10 admiten infinitos pares;
x4+ 1y =05y 2x+ 2y = 12 imponen condiciones incompatibles. En cambio, t +y=5yz—y =1
permiten sumar para obtener 2x = 6, y luego y = 2. En el problema siguiente las dimensiones de
cada ecuacién seran diferentes; construiremos magnitudes comparables antes de sumarlas.

PROBLEMA RESUELTO 2.2 - Dos materiales en un mismo recipiente

Se mezclan, sin contraccién apreciable, dos liquidos cuyas densidades son 2g/cm® y 5g/cm?.
La mezcla tiene una masa total de 16 g y un volumen total de 5cm?. Encontrar el volumen de
cada liquido.

Resolucion. Sean Vq y Vi los volimenes. Suponemos que los volimenes se suman, una aproxi-
macién cuya validez depende de la mezcla. Tenemos

Vi+ Vo =5cm?, (2g/cm®)Vi + (5g/cm®)V, = 16 g.
La primera relacién da V; = 5cm? — V5. Sustituimos en la segunda:
(2g/cm3)(5em® — V5) + (5g/cm®)V, = 16 g.
De aqui se obtiene (3g/cm?)Vy = 6g, de donde Vo = 2cm® y Vi = 3cm3. Verificacion:

los voltimenes suman 5cm?® y las masas son 6g y 10g. Solo después de comprobar las dos
restricciones podemos considerar resuelto el problema.

Liquido V (cm?) m = pV (g)
1 3 6

2 2 10

Total 5 16

La solucién satisface simultdneamente la conservacién de masa y la aditividad de volimenes supuesta en el
enunciado.

2.4 Proporcionalidad, potencias y escalas

Decir que y es directamente proporcional a x significa que existe una constante k tal que y = kx
dentro del régimen considerado. La proporcionalidad exige una razén constante: y = 2 aumenta
para x > 0, pero duplicar x cuadruplica y. Analogamente, una proporcionalidad inversa de primer
grado adopta la forma xy = k, mientras que una relacién de cuadrado inverso se expresa como
y=k/x?%

Para interpretar un cambio de escala, es 1util separar el factor de la diferencia. Si un valor pasa
de 50 a 60, aumenta en 10 unidades, pero el incremento relativo es 10/50 = 20 %. En una relacién
y = ka™, multiplicar x por ¢ multiplica y por ¢". Esta observacion permite resolver muchos problemas
sin calcular la constante k.

Relacién  Factor al duplicar z

y = kx 2
y = ka? 4
y=k/xz 1/2

y=k/z® 1/4
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PROBLEMA RESUELTO 2.3 - La luz de una fuente puntual ideal

Una fuente pequena emite luz de manera aproximadamente isotropica en un medio transparente
sin absorcién apreciable. A 2m de ella se mide una irradiancia Eq. ;Qué fraccién de E; se
espera a 6 m?

Resolucion. Para una fuente puntiforme ideal, la misma potencia se reparte sobre esferas de
area 47r?, de modo que E(r) o< r—2. Por tanto

E, <r1>2 B <2m>2 1
Ey  \ry) \6m/ 9
La irradiancia esperada es una novena parte. Cerca de fuentes extensas, en haces dirigidos

o en medios con absorcion importante, la descripcién requiere un modelo que incorpore esas
condiciones. El exponente 2 procede de la geometria fisica de la propagacion.

Radio Area esférica Irradiancia
L = 2m A1 E1
T2 = 37‘1 9A1 E1/9

Al triplicar el radio, la misma potencia se reparte en un area nueve veces mayor. Se supone emisién isotrépica
sin absorcién.

Potencias y raices

La notacion 10™ permite comunicar érdenes de magnitud sin cadenas de ceros. Para bases positivas,
10°10° = 10%*? y (10%)® = 10%. Para un radicando real a > 0, \/a es el ntimero b > 0 que cumple
b?> = a. En particular, V22 = |z|. Ese valor absoluto serd decisivo para distinguir mddulo de
componente de un vector.

Logaritmos: invertir una escala multiplicativa

El logaritmo decimal responde a la pregunta: «;A qué potencia debo elevar 10 para obtener
este nimero positivo?». Asi, log;;(100) = 2. Los logaritmos transforman productos en sumas,
log(ab) =loga + logb cuando a,b > 0. Sus argumentos deben ser nimeros adimensionales: escribir
log(5m) requiere especificar una razén con una longitud de referencia.
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PROBLEMA RESUELTO 2.4 - Una diferencia de nivel sonoro

Para comparar intensidades actsticas se define el nivel L, medido en decibelios, mediante la

expresion
1
L =101 —
0810 ( Io> )

donde Ij es una intensidad de referencia positiva. Si I = 1001, calcular Ly — Lq.
Resolucion. Restamos expresiones antes de sustituir nimeros:

I

LQ - Ll = 1010g10 T =10 lOglO(IOO) = 20dB.
1

La intensidad aumenté cien veces. El cambio en decibelios es logaritmico. La férmula define un
nivel fisico de intensidad; la sonoridad percibida requiere considerar también la respuesta del
oyente.

Factor I,/I, log,(I2/11) AL (dB)
1 0 0

10 1 10

100 2 20

Dos pasos multiplicativos de factor diez corresponden a dos incrementos de 10dB en esta escala.

2.5 Ecuaciones cuadraticas y seleccién de soluciones fisicas

Si az? 4+ bx + ¢ =0, con a # 0, las soluciones algebraicas son

—b+ Vb2 — 4dac
2a '

x = (2.1)
El discriminante b?> — 4ac determina si hay dos soluciones reales distintas, una doble o ninguna real.
Una solucién algebraica puede quedar excluida por las condiciones de un modelo: por ejemplo, una
respuesta temporal negativa puede estar fuera del intervalo ¢ > 0 para el que comenzamos a describir
un movimiento. Para interpretar un tiempo negativo debemos examinar el origen temporal: puede
representar un instante anterior al elegido como cero.
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PROBLEMA RESUELTO 2.5 - Una misma altura en dos instantes

Un objeto asciende y desciende segiin el modelo ideal
y(t) = (10m/s)t — (5m/s)¢2,

con t > 0 hasta regresar al nivel de lanzamiento. ; En qué instantes se encuentra a 3,75 m sobre
ese nivel?

Resolucién. Igualamos la altura indicada a la funcién y dividimos por 5m/s?, cuidando que los
términos resultantes conserven las dimensiones de t2:

t2—(28)t+0,755> =0 <= (t—0,58)(t—1,55)=0.

Encontramos t; = 0,5s y t2 = 1,5s. Son dos instantes fisicos distintos de la misma altura: uno
durante el ascenso y otro en el descenso. Sustituir ambos en y(t) devuelve 3,75 m. Este ejercicio
anticipa una idea de Cinematica, aunque por ahora solo necesitamos algebra y la interpretacion
del dominio.

Instante (s) Altura (m) Rama
0,5 3,75 Ascenso
1,0 5,00 Cumbre
1,5 3,75 Descenso

La tabla sitia las dos raices a ambos lados de la cumbre. La gréafica siguiente muestra la misma relacién
altura—tiempo.

-t (5)

Figura 2.1: La misma altura puede corresponder a dos instantes de un movimiento ideal. Los ejes
representan altura y tiempo; cada punto retine el valor de ambas variables en un instante.
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2.6 Angulos, radianes y trigonometria

Un angulo mide una separacion de direcciones. Si dos segmentos delimitan un sector circular de
radio r y arco de longitud s, el dngulo en radianes es § = s/r. Como dividimos dos longitudes, el
radian es adimensional, aunque conservamos el simbolo rad para comunicar qué se estd midiendo.
Una vuelta completa corresponde a 27 rad = 360°.

En un tridangulo rectangulo, para un angulo agudo 6, definimos

cateto opuesto cateto adyacente

sing = <& o cosh= 0
hipotenusa hipotenusa
sin 6
tanf = ,
os 6

siempre que el denominador no se anule. Cuando conocemos una tangente y buscamos el angulo,
utilizamos la funcion inversa arctan, que devuelve un angulo con esa tangente; hay que revisar el
cuadrante porque diferentes angulos pueden compartir la misma tangente. La circunferencia unitaria
extiende las definiciones de seno y coseno a angulos de cualquier cuadrante: sus valores pueden ser
negativos y siempre satisfacen sin? 6 + cos® 6 = 1.

Y

A

(cos B, sin )

;
| .

i sin 6
I

1

%

cos 0

>

1

Figura 2.2: Las funciones trigonométricas representan las coordenadas de un punto de la circunferencia
de radio 1. La figura estd trazada para un dngulo del primer cuadrante, pero la definicién vale en los
cuatro.
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PROBLEMA RESUELTO 2.6 - Un arco y un angulo

Una rueda tiene radio 0,30 m y gira 150°. ; Qué angulo ha girado en radianes y qué longitud de
arco ha barrido un punto de su borde?
Resolucion. Convertimos grados mediante 180° = 7 rad:

wrad 57 o

6 = 150° 180° — 6 rad, s=r180=(0,30 m)z ~ 0,785 m.

El angulo aparece como una razén geométrica y puede multiplicarse por un radio para producir
una longitud. Para usar 150 en la relacién s = rf debemos convertir primero el angulo a
radianes.

r=0,30m

s=m/4m

El arco resaltado corresponde a una rotacién de 57 /6 radianes. La rueda se representa en vista frontal.

Una fuerza puede representarse mediante una flecha: su longitud representa el moédulo y su
orientacion indica hacia dénde actiia. Sus componentes horizontal y vertical son las dos flechas sobre
los ejes cuya suma reproduce la original. El tridngulo formado por esas flechas permite aplicar seno
y coseno; la seccién siguiente precisard el lenguaje vectorial.
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PROBLEMA RESUELTO 2.7 - Una fuerza inclinada

Una fuerza de magnitud 40 N forma un angulo de 30° medido en sentido antihorario desde el
eje horizontal positivo, en el plano zy. Hallar sus componentes horizontal y vertical.
Resolucion. La componente horizontal es adyacente al angulo y la vertical es opuesta:

F, = (40N)cos30° = 20v3N,  F, = (40N)sin30° = 20 N.

La comprobacién pitagérica da ,/F2 + Fy2 = 40 N. Ambas componentes son positivas porque
la fuerza apunta al primer cuadrante. Si el angulo se midiera desde el eje vertical, habria que
intercambiar las funciones correspondientes; la figura determina la proyeccién adecuada.

Y

30°

Tridngulo de componentes con la misma escala horizontal y vertical. El &ngulo se mide desde el eje horizontal
positivo.

Una aproximacién que exige cuidado

Para angulos pequefios medidos en radianes, sinf ~ 0 y tanf = #. La aproximacién tiene un
error que depende del angulo: para # = 0,1rad, por ejemplo, sinf ~ 0,09983. Usarla con 8 = 30
grados sin convertirlo a radianes daria un resultado absurdo. El capitulo 3 volvera a las funciones
trigonométricas cuando necesitemos derivarlas.

Para 6§ =0,1rad Valor aproximado

0 0,10000
sin @ 0,09983
tan 0 0,10033

2.7 Vectores: magnitudes que requieren direccion

Algunas magnitudes fisicas requieren, ademas de un moédulo, una direccién y un sentido. La masa
v la energia son escalares; una fuerza o un desplazamiento requieren ademas direcciéon y sentido. En
dos dimensiones representamos un vector por el par de sus componentes en ejes cartesianos:

U= Uzl + uy] = (ug, uy).

Aqui 7 y ) son vectores unitarios perpendiculares, y ug,u, son componentes con signo. EI moédulo
expresa la longitud del vector y toma valores positivos o cero:

] = \Ju2 +u > 0. (2.2)
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Un vector como (—3,4) N tiene una componente horizontal negativa y médulo 5 N. El médulo se
calcula con las dos componentes. Para un vector distinto de cero, multiplicarlo por un nimero
negativo invierte su sentido y conserva la recta que determina su direccion.

Componentes de una fuerza Mdbdulo

(—3,4)N 5N
(3, —4)N 5N
Y
A
U
A
Uy
0
> > 0
Uy

Figura 2.3: Descomposicién cartesiana de un vector: su punta puede alcanzarse avanzando primero
en horizontal y después en vertical.

Para un vector distinto de cero, de médulo u, que forma un adngulo 6 medido desde +z, las
componentes son u; = wucost, u, = usinf. Estas expresiones siguen siendo validas en otros
cuadrantes porque el seno y el coseno incorporan sus signos. El vector cero tiene todas sus componentes
iguales a cero; su direccién queda indeterminada. En tres dimensiones afiadimos u.k y la norma
\/uz + uZ +u?. Estas operaciones ofrecen un primer contacto con el dlgebra lineal universitaria a
través de sus aplicaciones fisicas.

2.8 Sumar vectores y distinguir desplazamiento de recorrido
La suma de vectores se obtiene sumando componentes homélogas:
(ua, ty) + (Wa, wy) = (Uz + Wa, uy + wy).

Geométricamente podemos trasladar los vectores sin girarlos y poner el origen del segundo en la
punta del primero. La flecha desde el punto inicial hasta el final es la resultante. El desplazamiento
compara las posiciones inicial y final; la distancia recorrida considera el trayecto efectivo.
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PROBLEMA RESUELTO 2.8 - Siete kilometros recorridos, cinco de desplaza-
miento

Una persona camina 3 km hacia el este y después 4 km hacia el norte, en dos tramos rectilineos.
Determinar su desplazamiento y la distancia recorrida.

Resolucion. Elegimos este como +x y norte como +y. Los desplazamientos sucesivos son
dy = (3,0)km y dy = (0,4) km. Su suma es d = (3,4) km, de médulo

|d] = V32 + 42km = 5km.

La distancia efectivamente recorrida es 3 km 44 km = 7km. Podemos comprobar que el médulo
del desplazamiento no supera la longitud total del camino. Esa desigualdad deja de ser util
como calculo exacto de la distancia si conocemos solo los extremos.

Tramo Componentes (km) Longitud (km)

Este (3,0) 3
Norte (0,4) 4
Balance (3,4) |d =5

La suma de componentes fija el desplazamiento; la distancia suma las longitudes 3 + 4 = 7km. El diagrama
siguiente muestra las direcciones.

Norte

A

4 km

P> > BEste
3km

Figura 2.4: La flecha diagonal es el desplazamiento total de 5km, distinto de los 7km recorridos a lo
largo de los dos tramos rectilineos.
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PROBLEMA RESUELTO 2.9 - Reconocer el cuadrante antes de calcular el
angulo

Una fuerza tiene componentes F, = —6N y F, = 8 N. Encontrar su médulo y describir su
direccién.

Resolucion. Su médulo es |ﬁ| =36+ 64N = 10N. Como F, <0y Fy > 0, apunta al segundo
cuadrante. El dngulo agudo que forma con el eje horizontal negativo satisface tan o = 8/6 = 4/3,
de modo que a ~ 53,13°. Medido desde +x en sentido antihorario, # = 180° — a ~ 126,87°.
La calculadora devuelve el dngulo de una razon, pero interpretar el cuadrante exige mirar los
signos.

————————————— 8N

El vector estd en el segundo cuadrante. Los catetos 6 y 8 N determinan una hipotenusa de 10 N.

2.9 Dos productos diferentes y sus significados fisicos

El producto escalar asocia a dos vectores una cantidad escalar. Si los vectores representan
magnitudes fisicas, sus unidades se multiplican: el producto de una fuerza por un desplazamiento se
expresa en Nm. En componentes cartesianas ortonormales,

U - W = UpWy + UyWy + uw, = |U| |W] cos 6. (2.3)

La segunda expresién permite reconocer la componente de un vector en la direccién del otro. Dos
vectores no nulos perpendiculares tienen producto escalar cero. El newton, N = kgm/s?, es la unidad
SI de fuerza; el joule, J = Nm, es una unidad de energia y trabajo. Usaremos las relaciones que siguen
como aplicaciones dadas de los productos de vectores; su interpretacién dinamica se desarrollard mas
adelante. En mecanica, el trabajo de una fuerza constante durante un desplazamiento es W = F-AF.
Su signo importa: una fuerza opuesta al desplazamiento realiza trabajo negativo.
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PROBLEMA RESUELTO 2.10 - Trabajo nulo sin fuerza nula

Durante cierto desplazamiento A7 = (3, —4) m acttia una fuerza constante F = (8, 6) N. Calcular
el trabajo de esa fuerza.
Resolucion. En componentes:

W =F.A7=(8N)(3m) + (6N)(—4m) = 0J.

La fuerza constante es perpendicular al desplazamiento total y su trabajo es cero. Las demés
fuerzas tienen sus propias contribuciones al trabajo del recorrido.

F

AT

Las direcciones (8,6) y (3,—4) son perpendiculares. Cada flecha tiene su propia escala: fuerza y desplazamiento
tienen unidades distintas.

El producto vectorial asocia a dos vectores tridimensionales otro vector. Para dos vectores distintos
de cero, el angulo 0 € [0, 7] permite expresar su médulo como |@ x W| = || |@W|sinf. Cuando los
factores determinan un plano, el producto tiene direccién perpendicular a ese plano y sentido dado
por la regla de la mano derecha. Para vectores paralelos, antiparalelos o con un factor cero, el
producto es el vector cero: tiene médulo cero y direccién indeterminada. En el plano xy, su expresién
por componentes es

A~
— —

U X W= (UpgWy — Uywy)k.
Aunque 4 - W y ¥ X W contienen los mismos factores iniciales, cada producto construye un objeto
matematico distinto y responde a una relacion fisica propia. El primero mide una proyeccién; el
segundo estd ligado a la orientacién de un area o a un giro.
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PROBLEMA RESUELTO 2.11 - Momento de una fuerza respecto del origen

Una fuerza F = (0,15,0) N acttia en el punto 7 = (0,40,0,0) m. Calcular el momento de la
fuerza respecto del origen.
Resolucion. Para esta definicién de momento (también llamado torque), 7= 7 x F"

7=1(0,0,0,40 - 15)Nm = (0,0,6) N m.

El vector apunta segin +z: una fuerza hacia +y aplicada en +x favorece una rotaciéon antihoraria
vista desde +z. Aunque Nm y el joule tienen las mismas dimensiones, un momento de fuerza
y una energia representan conceptos fisicos distintos.

7> >0 F, =15N
0]
rz = 0,40 m

Vista desde +z: el sentido antihorario corresponde a torque positivo. Es un esquema geométrico con escalas
independientes para posicién y fuerza.

2.10 Rectas, parabolas, circunferencias y graficas fisicas

Una grafica organiza relaciones entre magnitudes y permite extraer informacién cuantitativa. Es
un modo de representar una relacion entre variables, pero sus ejes determinan su interpretacion. La
recta y = mx + b tiene pendiente m e intercepto b; en un grafico de posicién x frente a tiempo ¢, la
pendiente tiene unidades de velocidad, mientras que en uno de masa frente a volumen representa
densidad. En una relacién cuadratica y = ax? + bz + ¢, los valores del eje horizontal importan tanto
como la forma de la curva.

También una circunferencia 22 + 32 = R? describe un conjunto de puntos; especificar la rapidez
requiere informacion temporal. Una particula podria moverse sobre la misma circunferencia con
rapidez constante, variable o incluso detenerse. La curva en el plano y la grdfica de una coordenada
respecto del tiempo son objetos distintos, aunque ambos se dibujen usando ejes.
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PROBLEMA RESUELTO 2.12 - La pendiente conserva sus unidades

La coordenada de un mévil registrada en dos instantes es (0) = 2m y 2(3s) = 11 m. Hallar la
pendiente de la recta que une los puntos de la grafica posicién—tiempo e interpretarla.
Resolucion. La pendiente de la secante es
11lm —2m 3/
Mgee = —————— = 3m/s.
sec 3s—0s
Es la velocidad media sobre el intervalo; las velocidades instantaneas pueden variar durante él.
El capitulo 3 estudiard qué ocurre cuando disminuimos el intervalo temporal y como obtener
una velocidad en un instante a partir de una funcion.

z (m)

11

0 1,5 3
t (s)

La recta es la secante entre los dos datos. Su pendiente es 9m/3s; la posicién intermedia real requiere observaciones
adicionales.
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PROBLEMA RESUELTO 2.13 - Area bajo una velocidad, antes de aprender
integrales

La velocidad de un mévil aumenta linealmente de 4m/s a 10m/s durante 2s, sin cambiar de
sentido. Estimar el desplazamiento suponiendo que la grafica velocidad—tiempo es exactamente
el segmento recto entre ambos valores.

Resolucion. La region bajo la recta es un trapecio de bases 4m/s y 10m/s y altura 2s:

4410

Az 5

m/s(2s) = 14m.

Para entender por qué esta area representa el desplazamiento, podemos dividir el intervalo
en dos mitades: por ser una recta, las velocidades de instantes simétricos suman siempre
14m/s. Su promedio es 7m/s, que multiplicado por 2s da 14m. La igualdad entre drea y
desplazamiento extiende la relacién Ax = vAt de los rectdngulos a una velocidad que varia
linealmente. Las unidades de longitud comprueban la coherencia dimensional del resultado;
demostrar la igualdad requiere el razonamiento fisico correspondiente. Si la velocidad fuera
negativa, la orientacién del area exigiria una precaucion adicional. Mas adelante aprenderemos
a generalizar este razonamiento mediante integrales.

Regién Area orientada (m)
Recténgulo de base 2 s y altura 4 m/s 8

Tridngulo de base 2 s y altura 6 m/s 6

Trapecio completo 14

Descomponer el trapecio en rectdngulo y tridngulo permite comprobar su drea por un segundo procedimiento.

v (m/s)

A

10

14m

>t (s)

Y

Figura 2.5: El area del trapecio tiene dimensiones de desplazamiento. La figura supone que la
velocidad es positiva y cambia linealmente durante el intervalo.
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2.11 Identidades matematicas, leyes fisicas y condiciones de un
modelo

La igualdad sin?# 4 cos?@ = 1 es una identidad matematica valida para todo angulo real. La
expresion Feta = ma representa una ley fisica bajo determinadas condiciones de aplicacién. La
relacién v(t) = vy + at es consecuencia de un modelo de aceleracién constante y de una condicién
inicial. Y v(0) = 4m/s es un dato de una situacién particular. Estas proposiciones tienen alcances
logicos distintos, que conviene precisar al leer cada igualdad.

PROBLEMA RESUELTO 2.14 - Una ecuacion dimensionalmente correcta
puede estar equivocada

Alguien propone para la rapidez adquirida por una esfera soltada desde el reposo a través de
una diferencia de altura h la férmula v = 3/gh, donde g tiene unidades de aceleracién. ;Basta
el andlisis dimensional para confirmarla?

Resolucién. La expresién y/gh tiene dimensiones

[v/gh] = \/(L/T?)L = L/T,

por lo que la formula propuesta si presenta unidades de rapidez. Pero cualquier coeficiente
numérico adimensional, por ejemplo 2 o /2, mantendria esas dimensiones. Para una caida
ideal sin resistencia del aire y con aceleracién gravitatoria constante, el modelo de aceleracion
constante, que deduciremos en los capitulos 3 y 4, da v = /2gh, no 3v/gh. La homogeneidad
dimensional detecta ciertos errores; determinar el coeficiente y validar las hipotesis dindmicas
requiere informacién fisica adicional.

Propuesta Dimensiéon Control fisico
3V gh L/T Coeficiente no demostrado
V2gh L/T Caida ideal desde reposo

Las dimensiones coinciden en ambas filas. El coeficiente exige informacion fisica adicional al control de unidades.

Ejercicios de practica

Se proponen dieciocho ejercicios inéditos, identificados como B (fundamentos) o C (consolidacién).
Una cuestién se considera resuelta cuando el estudiante puede explicar el modelo, justificar las
operaciones y examinar el resultado. Las soluciones completas aparecen a continuaciéon de los
enunciados.

EJERCICIO 2.1 -+ Despejar sin olvidar unidades (B)

La fuerza neta sobre un objeto es F' = ma. Si F = 21Ny a = 3,5m/s?, determina m e indica
qué condicién se necesita para dividir por a.
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EJERCICIO 2.2 - Dos corrientes desconocidas (B)

En un nodo de un circuito, las intensidades positivas Iy e Io satisfacen Iy + Is = 5A e
Iy — I = 1 A. Resuelve el sistema y verifica ambas condiciones.
EJERCICIO 2.3 - Densidad y proporcionalidad (B)
Un material homogéneo tiene densidad 2,7 g/cm?. ;Cuél es la masa de un bloque de 350 cm3?

Exprésala también en kilogramos y explicita qué se supone del material.

EJERCICIO 2.4 - Incremento absoluto y relativo (B)

La lectura de un sensor pasa de 80N a 92 N. Calcula el incremento absoluto y porcentual
respecto del valor inicial. jSeria correcto decir que aumenté «un 12 %»?

EJERCICIO 2.5 -+ Una relacién de inverso cuadrado (B)

La irradiancia de una fuente ideal es E a 3m. ;Qué irradiancia se espera a 9m si se mantiene
el mismo modelo geométrico del problema 2.37

EJERCICIO 2.6 - Decibelios y factores (B)

En el modelo del problema 2.4, una intensidad pasa de I; a 100/;. Calcula la diferencia de
niveles. Explica por qué 20 dB no significa «veinte veces mas intensidad». Después invierte la
pregunta: jqué factor entre intensidades corresponde a un aumento de 10 dB?

EJERCICIO 2.7 -+ Dos instantes para un mismo lugar (B)

La posicién ideal de un mévil sobre un eje es z(t) = (8 m/s)t — (2m/s?)t? con t > 0. Encuentra
todos los instantes en los que £ = 6 m y compruébalos sustituyendo.

EJERCICIO 2.8 - Elegir una raiz admisible (B)

La altura de un objeto se describe, desde t = 0, por y(t) = 4m + (2m/s)t — (5m/s?)¢2. Calcula

el instante positivo en que alcanza el suelo e interpreta la otra raiz.

EJERCICIO 2.9 - Del grado al radian (B)

Un arco circular de radio 3 cm subtiende 150°. Determina el dngulo en radianes y la longitud
del arco. Expresa esta ultima en centimetros.
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EJERCICIO 2.10 -+ Componentes y comprobacién (B)

Una fuerza de médulo 20 N forma 60° con +z, en el primer cuadrante. Encuentra F, y F, y
verifica el médulo.

EJERCICIO 2.11 - Modbdulo y orientacion de un desplazamiento

Un desplazamiento es d = (—3, —4) m. Calcula |d| e identifica el cuadrante. ;Cuél es aproxima-
damente su angulo medido desde +x en sentido antihorario?

EJERCICIO 2.12 -+ Recorrido y desplazamiento (B)

Una persona camina primero d; = (4,3)m y luego do = (—4,0) m, recorriendo cada tramo
rectilineamente. Encuentra el desplazamiento total, su moédulo y la distancia efectivamente
recorrida.

EJERCICIO 2.13 -+ Producto escalar con unidades (C)

Una fuerza constante F = (2,4) N acompaifia un desplazamiento A7 = (3, —1)m. Calcula el
trabajo efectuado por esa fuerza y determina si es positivo, negativo o nulo.

EJERCICIO 2.14 - El signo de un torque (C)

Una fuerza F = (20,0,0) N se aplica en 7= (0,0,30,0) m. Calcula 7 = 7 x F y explica el signo
de su componente 2.

EJERCICIO 2.15 - Pendiente y unidades (B)

En una gréafica posicion-tiempo se registran dos puntos (¢,z) = (0s,2m) y (5s,17m). Obtén
la pendiente de la secante y di qué informacién adicional necesitarias para asegurar que la
velocidad es constante.

EJERCICIO 2.16 - Dos areas que se cancelan (C)
La grafica de velocidad—tiempo de un mévil corresponde al segmento recto de v(0) = 6m/s a

v(4s) = —6m/s. ;Cuél es el desplazamiento? ;Cuél es la distancia recorrida, suponiendo que
solo cambia de sentido cuando la grafica cruza v = 07
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EJERCICIO 2.17 - Circunferencia y movimiento (B)

Una particula esta restringida a una circunferencia de ecuacién z? + y?> = 25cm?. Si en un
instante * = 3cm, ;jqué valores de y son posibles? ;Permite esta informacion calcular su
rapidez?

EJERCICIO 2.18 -+ Alcance de las dimensiones (C)

Se proponen v = C'v/gh y v = Dgh para la rapidez de caida, donde C' y D son numeros
adimensionales. Determina qué propuesta es homogénea dimensionalmente y explica si eso
permite conocer el valor de C.

Soluciones completas

SOLUCION 2.1.

De F' = ma despejamos
F 21N

. b\ a—
a 35m/s? &

Dividir por a requiere a # 0. Sia = 0y F = 0, la ecuaciéon por si sola no determina la masa; si

F #£ 0, los datos son incompatibles con ese modelo.
SOLUCION 2.2.

Sumamos las ecuaciones: 27 = 6 A y Iy = 3 A. Sustituyendo, I = 2 A. Comprobamos: 3+2=5Ay

3 — 2 =1A. Ambas corrientes resultan positivas, como exigia el enunciado.
SOLUCION 2.3.

Para un material homogéneo con densidad aproximadamente constante,
m=pV = (2,7g/cm?®)(350 cm®) = 945 g = 0,945 kg.

Las unidades de volumen se cancelan; si el material no fuera homogéneo, una tnica densidad podria

no bastar.
SOLUCION 2.4.

El incremento absoluto es AF = 92 — 80 = 12 N. El relativo se calcula respecto de 80 N: 12/80 =
0,15 = 15%. La diferencia absoluta de 12N se convierte en un incremento relativo al compararla con

la fuerza de referencia.
SOLUCION 2.5.

Por el modelo E o 1/r? tenemos Fy/E; = (3/9)? = 1/9. La respuesta es £/9. El modelo supone
propagacién isotrépica en un medio con absorcién despreciable; un haz laser o un medio absorbente

requeririan otra descripcion.
SOLUCION 2.6.

La diferencia es AL = 10log;7(100) = 20dB. La relacién entre intensidades es un factor 100,
mientras que 20 es el cambio en una escala logaritmica. La escala logaritmica expresa esa razén
entre intensidades mediante una diferencia de niveles. Para la pregunta inversa, 10 = 10log;,(I2/11)
implica logyy(I2/I1) = 1y, por definicién de logaritmo, I5/I; = 10! = 10.
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SOLUCION 2.7.
Sustituimos la posicién de 6 m:

(8m/s)t — (2m/s*)t? = 6m.
Al dividir por 2m/s? y reorganizar, obtenemos
t2 — (4s)t+3s2=0, (t—1s)(t—3s)=0.

Por tanto t = 1s y t = 3s. En ambos casos, t =8 —2=6m y z = 24 — 18 = 6 m respectivamente;

las dos raices pertenecen al dominio ¢ > 0.
SOLUCION 2.8.

Igualando y = 0 y expresando t en segundos, queda la ecuacién numérica 4 + 2t — 5t> = 0, o
5t2 — 2t — 4 = 0. La férmula cuadratica da

24++/84 1++/21
= S = S.
10 )

t

El instante posterior al inicio es t = (1 4+ +/21)/5s ~ 1,117s. El otro, aproximadamente —0,717's,
pertenece a la prolongacion algebraica de la parabola, pero queda fuera del intervalo declarado para

este experimento.
SOLUCION 2.9.

Convertimos 150° = (57 /6) rad. Para el arco,

) )
s=rf= (3<:m)F7T = gcm ~ 7,85 cm.

La féormula de arco requiere expresar el angulo en radianes antes de multiplicarlo por el radio.
SOLUCION 2.10.

F, =20co0s60° = 10N y F, = 20sin 60° = 10y/3N. La norma es /102 + (10v/3)2N = 20 N; ambas

componentes deben ser positivas en el primer cuadrante.
SOLUCION 2.11.

d] = /(=3)2 + (—4)2m = 5m. Ambas componentes son negativas, luego el vector esta en el tercer
cuadrante. Su dngulo antihorario desde +z es 180° + arctan(4/3) ~ 233,13°. El mddulo es siempre

mayor o igual que cero.
SOLUCION 2.12.

La suma vectorial es (4,3) 4+ (—4,0) = (0,3) m; su médulo es 3m. La primera trayectoria recta mide
V42 + 32 = 5m y la segunda 4 m, por lo que la distancia recorrida es 9m. El recorrido depende del

camino; el desplazamiento, solo de los extremos.
SOLUCION 2.13.

W =F.AF=(2N)(3m) + (4N)(—1m) = 2J. El trabajo de esta fuerza constante es positivo. Se

suman los productos de componentes homoélogas.
SOLUCION 2.14.

En el plano xy,
T, =1Fy —ryFp = —(0,30m)(20N) = —6 N m.

Asi, 7= (0,0, —6) Nm. El sentido —z se comprueba porque j X 7 = —k.

SOLUCION 2.15.

La pendiente de la secante es (17 — 2) m/(5s) = 3m/s, interpretable como velocidad media. Para
conocer lo ocurrido entre dos puntos necesitamos informacién intermedia o un modelo adicional.
Para asegurar velocidad constante se requiere informacién sobre todos los instantes del intervalo, o
una hipdtesis explicita de linealidad del modelo de posicion.
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SOLUCION 2.16.

La velocidad cruza cero a los 2s. De 0 a 2 el drea positiva es un tridngulo de base 2s y altura 6 m/s,
por lo que vale 6m. De 2 a 4s el area orientada es —6 m. El desplazamiento total es 0 m; la distancia
recorrida es 6 + 6 = 12m. Un desplazamiento nulo es compatible tanto con el reposo como con un

recorrido de ida y vuelta.
SOLUCION 2.17.

Sustituyendo # = 3 cm obtenemos y? = 25cm? — 9 cm? = 16 cm?. Por tanto y = +4 cm. La ecuacién
fija los puntos de la circunferencia; la rapidez y el sentido del movimiento requieren informacién

temporal.
SOLUCION 2.18.

La primera propuesta es homogénea: [/gh] = \/(L/T?)L = L/T. La segunda tiene dimensién L?/T?
no L/T, de modo que un D adimensional no la corrige. La primera es dimensionalmente homogénea;
para determinar el nimero C necesitamos una ley fisica y las hipotesis pertinentes.

Diagnoéstico de salida: puente hacia el capitulo 3

Antes de avanzar, conviene resolver sin mirar las paginas anteriores estas cuatro preguntas y
justificar las respuestas: (i) {Por qué al despejar una ecuacién es indispensable conservar las unidades?
(i) ;{Cémo distinguirias los 7km recorridos de los 5 km de desplazamiento del problema 2.87 (7)
Si dos puntos de una grafica posicion—tiempo determinan una pendiente de 3m/s, ;qué falta para
afirmar que esa es la velocidad en cada instante? (7v) ;Qué cambio fisico podria quedar oculto al
sumar dos areas de velocidad de signo opuesto?

Respuestas de control. En (i), porque las dimensiones forman parte de la igualdad fisica y
permiten detectar operaciones incompatibles. En (ii), la distancia suma longitudes de tramos y el
desplazamiento es un vector entre las posiciones extremas. En (iii), falta informacién de las posiciones
intermedias o una hipdtesis que garantice que la gréfica es una recta. En (iv), un viaje con ida y
regreso puede tener desplazamiento cero y distancia positiva. Las preguntas (iii) y (iv) conducen
directamente al problema del capitulo 3: conocer una tasa instantdnea y calcular una acumulacion.
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En algunos cursos universitarios de fisica, las deri-
vadas aparecen antes de que el estudiante las haya
aprendido en Calculo I. La matemaética puede co-
menzar por construir rigurosamente los ntimeros
reales, mientras que la fisica necesita describir un
cuerpo que cambia de posiciéon en cada instante.
Ambos recorridos pueden complementarse: apren-
deremos el significado y el uso inicial de cada herra-
mienta, precisando qué explicacién hemos estableci-
do y qué demostracién queda pendiente.

Imaginemos un objeto cuya posicién se registra ca-
da segundo. Una tabla indica las posiciones en los
instantes medidos; describir el movimiento entre
ellos requiere informacién adicional. Si ademas que-
remos conocer su velocidad en un instante preciso,
aparece una pregunta inesperada: jcéomo calcular
un cambio en un intervalo de tiempo que se hace
cada vez mas pequenio? Y si conocemos la velocidad
en cada instante, aparece la pregunta inversa: ;jco-
mo reconstruir todo el desplazamiento acumulado?
Esas dos preguntas conducirdn, sin comenzar por
una lista de reglas, a las ideas de derivada e integral.
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Dos preguntas que originan el calculo

. Qué esta cambiando ahora? ;Cuanto se ha acumulado durante un intervalo? La derivada y la
integral nacen de estas preguntas y realizan operaciones distintas.

3.1 Lo que necesitamos saber antes de comenzar

Bastan inicialmente el algebra elemental, las potencias, las unidades, la lectura de ejes cartesianos
y la diferencia entre magnitudes escalares y vectoriales. Recordaremos dos precauciones. Primero,
para interpretar una funcién matematica como una ley fisica debemos especificar sus variables,
unidades y condiciones de aplicacién. Segundo, la lectura de una grafica fisica retine los nimeros y
las magnitudes representadas en los ejes.

Comprobacién de entrada. Si 2m/s es una velocidad constante durante 3 s, el desplazamiento
es 6m. Si una longitud depende del tiempo mediante z(t) = xo + ut, entonces xy debe medirse en
unidades de longitud y u en unidades de longitud dividida por tiempo. Si estas dos afirmaciones no
resultan comprensibles, conviene regresar a las conversiones, el despeje de ecuaciones y las gréaficas
del capitulo 2 antes de seguir.

Producto de magnitudes Desplazamiento

2m/s x 1s 2m
2m/s x 3s 6m

3.2 Una funcion describe un modelo

Consideremos la expresion

2(t) = 3m + (2m/s)t. (3.1)

Aqui t representa el tiempo transcurrido desde un instante elegido como origen y z(t) representa
una coordenada de posicion respecto de un punto de referencia. La expresién puede describir, por
ejemplo, una plataforma que parte a tres metros del origen y avanza con velocidad constante a lo
largo de una recta. En ¢ = 0, su posicién es 3m; en t =4s, es 11 m.

0 3
1 5
2 7
4 11

Una funcion asigna a cada elemento de un conjunto D un tnico valor; el conjunto D es su dominio.
Al emplearla como modelo fisico elegimos un dominio de aplicacién y declaramos las unidades y
las hipdtesis que sostienen esa eleccion. Para una maquina observada durante los primeros cinco
segundos, ese intervalo constituye el respaldo experimental disponible; aplicar la ley a ¢ = 100s
requiere justificar su prolongacién. Una expresién puede admitir tiempos negativos en su dominio
matematico; su aplicacion a esos tiempos necesita respaldo fisico.
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PROBLEMA RESUELTO 3.1 - La ecuacion de un experimento limitado

Durante un ensayo de 0 a 6s se ajusta la coordenada horizontal de un carrito con la funcién
z(t) = 1m + (3m/s)t. Determinar x(0), (4s) y decidir qué puede afirmarse acerca de z(20s).
Resolucion. En el instante inicial se obtiene z(0) = 1 m. Para los cuatro segundos:

z(4s) =1m+ (3m/s)(4s) = 13 m.
Para 20s la férmula da algebraicamente 61 m, una extrapolacion mas alla del intervalo en que
se ha establecido el ajuste. La interpretacion del calculo incluye examinar la validez del modelo.
z (m)

19

13

0 3,0 6
t (s)

Solo se dibuja el dominio del ensayo. El punto ¢ = 4s estd dentro; t = 20s queda fuera de la informacién
experimental.

3.3 La pendiente nos habla de una variacion

Una recta que representa posicion frente al tiempo tiene pendiente constante. En la ecuacion (3.1),
incrementar el tiempo en un segundo incrementa la posicién en dos metros. La pendiente posee, por
tanto, unidades de velocidad. En una curva, en cambio, la inclinacién puede ser diferente segiin el
punto. Una funcién cuadratica ofrece un ejemplo sencillo:

x(t) = (2m/s?)t%, t>0.

Las posiciones son z(0) =0, z(1s) =2m, z(2s) =8m y x(3s) = 18 m. En tres intervalos sucesivos
de un segundo, los incrementos son 2, 6 y 10 m. Dividir cada incremento por su duracién da 2, 6 y
10m/s: son tasas medias en esos intervalos. La curva se hace mas empinada. Para estudiar la secante
entre uno y tres segundos reuniremos el desplazamiento de esos dos tltimos tramos y su duracion.
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x (m),
12 A
:
.
1 2 3 4 ¢ ? s)

Figura 3.1: Gréafica de x(t) = 2¢? (en unidades compatibles) y secante entre 1 y 3s. La pendiente de
la secante es una velocidad media calculada entre los extremos del intervalo.

PROBLEMA RESUELTO 3.2 - Qué significa una pendiente media

En el modelo cuadratico anterior, hallar la velocidad media entre ¢t = 1s y ¢t = 3s, y comprobar
las unidades.

Resolucion. Durante ese intervalo la coordenada pasa de 2m a 18 m. Su incremento es 16 m y
el intervalo dura 2s. Entonces

La pendiente de la secante de la figura 3.1 es ocho metros por segundo. Ese valor se obtiene
dividiendo el cambio de posicién por el tiempo transcurrido; es compatible con distintas
velocidades durante el trayecto.

Extremo t (s) z (m)
Inicial 1 2
Final 3 18
Incremento 2 16

La fila de incrementos representa los catetos del tridngulo de la secante: Az/At = 8m/s.
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3.4 La tasa media y su limite

Para una funcién cualquiera x(t), la tasa media de variacion entre t1 y to es

Azr  x(t2) — x(t1)

= = ty £ty 2
At ta—t1 274 (32)

Para la posiciéon de una particula se trata de su velocidad media. Pensemos ahora que queremos
saber la velocidad justo cuando t = 2s. No podemos aplicar la férmula poniendo t; = to = 2s:
obtendriamos 0/0, que no es un nimero. Pero podemos comparar el instante ¢ con otro muy cercano,
t + h, y estudiar qué sucede al disminuir h sin hacerlo todavia cero.

Tomemos de nuevo z(t) = kt?, donde k = 2m/s?. Entonces

x(t+h) — z(t) _k(t+h)2—t2
h - h
2th + h?
:kT—i_:k(Qt—i—h), h 0.

Mientras h se aproxima a cero, esta expresion se aproxima a 2kt. Esta observacion motiva la definicion

de derivada:

_ dz — lm x(t+h) — ac(t)7 (3.3)
dt  h—0 h

si el limite existe como un valor finito y tinico. En un instante interior debemos poder acercarnos

desde tiempos anteriores y posteriores y obtener el mismo valor. Al comienzo o al final de un intervalo

observado solo disponemos del lado que pertenece al dominio: cuando evaluemos alli velocidad o

aceleracion, entenderemos el limite desde ese lado. Por tanto, para el modelo considerado,

2'(t)

v(t) = 2'(t) = 2kt = (4m/s)t.

El simbolo dz/dt designa la tasa instantdanea definida por ese limite; sus unidades son longitud
dividida por tiempo. Geométricamente, la derivada se interpreta como la pendiente de la tangente a
la grafica, cuando esa interpretaciéon es valida.

En un curso de andlisis estudiaremos cuidadosamente qué significa que exista el limite, bajo qué
condiciones lo podemos manipular y cémo se demuestra un teorema general. Aqui hemos justificado
algebraicamente el resultado para una funcién cuadréatica concreta, sin pretender haber construido
toda la teoria de limites.
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PROBLEMA RESUELTO 3.3 - Una mediciéon cada vez mas préoxima

Para z(t) = (2m/s?)t?, determinar la velocidad media entre 2s y 2s+h con h = 15, 0,1sy
0,01s. Inferir la velocidad instantdnea a los 2s.
Resolucion. Del calculo anterior,

o= (2m/s?)(4s + h).

Para los tres incrementos se obtienen 10m/s, 8,2m/s y 8,02m/s. Cada reduccién de h aproxima
la velocidad media a 8 m/s; la tabla hace visible la interpretacion de ese limite, cuya demostracién
exige justificar la tendencia. La expresién algebraica 2k(2s + 0) verifica que v(2s) = 8m/s.

h (s) v (m/s) Exceso sobre 8 m/s
1 10 2

0,1 8,2 0,2

0,01 8,02 0,02

El exceso es (2m/ s?)h. La férmula, ademés de los tres valores, justifica la convergencia al reducir h.

3.5 Derivar también permite estudiar aceleraciones

Si v(t) es la velocidad, su tasa instantdnea de cambio se llama aceleracion: a(t) = v'(t). Para el
modelo anterior, donde v(t) = 2kt, obtenemos a(t) = 2k = 4m/s?. Esta aceleracién es constante
aunque la velocidad no lo sea. El efecto de una aceleracién negativa sobre la rapidez depende también
del signo de la velocidad. Si la velocidad es negativa y la aceleracién también lo es, el mévil puede
aumentar su rapidez mientras se desplaza en la direccién negativa.

Para trabajar con funciones méas variadas necesitamos reglas de derivacién. Si C' permanece
constante respecto del tiempo y n es un entero positivo, las identidades

So=o,  Lermy=nort, S(7rg) =1+ (3.4)
permiten derivar polinomios término por término, en intervalos donde estan definidos. Cuando Ct"
representa una posiciéon, C' tiene unidades de longitud dividida por tiempo a la potencia n; al derivar,
cada término queda en unidades de velocidad. La derivada de una cantidad constante respecto del
tiempo es cero, también cuando esa constante tiene unidades. Cada regla puede justificarse a partir
de la definicién de derivada. Para t? ya hemos hecho el célculo con el cociente incremental; las
potencias naturales superiores se estudian expandiendo (¢ + h)"™ y simplificando antes de tomar el
limite.

Potencia  Cociente incremental, h # 0

t? 2t 4+ h
3 3t2 + 3th + h?
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PROBLEMA RESUELTO 3.4 - Posicién, velocidad, aceleracién y detencion

momentanea
Un mévil tiene, entre 0 y 4s, la posicién
z(t) =3m+ (4m/s)t — (1 m/s?)t2
Calcular velocidad, aceleracion e instante de velocidad nula. Interpretar el comportamiento del

movil.
Resolucion. Derivamos conservando las unidades de los coeficientes:

v(t) =4m/s — (2m/s)t, a(t) = —2m/s%

Al resolver v(t) = 0 se obtiene t = 2s. Antes de ese instante, la velocidad es positiva y decrece
hasta cero; después es negativa y su médulo aumenta. En ese instante cambia de sentido. La
aceleracién conserva el mismo signo durante todo el intervalo, pero el efecto sobre la rapidez
cambia segin el signo de la velocidad.

v (m/s)
4

t(s)

La velocidad cruza cero en 2s. La pendiente negativa permanece igual antes y después del cambio de sentido.

Las funciones trigonométricas también aparecen en la fisica, especialmente en oscilaciones. Cuando
el angulo se mide en radianes, las reglas elementales son

— sin(wt) = w cos(wt), — cos(wt) = —wsin(wt), (3.5)
dt dt

donde w es constante y el argumento wt es adimensional, expresado en radianes. Estas reglas y la
regla de la cadena se presentan como herramientas operativas; su fundamentacién completa utiliza,
entre otros resultados, limites trigonométricos. Trabajar con dngulos en grados requiere incorporar
el factor de conversion al derivar.

El factor w aparece porque el dngulo también cambia con el tiempo. Si llamamos 6(t) = wt,
entonces df/dt = w. La regla de la cadena expresa esa composiciéon como

d do

— 0(t) = —sin6(t) —.

57 €08 (t) sin 0(t) 7
Para © = A cos(wt), la amplitud A multiplica toda la derivada y resulta v = —Aw sin(wt). Al derivar
otra vez aparece un segundo factor w: a = —Aw? cos(wt). Asi podemos reconstruir los coeficientes y

sus unidades en lugar de recordar tres férmulas por separado.
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PROBLEMA RESUELTO 3.5 - Una oscilacion sencilla
La coordenada de una masa viene dada por
z(t) = (0,10m) cos((2s~1)t).

Hallar su velocidad y aceleracion y evaluarlas en ¢t = 0.
Resolucion. Derivando una vez y después otra:

v(t) = —(0,20m/s)sin[(2s~ )],
a(t) = —(0,40m/s?) cos[(2s71)t].

La expresién (2s~1)t es adimensional y representa un dngulo en radianes. En ¢t = 0, v(0) =0y
a(0) = —0,40m/s?. En un extremo de la oscilacién la velocidad es nula y la aceleracién tiene
modulo méximo en este modelo.

Instante z (m) v (m/s) / a (m/s?)
0 0,10 0/ —0,40

w/4s 0 —0,20 / 0

w28 —0,10 0/ 0,40

La secuencia de un extremo al otro muestra que velocidad nula y aceleraciéon nula ocurren en instantes distintos.

3.6 El camino inverso: acumular pequenos desplazamientos

Supongamos que conocemos una velocidad variable y queremos averiguar cuanto cambié la
posicién. Si la velocidad fuera constante durante un intervalo de duracién At, el desplazamiento
serfa Az = vAt. En una grafica velocidad—tiempo esto se representa mediante un rectangulo, cuya
altura es v y cuya base es At. Si la velocidad cambia, podemos dividir el intervalo en tramos, sumar
los rectangulos aproximados y mejorar la aproximacién reduciendo el ancho de los tramos.

La idea es la misma que se emplea para calcular areas bajo una curva, pero hay una peculiaridad
fisica fundamental: si la velocidad tiene signo, la contribucion de un intervalo puede ser negativa. El
area geométrica usual mide una superficie positiva; para el desplazamiento usamos un drea orientada,
positiva por encima del eje temporal y negativa por debajo. Esta distincién nos permitira diferenciar
el desplazamiento de la distancia recorrida.

La figura 3.2 muestra el modelo
v(t) =4m/s — (2m/s*)t,  0<t <4s.

El movil avanza durante los dos primeros segundos y regresa durante los dos segundos siguientes. El
area triangular del primer tramo es +4m; la del segundo, —4 m. El desplazamiento total resulta
cero, aunque el movil si haya recorrido una distancia positiva.
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v (m/s),

4 +

Figura 3.2: La suma de areas orientadas da el desplazamiento. La suma de los médulos de las areas
da la distancia recorrida en este movimiento unidimensional.

PROBLEMA RESUELTO 3.6 - Un recorrido que termina donde empezd

Para la velocidad de la figura 3.2, calcular el desplazamiento y la distancia recorrida entre t = 0
yt=4s.
Resolucion. En el primer tramo el area triangular es

A = 3(2s)(4m/s) = 4m.

En el segundo tramo la velocidad esta por debajo del eje; el area orientada vale Ay = —4m.
Por tanto,
Az = Al + A2 = 0, drecorrida = ’A1| + ‘A2’ = 8m.

El objeto vuelve a la coordenada de partida después de recorrer posiciones intermedias. La suma
orientada representa el desplazamiento y la suma de longitudes de ambos tramos representa la
distancia.

Tramo (s) Az (m) Distancia (m)
Oa?2 4 4
2a4 —4 4
Total 0 8

El balance orientado cancela las contribuciones; la suma de longitudes conserva ambos tramos.

3.7 La integral: del dibujo a una expresién general

Denotemos por At el ancho de cada intervalo temporal y por v(t;) la velocidad escogida dentro de
él. La suma aproximada de desplazamientos es

Az~ Y v(t;) At
i=1
La letra ¥ indica que debemos sumar un término por cada intervalo: para tres intervalos la expresion
significa v(t1)At 4 v(t2) At 4+ v(t3)At. El indice ¢ cuenta los intervalos y N es su ntimero total. Si
todos tienen igual ancho, At = (t, — t,)/N; aumentar N reduce ese ancho manteniendo fijos los
extremos del experimento.
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Para una velocidad continua en el intervalo cerrado, al refinar las particiones las sumas se
aproximan a un mismo valor, cualquiera que sea el punto elegido en cada tramo, siempre que la
anchura méaxima de los tramos tienda a cero. La continuidad es una condicién suficiente que cubre
los modelos empleados aqui; el estudio de andlisis amplia las clases de funciones integrables. Ese
valor es la integral definida, y escribimos

2(ty) — 2(ta) = /t ") dt. (3.6)

Esta es la integral definida de la velocidad entre los dos tiempos. La notacién reine v y dt para
expresar el limite de las sumas que construyen la acumulaciéon. En problemas de fisica, las unidades
de la integral se obtienen multiplicando las de la tasa por las de la variable: (m/s)(s) = m.

Miés adelante escribiremos [F(t)]i’; como abreviatura de F(ty) — F(t,): primero se evalia en el
extremo superior y después se resta el valor del inferior.

Una forma extraordinariamente 1til de calcular integrales conecta acumulacién y derivacién. Si
una funcién F(t) cumple F’'(t) = v(t), entonces, por el teorema fundamental del cdlculo, si v es
continua en [tq,t,] vy F' es una primitiva suya en ese intervalo,

/t o) dt = F(ty) — F(ty). (3.7)

La demostracion general del teorema corresponde al analisis. Hemos construido su necesidad e
ilustramos cémo se utiliza. Esta aproximacién fisica permite llegar a ella con preguntas comprensibles.

Para las funciones que maés utilizaremos al principio, una regla operativa sencilla es

tn+1
t"dt = + C, n# —1. 3.8

/ n+1 7 (38)
Para n entero no negativo vale en toda la recta; para otros exponentes se requiere un intervalo
donde la potencia sea real y derivable (por ejemplo, ¢ > 0). Esta escritura representa una familia
de primitivas: la derivada de cualquier miembro de la familia es ¢t". La constante C es necesaria
porque todas las funciones que difieren en una constante tienen la misma derivada. A veces se escribe

directamente la integral definida, con limites, y entonces la constante se cancela en la diferencia
F(tb) - F(ta)‘



Funciones, variaciéon y acumulacién: célculo fisico desde cero

PROBLEMA RESUELTO 3.7 - Reconstruir la posicion cuando conocemos la
velocidad

Una particula tiene velocidad
v(t) = 2m/s + (3m/s?)t, 0<t<3s,

y en el instante inicial su posicién es 2(0) = —5m. Hallar x(¢) y x(3s).
Resolucion. Una primitiva de la velocidad es

F(t) = (2m/s)t + (3 m/s?)t%.

Como el cambio de posicién es F(t) — F'(0), necesitamos la posicion inicial para localizar la
trayectoria en el eje:

x(t) = —5m+ (2m/s)t + (1,5m/s?)t2.

En tres segundos,
z(3s) = —5bm+6m+ 13,5m = 14,5m.

La comprobacion derivando reproduce la velocidad dada. Obsérvese que el desplazamiento
fue 19,5 m, mientras que la posicion final es 14,5m. El dato x(0) fija la coordenada inicial y
permite determinar esta dltima posicion.

x (m)
14,5

0 1,5 3
t(s)

La curva parte de —5m. El desplazamiento es el incremento vertical entre sus extremos.

ot
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PROBLEMA RESUELTO 3.8 - Una integral también describe un depodsito
El caudal de entrada de agua en un depoésito aumenta con el tiempo segiin
q(t) = 1L/s + (0,2L/s*)t.

Si inicialmente contiene 12 L, hallar su volumen a los 10s, suponiendo que no existe salida ni
rebose.
Resolucion. El caudal representa volumen por unidad de tiempo. El agua afadida es

10s
AV = / o(t) dt
0

= [(1L/s)t + (0,1L/5*)2?]
=10L+10L =20L.

10s
0

El volumen final es 12 + 20 = 32 L. Si el depdsito admitiera menos de esa cantidad, el modelo
sin rebose dejaria de describir correctamente la situacién. El calculo muestra tanto su utilidad
como sus limites.

q (L/s)
3

t (s)

El area bajo el caudal tiene 10 L de rectangulo y 10 L. de tridngulo. Deben afiadirse los 12 L. iniciales.

3.8 Cuando los datos son discretos

En un experimento rara vez conocemos una funcién exacta de la velocidad. Tenemos mediciones
en ciertos instantes. Por ejemplo, supongamos que se registran estos datos:

t(s) ‘0
0

LW | w

1 2
2 3
Podemos aproximar el desplazamiento multiplicando cada intervalo temporal por una velocidad
representativa. Si los datos fueran unidos por segmentos rectos, el area de cada intervalo seria un
trapecio. Su férmula es

Vi + Vit1

Al‘i =~ (ti+1 — ti). (3.9)

La regla del trapecio integra exactamente el modelo lineal que une cada par de datos. Su adecuacién
al movimiento depende de cuénto se aparte la velocidad real de ese segmento y de la incertidumbre de
las mediciones. Una variacion rapida puede ser lineal y quedar integrada exactamente; la curvatura
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y el muestreo determinan el error de interpolacién. Nuevas observaciones permiten contrastar el
modelo atribuido a cada intervalo.

PROBLEMA RESUELTO 3.9 - Recuperar un desplazamiento de cuatro medi-
ciones

Estimar el desplazamiento total asociado a la tabla anterior mediante la regla de los trapecios
y comparar con la estimacién que usa la velocidad inicial de cada tramo.

Resolucién. Los intervalos duran un segundo. Los tres trapecios contribuyen (0 + 2)/2 = 1 m,
(2+3)/2=25my (3+3)/2=3m. La estimacién total es 6,5m. Con rectangulos de altura
igual a la velocidad inicial de cada tramo obtendriamos (0 + 2 4+ 3) m = 5m. Para conocer
el desplazamiento exacto necesitariamos conocer la velocidad entre las mediciones. Ambas
respuestas son estimaciones asociadas a decisiones distintas de modelizacion.

Tramo (s) Trapecio (m) Rectangulo izquierdo (m)
Oal 1 0
1a?2 25 2
2a3 3 3
Suma 6,5 5

La interpolacién elegida fija la evolucién que el modelo atribuye a cada intervalo; nuevas observaciones permiten
contrastarla.

3.9 Una primera ecuacion diferencial

Hasta aqui hemos usado una funcién conocida para obtener su derivada o su acumulacién. En
fisica es frecuente conocer directamente una relacién entre una funcion desconocida y su derivada.
Tal relacién se llama ecuacion diferencial. El ejemplo mas sencillo es

dv
_ 3.10
dt ao, ( )

donde ag es una aceleraciéon constante. Buscar v(t) consiste en encontrar una funcién cuya derivada
sea ag. Por la regla de integracion,
v(t) = apt + C.

Si sabemos que v(0) = v, entonces C' = vy y obtenemos

v(t) = vo + agt. (3.11)

Como también sabemos que dx/dt = v(t), integramos de nuevo y, usando x(0) = xg, obtenemos

x(t) = xo + vot + %agt2. (3.12)

Las relaciones para el movimiento con aceleracién constante han surgido de dos ideas: derivar y
acumular. En el capitulo siguiente podremos estudiarlas como leyes de descripcién del movimiento,
con sus hipotesis y situaciones de aplicacién, sin tener que memorizarlas antes de entenderlas. Cuando
a varia con el tiempo, debemos integrar su dependencia temporal.
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PROBLEMA RESUELTO 3.10 - La importancia de las condiciones iniciales

Una particula se mueve sobre una recta con aceleracién constante ag = —2m/s?. En ¢t = 0, su
posicién es 5m y su velocidad es 3m/s. Obtener v(t) y x(t), y calcular la posicién a los 2s.
Resolucion. Aplicando las ecuaciones (3.11) y (3.12),

v(t) =3m/s — (2m/s?)t,

z(t) = 5m + (3m/s)t — (1 m/s?)t2

Por tanto z(2s) = 5m+6m —4m = 7m. Comprobamos que v(0) = 3m/s, 2(0) = 5m y que la
segunda derivada de z(t) es —2m/s?. Son tres controles independientes del clculo. La posicién
es 7m aunque el mévil ya haya cambiado de sentido antes de ¢ = 2s: su velocidad se anula a
los 1,5s.

z (m)

7,25

ot

El maximo estd en t = 1,58 y x = 7,25 m. Al terminar, la coordenada es 7m y la velocidad ya es negativa.

3.10 Qué hemos justificado y qué queda por demostrar

Una lectura rigurosa distingue las demostraciones establecidas de los resultados que se presentan
para un uso inicial. Hemos definido operativamente la tasa media mediante un cociente finito y
hemos calculado una derivada cuadratica estudiando la expresion incremental. Hemos motivado la
integral mediante sumas de pequenos aportes, interpretado la acumulacién en graficos y usado un
teorema matematico cuyo enunciado general requiere hipétesis. Hemos adoptado reglas para derivar
funciones trigonométricas sin probarlas en toda generalidad. Cada afirmacién posee un estatuto
diferente.

La teoria de los nimeros reales, la topologia de la recta y las definiciones rigurosas de limite,
continuidad e integrabilidad permiten después fundamentar esas operaciones sin depender de dibujos
ni aproximaciones numéricas. Quien estudie mateméaticas puras encontrara alli preguntas distintas,
igualmente legitimas: ;qué es exactamente un limite?, ;qué condiciones garantizan la existencia de
una integral?, ;jpuede una funcién ser continua y no derivable? El encuentro con esa teorfa serd mas
fructifero si ya ha conocido problemas fisicos que hacen necesarias tales ideas.

Para pasar a Cinemaética basta una competencia conceptual firme: distinguir posicién, velocidad y
aceleracién; saber que una derivada mide variacién instantanea y que una integral acumula cantidades
orientadas; reconocer la funcién, las unidades y el intervalo de validez. Las reglas simbdlicas més
amplias y las ecuaciones diferenciales preparan, ademads, para una lectura universitaria mas exigente.
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PROBLEMA RESUELTO 3.11 -+ Una esquina y dos pendientes laterales

Consideremos la posicién idealizada z(t) = c|t — tg|, donde tg = 2sy ¢ = 1m/s. ;Cudl es la
velocidad instantdnea en ¢ = t7

Resolucidn. Para tiempos anteriores a ty tenemos z(t) = ¢(ty — t), cuya pendiente es —c. Para
tiempos posteriores, z:(t) = ¢(t — tg), cuya pendiente es +c. Justo en el instante de cambio, el
cociente incremental vale

z(to+h) —z(to) |k [—c, h <O,
h “n

h " \4e, h>O0.

No existe un tinico valor al que se aproximen ambos lados; por ello la derivada en ¢ty no existe.
El dibujo representa una inversién instantanea del sentido de movimiento, util como modelo
geométrico a tramos, pero incompatible con una aceleracion ordinaria finita en ese instante.
No toda funcién continua es derivable.

z (m)
2

0 2,0 4
t(s)

Las pendientes laterales en la esquina valen —1 y +1m/s. La posicién es continua y las pendientes laterales son
distintas.

Ejercicios de practica

Los siguientes problemas son originales y se ordenan por razonamiento requerido. Los niveles B,
C y U significan respectivamente fundamento, consolidacién y puente universitario, y orientan la
profundidad del trabajo propuesto. Las soluciones integras aparecen inmediatamente después de la
lista.

EJERCICIO 3.1 -+ Una funcién con unidades (B)

Un sensor entrega z(t) = 2m+ (3m/s)t+ (1 m/s?)t?, validada entre 0 y 5s. Identifica la variable
independiente, las unidades de los coeficientes, x(2s) y por qué no se puede declarar vélida en
t = 20 s sin informacién adicional.
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EJERCICIO 3.2 + Una ida y un regreso (B)

Para 0 < t < 65, la coordenada de un mévil es z(t) = (12m/s)t — (2m/s?)t2. Calcula la
velocidad media entre 0 y 3, y el desplazamiento total entre 0 y 6s. ;El segundo resultado
demuestra que el objeto estuvo inmadvil?

EJERCICIO 3.3 - Construir una derivada (B)

Para x(t) = 5m — (3m/s)t + (1 m/s?)t?, desarrolla el cociente [x(t + h) — 2(t)]/h y halla la
velocidad instantanea en funcién de ¢. ;Cuando se anula?

EJERCICIO 3.4 -+ Una piedra arrojada hacia arriba (C)

La altura de una piedra, medida desde el punto de lanzamiento, obedece a y(t) = (14m/s)t —
(5m/s?)t?, para el movimiento ideal sin resistencia del aire. Halla la velocidad vertical, la
aceleracion, el instante de altura méaxima, esa altura y el tiempo en que vuelve al nivel de
lanzamiento.

EJERCICIO 3.5 - Velocidad con signo (B)

Entre 0 y 4s se observa v(t) = (2m/s?)t — 4m/s. Calcula el desplazamiento y la distancia
recorrida. Realiza también un bosquejo de la gréafica velocidad—tiempo e identifica el cambio de
sentido.

EJERCICIO 3.6 - Tridngulo y desplazamiento (B)

En un intervalo 0 < ¢t < 45 la velocidad es v(t) = (2m/s?)t. Halla el desplazamiento usando

Unicamente la geometria de la grafica y explica por qué la unidad del area representa una
longitud.

EJERCICIO 3.7 -+ Caudal constante (C)

Un recipiente inicialmente tiene 5L y entra agua a un caudal constante de 3 L/s durante 12,
sin pérdidas. Calcula el volumen final mediante una integral. Verifica el resultado por aritmética
elemental.

EJERCICIO 3.8 -+ Carga y corriente (C)

La corriente eléctrica en un conductor es I(t) = 2C/s + (3 C/s?)t durante los primeros cuatro
segundos. Si la carga neta transferida contabilizada hasta ¢t = 0 era 1C, ;jcudl sera la carga
acumulada hasta ¢ = 4s? Distingue el valor inicial del incremento.
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at

EJERCICIO 3.9 - Cuatro trapecios (C)

Se dispone de los siguientes datos de velocidad en instantes enteros:

t(s) ‘0
v (m/s) | 0

Estima el desplazamiento con la regla de trapecios. ;Qué suposiciéon haces sobre el comporta-

1 2
1 4

miento entre mediciones?

EJERCICIO 3.10 -+ Una secante cubica (C)

Sea z(t) = (1m/s?)t3. Calcula algebraicamente el cociente incremental y la velocidad instanté-
nea en t = 1s. Compara con la tasa media hacia delante usando h = 0,1s.

EJERCICIO 3.11 -+ Oscilacién y unidades (C)

Una particula oscila como z(t) = (0,10 m) cos[(2s~1)t]; el argumento del coseno se expresa en
radianes. Obtén v(t), a(t), v(0) y a(0). Justifica dimensionalmente las amplitudes de velocidad
y aceleracion. Si se duplica w manteniendo la amplitud de posicién, jpor qué factores cambian
las amplitudes de velocidad y aceleracion?

EJERCICIO 3.12 -+ Una aceleracién positiva puede frenar (B)

Durante 0 < ¢ < 3s un cuerpo tiene velocidad v(t) = —6 m/s+ (2m/s?)t. Calcula su aceleracion,
su desplazamiento y la distancia recorrida. ;Estda aumentando su rapidez?

EJERCICIO 3.13 -+ Aproximacién numérica (C)

Para v(t) = (2m/s?)t entre 0 y 2s, estima el desplazamiento con rectangulos izquierdos de
ancho 1s y luego con ancho 0,5s. Compara con la integral exacta y explica de qué lado quedan
ambas estimaciones.

EJERCICIO 3.14 -+ Una ecuacién que ain necesita informacién (U)

Un objeto tiene aceleraciéon constante de 2m/s? y se encuentra en z(0) = 10m. Obtén una

familia de posibles funciones z(t) y explica qué dato adicional seria necesario para predecir su
posicién a los 5s. Expresa la respuesta en funcién de ese dato pendiente.
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Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 3.1.

La variable independiente es el tiempo ¢, medido en segundos, mientras que la variable dependiente
es la coordenada x, expresada en metros. Cada término de una suma de posiciones debe tener
dimensién de longitud. Por eso el término independiente se expresa en metros, el coeficiente de ¢ en
metros por segundo y el de t? en metros por segundo cuadrado. Para el instante pedido:

z(28) =2m+6m+4m=12m.

El dato de que la féormula fue validada solo entre 0 y 5s impide garantizar su aplicacion a 20s. El

valor calculado para ese tiempo es una extrapolacion cuya validez fisica requiere pruebas adicionales.
SOLUCION 3.2.

Calculamos posiciones antes de interpretar. La coordenada inicial es 2(0) = 0 y a los tres segundos
vale

z(3s) = (12m/s)(3s) — (2m/s%)(3s)? = 18 m.

La velocidad media entre ambos instantes es (18 —0) m/3s = 6m/s. Al terminar el intervalo,
z(6s) =T2m —72m =0,

de modo que el desplazamiento en los seis segundos es cero. Durante el trayecto pasd por otras
posiciones: a los tres segundos estaba a 18 m del origen. Las posiciones intermedias describen el

recorrido de ida y vuelta entre esos extremos iguales.
SOLUCION 3.3.

El término constante de 5m desaparece del incremento. Escribiendo v = 3m/s y k = 1 m/s? para
aligerar el algebra,

z(t+h)—z(t) —uh+K[(t+h)? -2

h h
— —u+k(2t+h), h#£0.

Al llevar h a cero se obtiene
v(t) = —3m/s + (2m/s?)t.

La velocidad se anula cuando t = (3m/s)/(2m/s?) = 1,5s. Para ¢t menores la velocidad es negativa;

después es positiva. El moévil cambia de sentido en ese instante si el modelo es valido a ambos lados.
SOLUCION 3.4.

Derivar una vez proporciona
vy(t) = 14m/s — (10m/s?)t,

y la segunda derivada da a, = —10m/ s2. La altura es méaxima cuando la velocidad se anula, siempre
que el instante se encuentre en el intervalo de validez del movimiento. De 14 — 10t = 0 resulta
t = 1,4s. Sustituyendo:

y(1,4s) =19,6m — 9,8 m = 9,8 m.

Para volver al nivel inicial imponemos y(t) = 0 y factorizamos t[(14m/s) — (5m/s?)t] = 0. Las raices
son ¢t = 0 (lanzamiento) y ¢ = 2,8s (retorno). La simetria de los tiempos se obtiene bajo las hipétesis
de aceleracion constante y de origen y destino al mismo nivel.
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SOLUCION 3.5.
La velocidad es una recta que va de —4m/sent =0 a +4m/s en t = 4s. Se anula en t = 2s.
Integrando,

4s
Ax :/ [(2m/s?)t —4m/s]dt = 16m — 16 m = 0.
0

Entre 0 y 2s la contribucién es el drea triangular negativa de médulo £(2s)(4m/s) = 4m. Entre 2 y
4 s la contribucién es positiva y también mide 4 m. La distancia recorrida es la suma de moédulos:

8 m. Un desplazamiento nulo puede corresponder a un recorrido no nulo.
SOLUCION 3.6.

La velocidad aumenta linealmente de cero a v(4s) = 8m/s. La grafica delimitada por los ejes y la
recta es un tridngulo de base 4s y altura 8 m/s. El desplazamiento es

Az — %(45)(8m/s) — 16m.

La unidad del producto es (s)(m/s) = m. En este intervalo la velocidad toma valores positivos o
cero; por eso |v(t)| = v(t) y las integrales de rapidez y velocidad dan el mismo valor: 16 m. Con
velocidad negativa, el desplazamiento tiene signo negativo mientras la distancia acumula su moédulo,

como muestra el regreso de e3-5.
SOLUCION 3.7.

Definimos V (t) como volumen. El caudal de entrada es su derivada, dV/dt = ¢ = 3L/s, mientras el
agua permanece entrando al ritmo indicado. La acumulacién en los doce segundos es

12s
AV = / 3L/sdt = 36L.
0

Sumamos el volumen inicial: V(12s) = 5L 4+ 36 L = 41L. La comprobacién aritmética 3L por
segundo multiplicado por doce segundos reproduce 36 L. Esta coincidencia es razonable porque el

caudal es constante.
SOLUCION 3.8.

La corriente representa tasa de transferencia de carga, de modo que dg/dt = I(t). Su integral entre
cero y cuatro segundos determina la carga adicional:

4s
Ag = /D [2C/s + (3C/s*)t]dt

= (2C/s)(4s) + %(3C/S2)(4S)2
=8C+24C=32C.

La cantidad acumulada desde el origen previo de conteo es g(4s) = 1C + 32C = 33 C. La integral

expresa el cambio de la magnitud; hallar su valor final requiere sumar el valor inicial.
SOLUCION 3.9.

Cada intervalo dura 1s. Para el primer par de datos el trapecio tiene velocidades extremas 0y 1m/s
y representa un desplazamiento estimado de 0,5 m. Los tres siguientes aportan

%m: 2,5m, #m:élﬁm, ?szﬁm.

El total es 0,5 + 2,5 4+ 4,5 + 6,5 = 14 m. El método supone que el comportamiento entre mediciones
puede aproximarse mediante segmentos rectos en la grafica velocidad—tiempo. Para certificar que
14 m sea el desplazamiento exacto necesitariamos conocer la evolucion entre las mediciones.
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SOLUCION 3.10.
Escribimos k& = 1m/s3. Desarrollando el cubo,

z(t+h) —z(t) k(t+h)3 —t3
h - h
= k(32 +3th+h%),  h#0.

Al tomar el limite h — 0 obtenemos v(t) = 3kt?, de donde v(1s) = 3m/s. Para h = 0,15, la velocidad
media hacia delante es
1,13 —13

= 3,31 .
01 m/s = 3,31m/s

Es mayor que la instantdnea porque la pendiente de z(t) = kt3 estd aumentando para estos tiempos.

El cociente finito describe una media en un intervalo; el valor limite define la magnitud instantanea.
SOLUCION 3.11.

Sea A=0,10m y w = 2s"', con wt expresado en radianes. Usando la regla de derivacién del coseno
v la regla de la cadena:
v(t) = —Awsin(wt) = —(0,20m/s) sin(wt),

a(t) = —Aw? cos(wt) = —(0,40m/s?) cos(wt).

Ent =0, sin0 = 0y cos0 = 1, luego v(0) = 0 y a(0) = —0,40m/s?. Las dimensiones de las
amplitudes surgen de [Aw] = m/s y [Aw?] = m/s%. El d4ngulo debe expresarse en radianes para usar
estas reglas sin factores de conversién adicionales. Al sustituir w por 2w, Aw se duplica y Aw? se

cuadruplica. La amplitud A de posicién permanece fija.
SOLUCION 3.12.

La derivada de la velocidad es la aceleracién constante a = +2m/s?. En t = 0 la velocidad vale
—6m/s y en t = 3s llega a cero; no cambia de signo dentro del intervalo abierto. El desplazamiento
es

3s
Al’:/ [—Gm/s+(2m/82)t]dt=—18m+9m:_gm.
0

Dado que la velocidad fue negativa todo el tiempo, la distancia recorrida es |Az| = 9m. La rapidez
pasa de 6 m/s a cero, asi que disminuye, pese a que la aceleracién es positiva. Para decidir si un

cuerpo gana o pierde rapidez debemos comparar los signos de la velocidad y de la aceleracion.
SOLUCION 3.13.

La suma izquierda aproxima cada tramo mediante la velocidad al inicio. Con paso 1s, los instantes
de muestreo son 0 y 1s, de modo que

Azis~ (0+2)m/s-1s=2m.
Con paso 0,5s, las velocidades izquierdas son 0, 1,2,3m/s; por tanto
Azoss ~(0+1+2+3)m/s- 0,55 =3m.

La integral exacta resulta
2s 9
Ax = / (2m/s?)tdt = [(1 m/sz)tQ]O =4m
0

Ambas sumas subestiman porque la velocidad crece durante todos los tramos y tomamos el valor
inicial. Reducir el paso mejord el resultado, pero ninguna de las dos sumas es la integral exacta.
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SOLUCION 3.14.
Como dv/dt = 2m/s?, la primera integracién produce v(t) = vo + (2m/s?)t, con vy desconocida.
Una segunda integracién da

z(t) = 10m + vot + (1 m/s?)t2.

Esta es una familia de movimientos, uno para cada velocidad inicial elegida. En t = 55,
z(5s) = 35m+ vp(5s).

Para asignar un valor numérico tnico a la coordenada final necesitamos conocer vy o un dato equiva-
lente, como otra posicién en otro instante. La aceleracion y la posicién inicial deben acompaifiarse de
una condicién que fije la velocidad inicial.

Diagnoéstico de salida y puente hacia el capitulo 4

Para continuar, debes poder distinguir una tasa media de una instanténea, interpretar areas
orientadas y reconstruir una funcién con sus condiciones iniciales. Los ejercicios 3.3, 3.5, 3.7 y 3.14
permiten comprobar esas capacidades. Inténtalos sin consultar sus soluciones antes de resolver los
controles siguientes.

Tres controles de transferencia. Conviene resolver estas preguntas breves en una hoja en
blanco, indicando siempre unidades y justificacion.

1. Si v =3m/s durante 4s y xg = —5m, calcula por separado desplazamiento y posicién final.
2. Si v pasa de —2m/s a cero con a > 0, jcrece la rapidez? Explica qué indica cada signo.
3. Si solo conoces a(t), jpuedes hallar una posicién tnica? Identifica los datos que faltan.

Contraste después del intento. (1) Az =12m y z; = 7m. (2) La rapidez disminuye de 2m/s
a cero; la aceleracion positiva cambia una velocidad negativa hacia cero. (3) Faltan velocidad y
posicién en un instante de referencia, o informacién equivalente.

Criterio para avanzar. Resuelve sin ayuda estos controles y los ejercicios 3.3, 3.5, 3.7 y 3.14. Si
confundes posiciéon y desplazamiento, reconstruye el problema 3.7; para el signo de la rapidez, el
problema 3.4; para las condiciones iniciales, el ejercicio 3.14. Cambia después un dato y comprueba
que puedes repetir el razonamiento sin copiar la solucion.
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Para predecir cudndo llegard un tren a una estaciéon
necesitamos precisar cuantitativamente qué signi-
fica que «va rapido». Necesitamos una posicién de
partida, una referencia para medirla y alguna in-
formacion sobre la evolucién del movimiento. Un
problema fisico comienza precisamente cuando con-
vertimos una situacion en preguntas cuantificables.
Ahora utilizaremos el lenguaje construido en los
capitulos anteriores para pasar de la descripcién a
las predicciones.

La cinemadtica describe la evolucion de la posicién,
la velocidad y la aceleracion de los cuerpos respecto
de una referencia. En una dimensién, esas magnitu-
des permiten reconstruir el movimiento sobre una
recta. La dindmica relacionara después sus cambios
con las interacciones entre cuerpos. Revisaremos el
significado fisico de cada derivada y de cada integral
que aparezca.

64
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Una distincion que utilizaremos siempre

Una velocidad negativa describe una orientacién respecto del eje elegido. Para saber si aumenta
o disminuye la rapidez debemos compararla con la aceleracion.

4.1 Antes de medir un movimiento: elegir la referencia

En una carretera recta elegimos un origen O, una direccién positiva y un reloj. La posicion x(t)
es la coordenada del cuerpo en cada instante. Una coordenada negativa sitiia al cuerpo a un lado
del origen elegido. Al cambiar el origen, los niimeros describen la misma situaciéon fisica desde una
referencia distinta. La descripcién del movimiento requiere especificar una referencia.

La particula de nuestros modelos representa un objeto cuya extensién tiene una influencia
despreciable en la cuestion planteada. Para calcular cuanto tarda un tren en atravesar completamente
un tunel debemos incluir su longitud; al estudiar la posiciéon de su centro de masa durante un trayecto
largo puede resultar razonable la aproximacién de particula.

Distinguiremos instante de intervalo: to nombra la lectura inicial del reloj y At =ty —tq el tiempo
transcurrido. En los problemas usaremos ¢ para el tiempo contado desde el instante indicado. Una
descripcién bien definida exige también sefialar qué intervalo de tiempos abarca el modelo.

PROBLEMA RESUELTO 4.1 - Ir, volver y distinguir dos longitudes

Una persona parte de x = —30 m, camina hasta x = +20m y regresa hasta x = —10 m. Hallar
el desplazamiento y la distancia recorrida.
Resolucion. El desplazamiento es la diferencia entre las posiciones final e inicial:

Az =zy —x9 = (—10) — (—30) = +-20 m.

La distancia es la longitud de todo el recorrido. El primer tramo mide |20 — (—30)| = 50m, y
el segundo | — 10 — 20| = 30 m. Por tanto, s = 80 m. La persona se encuentra veinte metros a la
derecha de su posicién inicial, aunque recorrié ochenta metros. El desplazamiento tiene signo
en nuestro eje; la distancia es no negativa.

Etapa z; = x5 (m) Longitud (m)
Ida —30 — 20 50

Regreso 20 — —10 30

Balance —-30 — —10 Az = +20

Las dos primeras filas conservan el camino y suman 80 m. La tltima compara tinicamente los extremos.
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regreso

<1da
| | > (m)

® ®
—30 —10 O +20
Axr = +20m

Figura 4.1: Un recorrido de dos tramos sobre un eje orientado. La suma de las longitudes es distinta
del desplazamiento neto.

4.2 Rapidez, velocidad y aceleracion

La wvelocidad media es la razon entre el desplazamiento y la duracién:

Ar _alty) —a(t)

4.1
At tr—t; (4.1)

U=
En cambio, la rapidez media relaciona la distancia total recorrida con el mismo intervalo: 7 = s/At.
Si el movimiento cambia de sentido, estas dos magnitudes no coinciden en general. El valor absoluto
de la velocidad media coincide con la rapidez media cuando se mantiene el sentido del movimiento
durante el intervalo.

Para conocer la velocidad instantdnea, reducimos el intervalo sobre el cual calculamos la razén.
En el lenguaje del capitulo 3:

o(t) = lim r(t+h) —x(t) dz

= —. 4.2
h—0 h dt (4.2)

La rapidez instantdnea es |v(t)|. La aceleracion media mide el cambio de velocidad por unidad de
tiempo, a = Av/At; cuando existe su limite, la aceleracién instantdnea es

dv  d%z

at) = - = -3 (4.3)

La igualdad con la segunda derivada requiere que las derivadas indicadas existan. La velocidad se
mide en m/s y la aceleracién en m/s?. En una dimensién, la velocidad y la aceleracién pueden ser
positivas, nulas o negativas segtn el eje y el movimiento. La rapidez, igual a |v(t)|, toma valores
positivos o cero.
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PROBLEMA RESUELTO 4.2 -+ La velocidad media puede ocultar el recorrido

La persona del problema 4.1 realiza todo el trayecto en 40s. Encontrar su velocidad media y
su rapidez media.
Resolucion. Usando los resultados distintos del problema anterior,

+20m 80 m
— 40,50 o1
05— 1080m/s,  T=ac

v= =2,0m/s.

Estas dos medias del viaje completo admiten distintas evoluciones de la velocidad instantanea.
Para calcular la velocidad media de cada tramo necesitariamos su duracién. Las posiciones
inicial y final fijan el desplazamiento; la distancia total requiere ademas informacién sobre el
camino.

Magnitud Numerador / tiempo Resultado
Velocidad media +20m/40s +0,50m/s
Rapidez media 80m/40s 2,0m/s

El denominador es idéntico; cambiar desplazamiento por distancia cambia la magnitud fisica que se obtiene.
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PROBLEMA RESUELTO 4.3 - Aceleracion positiva y disminucion de rapidez
La posiciéon de un cuerpo se modela por
z(t) =3m — (2m/s)t + (0,5m/s*)t?,  0<t <4s.

;,Cudndo cambia de sentido? ;Qué desplazamiento y qué distancia efectia?
Resolucion. Derivamos, conservando las unidades de los coeficientes:

v(t) = —2m/s + (1m/s?)t, a(t) = +1m/s%

El cambio de sentido ocurre en ¢t = 2s, donde v = 0 y pasa de negativa a positiva. Las posiciones
son z(0) =3m, z(2s) =1m y z(4s) = 3m. De aqui,

Az =z(4s) —z(0) =0, s=[1-3]+[3—1]=4m.

Durante los primeros dos segundos el cuerpo se mueve en la direccion negativa mientras su
aceleracién es positiva; su rapidez disminuye. Después crece. Para decidir si aumenta la rapidez
debemos comparar el signo de a con el de la velocidad.

z (m)
3

0 2,0 4
t (s)

La pendiente negativa se anula en 2s y luego se vuelve positiva. La posicién final coincide con la inicial, pero
hay recorrido.

4.3 Tres graficas que cuentan una misma historia

Las graficas de posicién, velocidad y aceleracion frente al tiempo se relacionan de dos modos. La
pendiente de la curva z(t) es v(t) y la pendiente de v(t) es a(t), cuando existen las derivadas. La
acumulacién de valores de v durante un intervalo, contando sus signos, proporciona el desplazamiento:

ty ty

Az = / o(t)dt, 5= / (1)) dt. (4.4)
ti t;

La segunda integral da la distancia recorrida cuando la posicién es suficientemente regular para esta

formulacién. De modo anédlogo, Av = [ a(t) dt. Todas estas relaciones necesitan atender al intervalo

temporal y a posibles cambios de sentido.
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z (m)
3
1 |
i t (s)
2 4
v (m/s)
2
. t (s)
2 4
—2
a (m/s?)
1
: t (s)
2 4

Las tres graficas corresponden al problema 4.3, con la misma escala temporal. En ¢ = 2s la posicién es minima y la
velocidad cruza cero; la aceleracién permanece positiva. Cada eje vertical tiene sus propias unidades.

PROBLEMA RESUELTO 4.4 - De una tabla a un modelo de movimiento

Una medicién entrega 2(0) = Om, z(1) = 2m, x(2) = 8m y x(3) = 18m, con tiempos
en segundos. Calcular las tres velocidades medias sucesivas y proponer un modelo sencillo
compatible con los datos.

Resolucion. En intervalos consecutivos de 1s, las velocidades medias son 2, 6 y 10m/s. La
secuencia sugiere un cambio de velocidad uniforme. El modelo x(t) = (2m/s?)t? reproduce las
cuatro posiciones y tiene v(t) = (4m/s?)t y a = 4m/s%. Esos cuatro datos son compatibles
también con otros movimientos que pasan por las mismas posiciones en los instantes medidos.
Hemos construido un modelo contrastable, cuya eleccién puede afinarse con nuevas mediciones.

Intervalo (s) Az (m) v (m/s)
Oal 2 2

la2 6 6

2a3 10 10

Los aumentos de 4m/s entre velocidades medias sugieren el modelo cuadratico; otras funciones también pueden
coincidir con esos datos.
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PROBLEMA RESUELTO 4.5 - Desplazamiento y distancia bajo el eje
Durante 0 <t < 55 la velocidad vale
v(t) = 6m/s — (2m/s?)t.

Determinar el desplazamiento y la distancia recorrida.

Resolucion. La velocidad se anula en t = 3s y cambia de positiva a negativa. La integral con
signo da

5s
Az = / o(t) dt = 6m/s(55) — (1m/s?)(55)% = 5m.
0
La distancia requiere sumar magnitudes de las areas antes y después del cruce:

s = %(38)(6111/8) + %(25)(41{11/5) =9m+4m = 13m.

Un desplazamiento positivo pequeno puede coexistir con una distancia mucho mayor.

Tramo (s) Area orientada (m) Longitud (m)
0Oa3 9 9

3ab —4 4

Total 5 13

El corte en v = 0 separa los sentidos del movimiento. El grafico siguiente sitia las dos areas.

—4 4+

Figura 4.2: El drea orientada bajo v(t) suma +9m y —4m. La distancia suma 9m y 4 m sin cancelar
tramos.
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4.4 Movimiento rectilineo uniforme: posicién inicial y encuentros

Si la velocidad es constante, entonces a = 0 y la posicion evoluciona linealmente:
z(t) = xo + v(t — to). (4.5)

Una expresion como x = vt es solamente el caso particular zg = 0 y tg = 0. La velocidad puede ser
negativa aunque el movimiento sea uniforme. En una grafica posicién-tiempo, su signo coincide con
el de la pendiente. Podemos elegir el origen en cualquier punto y expresar respecto de él la posicién
inicial.

PROBLEMA RESUELTO 4.6 - Dos moéviles que se encuentran en un eje

Dos bicicletas se mueven en sentidos contrarios. En t = 0, A estd en x4 = 100m y tiene
velocidad constante —6m/s; B estd en zp = 20m con velocidad constante +4 m/s. Hallar el
instante y la posiciéon del encuentro.

Resolucion. Escribimos una ecuacién para cada objeto en la misma referencia:

zA(t) =100m — (6 m/s)t, zp(t) =20m + (4m/s)t.

El encuentro ocurre cuando las posiciones son iguales: 100 — 6t = 20 + 4¢ al medir las distancias
en metros y t en segundos. Entonces 10t = 80, de donde t = 8s. Al sustituir en cualquiera de
las dos leyes resulta z = 52m. Verificamos: A avanzd 48 m hacia la izquierda desde 100; B
avanzé 32m hacia la derecha desde 20. Sus recorridos suman los 80 m de separacién inicial.

Linea azul de trazo continuo: A. Linea terracota de trazos: B. La interseccién corresponde a t = 8sy x = 52m.

4.5 Aceleracion constante: deducir antes de memorizar

Una aceleracién constante a significa que la velocidad cambia linealmente con el tiempo. Integrar
dv/dt = a entre ty y t da
v(t) = v + a(t — tp). (4.6)

Al integrar nuevamente, usando dx/dt = v, obtenemos
1
z(t) = xo 4+ vo(t — to) + 5a(lt —19)>. (4.7)
Estas dos expresiones requieren los valores iniciales xg y vg. La relacién

v? = vE + 2a(z — x0) (4.8)
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puede obtenerse sin dividir por la aceleracién. Llamemos v = t — tg. De la ecuacion de velocidad,
v —vg = au, y de la posicion,

2a(z — x0) = 2avou + a*u® = (v —vo)(2vo + v — v) = v* — v},

Esta deduccién también admite a = 0; en ese caso solo afirma v? = v%, mientras que el modelo
completo impone v = vg. La relaciéon contiene cuadrados de velocidades; el signo de v debe inferirse
del problema y de las condiciones iniciales. Las férmulas solo describen el intervalo donde a es
efectivamente constante.

PROBLEMA RESUELTO 4.7 - Reconstruir un movimiento con condiciones
iniciales
Un mévil comienza con xg = —5m, vgp = +4m/s y aceleracién constante a = +2m/s?. Hallar

la posicién y la velocidad a los 3s.
Resolucion. Con ty = 0,

v(3s) =4m/s + (2m/s?)(3s) = 10m/s,

2(35) = —5m + (4m/s)(35) + %(Qm/SQ)(SS)Q — 16m.

El desplazamiento es 21 m; 16 m es la coordenada final respecto del origen. También podemos
comprobar el desplazamiento usando la velocidad media (4 + 10)/2 = 7m/s, valida aqui para
aceleracion constante: 7Tm/s - 3s = 21 m.

Instante (s) z (m) v (m/s)
0 ) 4
1 0 6
2 7 8
3 16 10

Los incrementos de posicién crecen en intervalos iguales; los incrementos de velocidad son constantes.
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PROBLEMA RESUELTO 4.8 - TUna posicion se alcanza dos veces

Un cuerpo describe z(t) = (8m/s)t — (1 m/s?)t?, para 0 < ¢t < 8s. ;En qué instantes ocupa
x =12m y con qué velocidades?

Resolucion. Al medir el tiempo numéricamente en segundos, resolver 8t — t? = 12 equivale a
t2 — 8t + 12 = 0, cuyas soluciones son t = 2 y t = 6. Asi, los instantes son 2s y 65, ambos
pertenecientes al dominio fisico. Como

v(t) =8m/s — (2m/s?)t,

las velocidades correspondientes son +4m/s y —4m/s. El cuerpo llega a la misma coordenada
mientras avanza y, después de invertir su marcha en ¢ = 4s, vuelve a pasar por ella. Descartar
mecanicamente una de las raices perderia informacioén real sobre el movimiento.

z (m)
16

12

t (s)

La altura grafica x = 12m corta la pardbola a los 2 y 65s; las pendientes en los cruces tienen sentidos opuestos.
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PROBLEMA RESUELTO 4.9 - El frenado y la distancia necesaria para dete-

nerse

Un automévil avanza a 20m/s y sufre una desaceleracién constante de 4m/s?, dirigida en
contra del movimiento. ;Qué distancia recorre antes de detenerse?

Resolucién. Elegimos positiva la marcha inicial: vg = 20m/s y @ = —4m/s?. En el instante en
que se detiene v = 0. Aplicando la relacién independiente del tiempo,

0= (20m/s)® +2(—4m/s?) Az, Az = 50m.

La duracién es t = —(vg/a) = 5s, y la verificacién v = (204 0)/2 = 10m/s da Az = 50 m. Este
modelo describe el frenado solo hasta detenerse. La prolongacién matematica de la aceleracion
negativa mas alla del reposo predice un retroceso; describir la accién posterior de los frenos
requiere examinar como cambia la interaccion al detenerse el automovil.

v (m/s)
20

10

t(s)

El modelo se interrumpe al detenerse. El tridngulo de base 5s y altura 20m/s representa los 50 m de frenado.
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PROBLEMA RESUELTO 4.10 - Una aceleracion que se opone al movimiento
solo al principio

Un cuerpo comienza en xy = 0 con vg = —6m/s y aceleracién constante a = +2m/ s?. Analizar
el movimiento hasta t = 5s.
Resolucion. Tenemos v(t) = —6m/s + (2m/s?)t. En t = 3 se anula la velocidad; alli » =

—6(3) + 32 = —9m al usar segundos y metros. En ¢t = 55 la posicién es * = —6(5) + 52 = —5m
y la velocidad +4 m/s. El desplazamiento neto vale —5m, pero la distancia es 9 + 4 = 13 m.
Entre 0 y 3s disminuye la rapidez, y entre 3 y 5s aumenta. Es preciso comparar el signo de a
con el de v.

z (m)
0

t (s)

La coordenada disminuye hasta —9m y luego crece hasta —5m. Los dos tramos miden 9 y 4 m.

4.6 Caida libre y lanzamiento vertical: una misma convencién

En regiones suficientemente pequenias cerca de la superficie terrestre, podemos aproximar la
aceleracién gravitacional como constante y vertical, con magnitud g ~ 9,8 m/s?. Elegiremos positiva
la direccién vertical hacia arriba. Entonces a, = —g para un objeto sometido solo a su peso,
despreciando la resistencia del aire. Su posicién y velocidad se escriben

y(t) = yo + voyt — %th, vy (t) = voy — gt. (4.9)

En la cumbre de un lanzamiento vertical, la velocidad instantanea puede ser cero sin que la aceleracion
sea cero. La aceleracion gravitacional contintia dirigida hacia abajo antes, durante y después de ese
instante. La altura de referencia puede escogerse libremente, siempre que se respete de principio a
fin.
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PROBLEMA RESUELTO 4.11 -+ Una piedra soltada desde una altura conocida

Una piedra se suelta desde 45 m de altura. Despreciando el aire y usando g = 9,8 m/s?, estimar
el tiempo de caida y la velocidad justo antes del impacto.

Resolucion. Con el eje vertical positivo hacia arriba, si yo = 45m, voy = 0 y el suelo estd en
y = 0, la condicién de impacto es 0 = 45m — %th. Asi,

2(45m)
9.8m/s2 "

3,03s.

Se escoge la raiz positiva porque contamos el tiempo desde la liberaciéon. La velocidad al
impacto es vy = —gt & —29,7m/s; su rapidez es 29,7m/s. Si el cuerpo tuviera una resistencia
del aire apreciable, las predicciones cambiarian.

y (m)
45

0 1,5 3,03

El eje vertical es altura y el horizontal es tiempo. La curva termina justo antes del impacto, aproximadamente a
los 3,03 s.
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PROBLEMA RESUELTO 4.12 - Altura maxima y regreso al mismo nivel

Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde yo = 0 con vy, = 19,6 m/s, y se desprecia
la resistencia del aire. Usa g = 9,8 m/s2. Encontrar el tiempo para alcanzar la altura maxima,
esa altura y el instante en que vuelve al nivel inicial.

Resolucion. En la altura maxima v, = 0, por lo que tmsx = voy/g = 2,0s. Sustituimos en la
posicién:

1
Ymax = (19,6 m/s)(2s) — 5(9,8 m/s?)(2s)? = 19,6 m.
Al igualar y(t) = 0, la ecuacién se factoriza como t(vgy — % gt) = 0. La primera raiz ¢t = 0 es el

lanzamiento; la segunda, ¢ = 2vg, /g = 45, es el retorno. Esta simetria temporal solo es vélida
con aceleracién constante, igual nivel de partida y llegada, y sin resistencia del aire.

y (m)

9,8

t (s)

Con g = 9,8m/s? la cumbre divide en dos partes iguales los 4s de vuelo hasta el mismo nivel.
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PROBLEMA RESUELTO 4.13 - Lanzamiento desde una terraza

Desde una terraza situada a 20m del suelo se lanza verticalmente una pelota a +10m/s.
Encontrar cuando llega al suelo, con g = 9,8 m/s?.
Resolucion. La condicién de llegada y = 0 conduce a

0=20m + (10m/s)t — (4,9m/s?)t>.
Es una cuadratica cuyos tiempos son

10+ VI00+392 _ 10+ V492
a 9,8 98 7

Solo la raiz positiva representa un instante posterior al lanzamiento: ¢ ~ 3,28 s. La velocidad de
impacto es vy = 10 — 9,8t ~ —22,2m/s. La raiz negativa representa un instante de la parabola
extrapolada anterior al origen temporal elegido; el impacto futuro corresponde a la raiz positiva.

y (m)

20

0 1,02 3,28

La pelota primero gana altura; la llegada al suelo ocurre en la rama descendente. Solo se representa el dominio
futuro hasta el impacto.

4.7 Movimientos por tramos: conservar la informaciéon entre etapas

Para decidir cémo resolver, conviene empezar por la informacién disponible. Una velocidad
constante permite relacionar directamente posicién y tiempo; una aceleraciéon constante exige ademaéas
la velocidad inicial. Si no aparece el tiempo entre los datos ni entre las incognitas, la relaciéon entre
v? y x — xg puede evitar calcularlo. Cuando se conoce una funcién a(t) variable, hay que recuperar
primero v(t) y después z(t), usando ambas condiciones iniciales. Esta eleccién del modelo precede a
la sustituciéon de ntimeros.

En muchos problemas el movimiento cambia de régimen: un vehiculo acelera, mantiene después
una rapidez y finalmente frena. Cada etapa debe emplear el valor de a que le corresponde. Si el
cuerpo sigue una trayectoria continua sin saltos de posicion, la posicién final de una etapa es la
inicial de la siguiente. En ausencia de un impulso idealizado o de una discontinuidad especificada,
también mantenemos continua la velocidad. Lo que puede cambiar bruscamente en un modelo por
tramos es la aceleracion, aunque las fuerzas reales no siempre lo hagan instantaneamente.
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PROBLEMA RESUELTO 4.14 - Acelerar y luego frenar sin detenerse

Un cuerpo comienza con zg = 0 y vg = 1 m/s. Su aceleracién vale +2m/s? durante los primeros
3sy —1m/s? durante los siguientes 4s. Encontrar = y v al finalizar cada tramo.
Resolucion. En la primera etapa,

v =14+ (2)3)=7m/s, 21 =0+ (1)(3)+3(2)(3)*> = 12m,

con unidades SI implicitas en los factores numéricos. En la segunda etapa usamos 7 =t — 3s,
con 0 < 7 <4s,y las condiciones de enlace x(1 =0) =12m y v(r = 0) = Tm/s:

vy = Tm/s — (1m/s?)(4s) = 3m/s,

zo=12m+ (7Tm/s)(4s) — +(1m/s?)(4s)* = 32m.

Al cambiar la aceleracion, la posicion y la velocidad conservan sus valores de enlace entre
etapas. En el segundo tramo la velocidad sigue siendo positiva; por tanto el cuerpo avanza
mientras disminuye su rapidez.

v (m/s)
7 S

t(s)

La velocidad enlaza continuamente en ¢t = 3s. Cambia la pendiente, de +2 a —1 m/sz; la velocidad conserva su
valor de enlace.

a (m/s?)

+2m/s?

i3 7>t(S)

—1m/s?

Figura 4.3: Aceleracion idealizada por tramos. El drea orientada acumulada representa el cambio de
velocidad; para hallar la velocidad final debemos sumar vg.
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4.8 Qué podemos inferir realmente de las mediciones

Interpretar una grafica o una tabla requiere precisar las relaciones y las hipétesis del modelo. Si
observamos posiciones en cinco instantes, podemos encontrar velocidades medias entre lecturas y
contrastar leyes candidatas. Para conocer la velocidad exacta en los instantes intermedios necesitamos
informacion o hipétesis adicionales. Incluso una grafica obtenida de muchos datos necesita criterios
sobre resolucion, error y ajuste. Ser cuidadoso con esta diferencia es parte de pensar fisicamente.

PROBLEMA RESUELTO 4.15 - Estimar un desplazamiento a partir de tres
velocidades

Un sensor registra velocidades 0, 2 y 4m/s en t = 0, 1 y 28, respectivamente. Aproximar el
desplazamiento mediante trapecios de ancho 1s y explicar por qué la cifra no es necesariamente
exacta.

Resolucion. E]l método de los trapecios supone que, entre cada par de datos, la velocidad se
aproxima por una recta. Por ello,

042 2414
Am%%m/s(ls)—l—%m/s(ls) =4m.

El resultado es exacto si¢ la velocidad cambia linealmente durante cada tramo. Pero una funcién
distinta puede coincidir exactamente con las tres lecturas. Por ejemplo, ademéas del modelo
lineal v4(t) = (2m/s?)t, el modelo

vp(t) = (2m/s?)t + (0,5m/s)[1 — cos(2nt/(15))]

coincide en esos tres tiempos y tiene un desplazamiento total de 5m entre 0 y 2s, pues
su término adicional acumula 1 m sobre ese intervalo. La descripcion del comportamiento
intermedio procede de la interpolacion elegida; su exactitud requiere contraste adicional.

v (m/s)

Linea azul de trazo continuo: A. Linea terracota de trazos: B. Ambas funciones son continuas y coinciden en las
tres muestras; sus integrales son 4 y 5m.
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PROBLEMA RESUELTO 4.16 - Recuperar posiciéon a partir de aceleracion
variable

Un cuerpo tiene a(t) = (6 m/s3)t, con v(0) = 2m/s y £(0) = —3m. Hallar v(t), x(t) y 2(2s).
Resolucion. La primera integracion da

v(t) = 2m/s + (3m/s3)t2.
Integramos de nuevo y utilizamos la posicién inicial:
z(t) = —3m + (2m/s)t + (1m/s3)e3.
En t = 2s resulta 2 = —3 4+ 4 + 8 = 9m. Comprobamos derivando dos veces: dx/dt =

2m/s + (3m/s®)t? y d?z/dt?> = (6m/s®)t. Con condiciones iniciales incompletas obtendriamos
una familia de movimientos compatibles.

Instante (s) a (m/s?) v (m/s) / = (m)
0 0 2/ -3

1 6 5/0

2 12 14/9

Las dos integraciones conservan condiciones iniciales diferentes. La tabla comprueba simultdneamente aceleracién,
velocidad y posicién.

Elegimos ejes paralelos con igual orientacién, un tiempo comtn y origenes coincidentes en ¢t = 0.
El origen del observador se traslada uniformemente segiin xo(t) = Ut. El modelo clésico relaciona las
coordenadas mediante #’ = x — Ut y las velocidades mediante v = v — U. En una referencia inercial,
una particula libre conserva su velocidad; el capitulo 6 desarrollara el fundamento dindmico de esta
propiedad. Usamos aqui este cambio de referencia en el régimen clasico de velocidades ordinarias.

PROBLEMA RESUELTO 4.17 - Velocidad relativa a un observador en movi-
miento

En un eje fijo a una carretera, un tren avanza a +18 m/s y una persona en otro vehiculo se
mueve a +25m/s. ;Qué velocidad observa esta tltima para el tren, si ambas referencias son
inerciales y los origenes coinciden en ¢t = 07

Resolucion. Si zo(t) = (25 m/s)t, la posicion relativa es 2’ = © — xp. Al derivar, v = v —vp =
18 — 25 = —7m/s. Para quien viaja a 25m/s, el tren se mueve hacia atrds a una rapidez
de 7m/s. El signo depende de la orientacién escogida; ningtiin conductor necesita retroceder
respecto del camino para observar una velocidad relativa negativa. Usamos transformaciones
galileanas, adecuadas al régimen de velocidades ordinarias de este modelo.

Referencia Velocidad tren Velocidad observador
Carretera +18m/s +25m/s
Observador —7m/s 0

Restar 25m/s a ambas velocidades deja en reposo al observador y cambia el signo de la velocidad del tren.
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Ejercicios de practica
Resuelve los problemas por escrito antes de leer las soluciones. En cada caso declara el sistema de
referencia, usa unidades coherentes y comprueba que el resultado pertenece al dominio del problema.

Hay ejercicios deliberadamente subdeterminados.

EJERCICIO 4.1 - Recorrido con retorno

Una persona pasa de z = —bm a x = 15m y vuelve a £ = 3m en 8s. Halla el desplazamiento,
distancia, velocidad media y rapidez media.

EJERCICIO 4.2 -+ Una ecuacién lineal con posicién inicial

Dado z(t) = 2m — (3m/s)¢, hallar z(4s), Az en 0 <t < 4s y la velocidad instantanea.

EJERCICIO 4.3 - Encuentro con posiciones iniciales distintas

En una recta, A parte de x =0a +6m/sy B de x = 120m a —4m/s, ambos con velocidad
constante. jDénde y cudndo se encuentran?

EJERCICIO 4.4 - Parabola con retorno

Para 0 < t < 65, un mévil sigue z(t) = 5m — (6m/s)t + (1m/s?)t2. Halla v, a, el punto de
retorno, el desplazamiento y la distancia.

EJERCICIO 4.5 - Velocidad que cambia de signo

Durante 0 < ¢ < 55 la velocidad vale v(t) = 4m/s— (2m/s?)t. Halla Az y la distancia recorrida.

EJERCICIO 4.6 -+ Condiciones iniciales necesarias

Un cuerpo parte de 29 = —1m con vp = 2m/s y a = 3m/s? constante. ;Cudles son z(4s) y
v(4s)?

EJERCICIO 4.7 - Detener un mévil

Un tren reduce uniformemente su velocidad de 12m/s a cero con aceleracién de —3m/s?.
Calcula el tiempo y la distancia de frenado.
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EJERCICIO 4.8 - Dos momentos para una misma posiciéon
Ent >0, 2(t) = (9m/s)t — (1,5m/s?)t2. Hallar los instantes en que z = 9m y las velocidades

correspondientes.

EJERCICIO 4.9 - Un lanzamiento vertical

Desde el suelo se lanza una pelota con vgy = 14,7m/s hacia arriba. Usa g = 9,8 m/ s2. Calcula
tiempo hasta la altura maxima, altura maxima y regreso al suelo.

EJERCICIO 4.10 - Caida desde un edificio

Una piedra se suelta desde 19,6 m con velocidad inicial nula. Para g = 9,8 m/s?, determina
tiempo y rapidez de impacto.

EJERCICIO 4.11 - Velocidad por dos tramos ideales

El registro se aproxima por v = —2m/s durante los primeros 2s y v = +3m/s durante los

3 s siguientes. Halla desplazamiento y distancia. ;Qué idealizacion fisica delicada contiene el
cambio brusco de velocidad?

EJERCICIO 4.12 - Cambiar de aceleracién

Un objeto comienza en reposo en x = 0. Acelera a +2m/s? durante 2s y luego a —1m/s?
durante 4s. Hallar las posiciones y velocidades al final de cada tramo.

EJERCICIO 4.13 -+ Una velocidad sin tiempo

Un cuerpo lleva vg = 5m/s, experimenta una aceleracién constante a = +1,5m/s? y se desplaza

4+20m. ;Cudl es su velocidad final, suponiendo que no invierte el sentido?

EJERCICIO 4.14 - ;Qué nos dicen dos posiciones?

Un mévil tiene z(0) = 10m y z(2s) = 18 m. Calcula la velocidad media. ;Puedes determinar
x(5s) sin otra hipétesis? jQué obtendrias si fuera MRU?

EJERCICIO 4.15 - Una referencia que se mueve

Un automévil viaja a +20m/s y una bicicleta a +12m/s en la misma recta. Determina la
velocidad de la bicicleta respecto del automévil.
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EJERCICIO 4.16 - Aceleraciéon que depende del tiempo

Sea a(t) = (3m/s®)t, con vg = 1m/s y o = 2m. Hallar v(t), #(t) y ambas cantidades en
t=2s.

EJERCICIO 4.17 - Tres lecturas y un area aproximada

Un sensor lee v =0,2y 4m/sent =0, 1y 2s. Aproxima el desplazamiento por trapecios y
explica qué dato falta para afirmar que es exacto.

EJERCICIO 4.18 - Verdadero o falso, con justificacién

Determina si cada enunciado es verdadero en todos los movimientos rectilineos: (a) aceleracién
negativa implica disminucién de rapidez; (b) desplazamiento nulo implica distancia nula; (c)
velocidad constante implica aceleracion cero; (d) en la cumbre de un lanzamiento vertical la
aceleracion es cero.

EJERCICIO 4.19 - Una pelota desde un techo

Una pelota sale verticalmente hacia arriba a 5m/s desde una terraza situada a 30 m del suelo.
Usa g = 10m/s?. Determina la altura maxima, cuando llega al suelo y su velocidad de impacto.

EJERCICIO 4.20 - Diagnéstico de modelos

Dos cuerpos parten del mismo punto en t = 0. A sigue x4(t) = (2m/s)t, mientras B sigue
rp(t) = (0,5m/s?)t2. (a) ;En qué instante positivo se vuelven a encontrar? (b) ;Tienen igual
velocidad en ese instante? (c) ;Qué supuesto adicional hace falta para asegurar que estos
modelos describen objetos reales?

Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 4.1.

El desplazamiento es 3 — (—5) = +8m. La distancia suma |15 — (=5)| + 3 — 15| =20+ 12 = 32m.
Con At = 8s, la velocidad media es +1m/s y la rapidez media 4 m/s. Aunque el desplazamiento sea
positivo, en la segunda etapa hubo movimiento en el sentido contrario.

SOLUCION 4.2.

Sustituyendo ¢ = 4s, x(4s) = 2 — 12 = —10m. El desplazamiento es —10 —2 = —12m. La funcién es
lineal y su derivada es la velocidad constante v = —3m/s, coherente con Az = vAt.

SOLUCION 4.3.

En la misma referencia, x4(t) = (6 m/s)t y xp(t) = 120m — (4 m/s)t. Igualando, (10m/s)t = 120 m,
luego t = 12s y x = 72m. Las distancias avanzadas, 72 y 48 m, completan los 120 m iniciales.
SOLUCION 4.4.

Derivando, v(t) = —6m/s + (2m/s?)t y a = 2m/s%. En t = 3s cambia de sentido y la posicién
minima es x =5 —18+9 = —4m. Como z(0) = z(6s) = 5m, el desplazamiento es cero. La distancia
suma |—4 — 5[+ |5 — (—4)| = 18 m.
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SOLUCION 4.5.
La velocidad se hace cero en t = 2s; el desplazamiento es f05sv(t) dt = 4(5) — 52 = —5m, con
coeficientes en SI. Las dreas por separado miden 3(2)(4) = 4m y £(3)(6) = 9m, de modo que la

distancia es 13 m. El signo negativo del desplazamiento indica la orientacién del cambio de posicion.
SOLUCION 4.6.

La velocidad final es v = 2+ (3)(4) = 14m/s. La coordenada final vale z = —1 + (2)(4) + 2(3)(4)? =

2
—1+ 8+ 24 = 31 m, con unidades SI. El desplazamiento es 32m y la diferencia con la coordenada se
debe a xg # 0.
SOLUCION 4.7.

Si v(t) = 12m/s — (3m/s?)t, la condicién v = 0 da t = 4s. La distancia de frenado (sin cambio de

sentido) es vt = (12+0)/2m/s - 4s = 24m. También resulta de v? = v} + 2aAz.
SOLUCION 4.8.

De 9t — 1,5t> = 9 (con t en segundos) se obtiene t? — 6t + 6 = 0, y por tanto t; 2 = (3 F /3)s,
aproximadamente 1,27s y 4,73s. Como v(t) = 9m/s — (3m/s?)t, las velocidades son +3v/3m/s y

—3v/3m/s. Ambas raices son posteriores al inicio y fisicamente admisibles.
SOLUCION 4.9.

En la altura maxima v, = 0, por lo que tys = 14,7/9,8 = 1,5s. La altura ganada es h = v3/(2g) =
11,025 m ~ 11,0 m. La pelota regresa al suelo en 2,4« = 3,0s, bajo el modelo ideal y con los mismos

niveles de partida y llegada.
SOLUCION 4.10.

Con y(t) = 19,6 m — %(9,8 m/s?)t2, la llegada al suelo requiere t? = 4s2. Escogemos ¢t = 2s porque
corresponde al instante posterior al inicio. La velocidad en ese instante es —19,6 m/s si el eje positivo

apunta hacia arriba, de modo que la rapidez de impacto vale 19,6 m/s.
SOLUCION 4.11.

El desplazamiento por tramos es (—2)(2) + (3)(3) = +5m, con unidades SI, y la distancia es
4+ 9 = 13m. Un salto de velocidad de —2 a +3m/s en tiempo nulo representaria una aceleracién
impulsiva idealizada; su descripcion fisica requiere especificar la interaccion que lo causa. Para calculo

de areas por tramos podemos usar esa idealizacién sin pretender que retrata la transicién real.

SOLUCION 4.12.

El reloj sigue contando desde el comienzo, pero en cada formula necesitamos la duracién de su propio
tramo. El segundo empieza en ¢t = 2s y dura 4s, por lo que termina en ¢ = 6s. Las condiciones
iniciales del segundo tramo son las finales del primero. En los primeros 2s, v; = (2)(2) = 4m/s
y 21 = 3(2)(2)? = 4m. En los siguientes 4s, a partir de 21,v1, vo = 4 — (1)(4) = 0y 22 =
4+ (4)(4) — 3(1)(4)* = 12m. Se conservaron las condiciones al pasar de un tramo al siguiente; el

movimiento nunca retrocedié.
SOLUCION 4.13.

Aplicamos la ecuacion independiente del tiempo y calculamos el cuadrado de la velocidad:
v? = (5m/s)? 4 2(1,5m/s?)(20m) = 85m?/s%.

Luego v = ++v/85m/s =~ 9,22m/s. La raiz positiva estd justificada porque inicialmente avanza hacia

la derecha, su aceleracién tiene el mismo sentido y el enunciado especifica que no invierte la marcha.
SOLUCION 4.14.

La velocidad media es (18 — 10)m/2s = 4m/s. Determinar z(5s) requiere mas condiciones: mo-
vimientos no uniformes pueden compartir esos dos puntos. Bajo la hipétesis adicional de MRU,
z(t) = 10m + (4m/s)t y por ello z(5s) = 30 m.
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SOLUCION 4.15.

La velocidad relativa de la bicicleta respecto del automovil es vy, = vp — v =12 — 20 = =8 m/s
sobre el eje elegido. El automovil se aleja hacia delante; para su ocupante la bicicleta se mueve hacia
atrds a una rapidez relativa de 8 m/s. Ambas velocidades absolutas respecto de la carretera eran

positivas.
SOLUCION 4.16.

Integrando a(t) = (3m/s?)t con vy = 1 m/s se obtiene v(t) = 1m/s + (1,5m/s?)t2. Otra integracion,
con ¥ =2m, da x(t) = 2m+ (1m/s)t + (0,5m/s3)t>. Ent =2s, v =Tm/syr =2+2+4 = 8m.

Las derivadas devuelven la aceleraciéon dada.
SOLUCION 4.17.

Aplicando trapecios sobre dos intervalos de 1s, Az ~ (04 2)/2+ (2+4)/2 = 4m, con el factor de
tiempo incorporado. Faltan mediciones o un modelo justificado para saber cémo cambié v(t) entre
los instantes observados. Una funcién curvada puede pasar por los mismos tres valores y producir un

area diferente.
SOLUCION 4.18.

(a) Falso: con v < 0y a < 0 la rapidez aumenta. (b) Falso: ir y volver al origen produce desplazamiento
cero y distancia positiva. (¢) Verdadero en un intervalo donde la velocidad es constante y derivable,
pues a = dv/dt = 0. (d) Falso en el modelo de caida libre: en la cumbre v, = 0 pero a, = —g. Cada

afirmacién necesita la distincion entre componente con signo, médulo y derivada.
SOLUCION 4.19.

Con eje positivo hacia arriba, y(t) = 30m + (5m/s)t — (5m/s?)t2. La cumbre ocurre en t = 0,55 y la
altura maxima es 30+2,5—1,25 = 31,25 m. Para llegar al suelo 30+5t —5t> = 0 equivale a t>—t—6 = 0,
cuyas raices son t = 3s y t = —2s; escogemos 3s. En ese instante v, =5 —10(3) = —25m/s y la

rapidez vale 25m/s.
SOLUCION 4.20.

Las posiciones se igualan para 2t = 0,5t con ¢ medido en segundos. Las soluciones son ¢t = 0 y
t = 4s, asi que se encuentran nuevamente en el instante positivo 4s y en z = 8 m. Las velocidades
sonvq =2m/syvg = (1m/s?)t, que en t = 4s vale 4m/s. Dos méviles pueden coincidir en posicién
con velocidades distintas. Para contrastar los modelos con cuerpos reales se comparan las posiciones
y velocidades previstas con las mediciones. El capitulo 6 permitird examinar ademas qué fuerzas
sostienen la velocidad constante de A y la aceleracién constante de B.

Diagnéstico de salida

El lector debe poder resolver un encuentro de méviles sobre una recta con condiciones iniciales;
reconstruir una gréafica de posicion o velocidad a partir de una ley temporal; determinar si un mévil
gana o pierde rapidez comparando los signos de velocidad y aceleracién; y separar desplazamiento,
distancia y posicién final. Los ejercicios 4.3, 4.4, 4.8, 4.12, 4.17 y 4.19 constituyen pruebas escritas
para estas capacidades.

Una preparacién universitaria requiere relacionar las ecuaciones con sus hipétesis, su deduccién
y su significado fisico. Consiste en reconocer cuando se aplican, derivarlas si se olvidan, explicar
su alcance y confrontarlas con mediciones. En el siguiente capitulo la posicién serda un vector en
el plano: cada componente conservard la logica desarrollada aqui, pero necesitaremos relacionar
simultaneamente direcciones distintas.

Comprobacién sin consultar las soluciones. Para x(t) = 1m — (4m/s)t + (1 m/s?)t2, entre 0 y
3, bosqueja x(t), v(t) y a(t). Marca el retorno, calcula desplazamiento y distancia, y explica si hay
aceleracién cuando v = 0. Después justifica qué tendrias que cambiar en tu método si la aceleracién
dependiera del tiempo.
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Contraste después del intento. v(t) = —4m/s + (2m/s?)t y a = 2m/s%. El retorno ocurre en
t=2syx=-3m;x(3s) =—2m, por lo que Az = -3my s =4+ 1=5m. La aceleracién sigue
siendo positiva en el retorno. Si a varia, se recuperan v y & mediante dos integraciones con sus
condiciones iniciales. Para revisar las graficas vuelve al problema 4.3; para la distancia, al 4.5; para
aceleracion variable, al 4.16.
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Una pelota lanzada hacia una canasta avanza mien-
tras sube y baja. La altura permite predecir cudndo
volvera al suelo; el avance horizontal sitiia ese regre-
so y permite decidir si pasa por encima del aro. Las
dos descripciones tienen que referirse a la misma
pelota y al mismo instante. Esta exigencia sencilla
sera el hilo conductor del capitulo.

Las coordenadas y los vectores del capitulo 2 per-
miten reunir esas descripciones. Cada componente
conservara las relaciones entre posicion, velocidad y
aceleracion que construimos en los capitulos 3 y 4.
La novedad aparecera al recomponerlas: un movil
puede acelerar sin cambiar su rapidez, dos caminos
pueden cruzarse sin que sus viajeros se encuentren
y una trayectoria puede verse diferente desde un
tren y desde el suelo.

88
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5.1 Una posicion necesita dos coordenadas

En una explanada elegimos un origen, un eje horizontal x y otro eje perpendicular y. En una
vista desde arriba podemos orientar x al este e y al norte; en un lanzamiento de pelota serd mas
util orientar y hacia arriba. La eleccién pertenece al modelo y debe acompanar a los ntmeros.
Escribiremos la posicién como

7(t) = z(t) 1+ y(t) 3.
Los vectores unitarios 7 y 7, ya introducidos en el capitulo 2, tienen médulo uno y dimensién uno;
fijan las direcciones positivas de los ejes. El vector  tiene dimensién de longitud. El par (z,y) designa
sus componentes en los ejes elegidos.

Representamos el cuerpo mediante un punto cuando sus dimensiones permiten responder la
pregunta con la precisién buscada. Estudiar el paso de una pelota por un punto idealiza tanto la
pelota como el blanco; para decidir si cabe por una abertura necesitamos también sus dimensiones.
Esta eleccién delimita lo que podremos concluir de una coincidencia de coordenadas.

Entre dos instantes, el desplazamiento es

A7 =7(ty) — 7(t;) = Azt + Ay J, |AF] = /(Az)? + (Ay)2.

Su modulo es la distancia en linea recta entre los extremos. La distancia recorrida depende también
del camino: cada desvio puede aumentar su longitud sin modificar el desplazamiento.

PROBLEMA RESUELTO 5.1 - Dos tramos y una diagonal

Una persona camina desde (0,0) hasta (3,0) m y después hasta (3,4) m. El recorrido dura 10s.
Determina desplazamiento, distancia, velocidad media y rapidez media.

Resolucion. El extremo final determina A7 = (37 +4)) m,
cuyo médulo es 5m. El camino tiene dos tramos perpen-
diculares, de modo que su longitud es s =3 +4 = 7m.
Dividimos magnitudes distintas por la misma duracién:

y (m)

7 = (0,37 4+ 0,47) m/s,

u=0,7m/s. 5m 4m

Aqui |5] = 0,5 m/s describe el desplazamiento por unidad
de tiempo; la rapidez media se calcula con la longitud del -
camino. La diagonal resume el cambio entre la posicién 9] 3m

inicial y la final.

z (m)

El recorrido sigue los dos lados azules; el
desplazamiento es la diagonal. Misma
escala en ambos ejes.

La velocidad media es ¥ = A7/At. Para conocer lo que sucede en un instante tomamos el limite
de ese cociente, componente por componente, en unos ejes que permanecen fijos:
L dr o dx, dy, L dv Pz, d%y.
U:E:EH—E], azazwz—kﬁj.
Se entiende que existen las derivadas escritas. Al dividir un pequeno desplazamiento por su duracién
obtenemos una direcciéon que, en una curva regular, se aproxima a la tangente. Por eso la velocidad

(5.1)
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es tangente a la trayectoria cuando es distinta de cero. La aceleracion describe cémo cambia ese
vector y puede tener una direcciéon distinta.

Trabajaremos con trayectorias continuas cuyas componentes tienen derivadas continuas por tramos
en el intervalo observado. Esto permite empalmar etapas del movimiento y calcular la longitud
sumando sus aportes. La rapidez instantdnea serda u = |v| = |/v2 + vZ. Usamos u para distinguir el

escalar del vector ¢. La distancia recorrida se obtiene acumulando esa rapidez en los tramos:

5= /ttf Joa(8)2 + vy ()2 dt.

Algunas funciones requieren métodos numéricos para calcular la integral. La férmula sigue teniendo
sentido y puede aproximarse con una tabla de velocidades, del mismo modo que aproximamos areas
en el capitulo 3.

PROBLEMA RESUELTO 5.2 - La direccién cambia aunque una componente
sea constante

Un mévil sigue z(t) = (3m/s)t e y(t) = (1m/s?)t? para 0 < ¢t < 3s. Encuentra posicién,
velocidad, rapidez y aceleracién en t = 2s.
Resolucion. Primero derivamos las dos funciones y después evaluamos en el mismo instante:

#(t) =3m/si+ (2m/s?)tj, @ =2m/s*j.

En ¢t = 2s la posicién es (6,4) m y la velocidad (3,4)m/s; por Pitdgoras, u = 5m/s. La
direccién de la velocidad forma arctan(4/3) ~ 53,1° sobre +z. Este dngulo pertenece al primer
cuadrante porque ambas componentes son positivas. El cociente y/x = 4/6 daria la direccién
de la posicion, una pregunta diferente. La componente horizontal de la velocidad permanece
constante, mientras la vertical crece: cambian tanto la rapidez como la direccién del movimiento.

y (m)

La velocidad en t = 2s es tangente; la aceleracién es vertical. Las flechas muestran direcciones; cada magnitud
tiene su propia escala.

Las dos ecuaciones z = z(t) e y = y(t) constituyen una descripcion paramétrica: el tiempo es el
parametro comun. Si eliminamos ¢ obtenemos una relacién geométrica entre las coordenadas, pero
podemos perder informacién sobre cuando se ocupa cada punto, en qué sentido se recorre la curva y
qué parte de ella pertenece al intervalo observado.
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PROBLEMA RESUELTO 5.3 - Una misma curva con horarios diferentes

Para 0 <t < 2s se proponen dos movimientos:

za=(2m/s)t, ya = (1m/s?)t?,
rp = (4m/s)t, yp = (4m/s?)t2.

Compara las relaciones y(z) y el paso por (4,4) m.

Resolucion. En A, t = 2/(2m/s); en B, t = x/(4m/s). Al sustituir, ambos dan y = 2?/(4m).
Sin embargo, A llega al punto indicado en 2s y B en 1s. Sus velocidades alli son (2,4)m/s y
(4,8) m/s. Tienen la misma direccién tangente y distinta rapidez. Ademds, durante el intervalo
dado A solo alcanza x = 4m, mientras B alcanza x = 8 m: cada uno recorre un arco distinto de
la curva soporte.

Paso por (4,4)m Movimiento A Movimiento B
Instante 2s 1s

Velocidad (2,4)m/s (4,8)m/s
Rapidez V20m/s 2v/20m/s
Curva soporte y=ax%/(4m) y = 22/(4m)

El punto y la tangente coinciden; el reloj y la rapidez distinguen los movimientos.

5.2 Reconstruir el movimiento por componentes

Cuando @ es constante en unos ejes fijos, sus componentes también lo son. Podemos aplicar a
cada una el razonamiento del capitulo 4. Si 7 = t — t¢, la integracién de dv//dt = @ y después de
dr/dt = ¥ proporciona

i) =v+ar,  F(t) =7+ T + sdr (5.2)

1

El término 5&'7'2

es un vector de longitud que se suma a los otros desplazamientos. La expresion
incluye el caso @ = 0 y permite elegir libremente el origen de posiciones. Si la aceleracién depende
del tiempo, debemos integrar sus componentes conservando las condiciones iniciales; reemplazarla
por su valor final en estas férmulas, en general, produce otro movimiento.
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PROBLEMA RESUELTO 5.4 - Una aceleraciéon constante oblicua

En t = 0 un movil tiene 75 = (1,2)m y v = (3,—1)m/s. Durante los siguientes 2s su
aceleracién es @ = (—2,4) m/s%. Encuentra su estado final.
Resolucion. Trabajamos con la misma duracién en ambos ejes:

(2)(2)° = 3m,

En estas sustituciones los valores numéricos estan expresados en SI. La velocidad final es
(3,—1) + (—2,4)(2) = (—1,7)m/s y la rapidez v/50m/s. La componente v, se anula en 1,55 y
cambia de signo; en ese instante el mévil se desplaza verticalmente con v, = 5m/s. La anulacién
del vector requiere que se anulen todas sus componentes a la vez.

Tiempo Posicion (z,y) Velocidad (v, vy)
0s (1,2) m (3,—1)m/s

1,58 (3,25,5) m (0,5)m/s

2s (3,8)m (=1,7)m/s

El cambio de signo horizontal sucede con velocidad vertical distinta de cero. Cada fila reiine componentes
simultaneas.
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PROBLEMA RESUELTO 5.5 - La aceleracion cambia durante el trayecto

Para 0 <t < 2s, sean @(t) = 2m/s?i + (6 m/s?)t j, % = (1,—2) m/s y 7 = 0. Determina #(t),
7(t) y sus valores finales.

Resolucion. Integramos desde el instante inicial para que las constantes de integracién queden
fijadas por los datos:

) =1m/s + (2m/s?)t,

) = —2m/s+ (3m/s%)t?,

) = (1m/s)t + (1m/s?)t?,

)= —(2m/s)t + (1 m/s®)t3.

v (t
(t
(
(

t
y(t

Uy

X

En 2 obtenemos ¥ = (5,10) m/s y ¥ = (6,4) m. Si tratdramos a,(2s) = 12m/s* como constante
durante todo el intervalo, predecirfamos v, = —2 + 12(2) = 22m/s. Ese valor prolonga a todo
el intervalo la aceleracion final de un movimiento cuya aceleracion varia. Derivar las funciones
obtenidas recupera exactamente los datos originales.

ay (m/s?)

12F--mmmmmmmm e

Av, =12m/s

t(s)

El 4rea triangular da el cambio de velocidad vertical: %(2 s)(12m/s?). Usar el valor final como constante
reemplazaria el tridangulo por un rectangulo.

5.3 Proyectiles: dos movimientos y un solo reloj

Una pelota que abandona una mesa conserva inicialmente la velocidad horizontal que tenia sobre
ella y empieza a caer. El avance horizontal y la caida ocurren simultdneamente desde el lanzamiento.
En el modelo que usaremos, el movimiento horizontal y el vertical evolucionan simultaneamente, con
aceleraciones a; = 0 y a, = —g cuando y apunta hacia arriba.

Supondremos una regién préxima a la superficie terrestre, suficientemente pequenia para considerar
g constante y las verticales paralelas. Despreciaremos resistencia del aire, sustentacién, giro de la
Tierra y variaciones de g. El modelo describe el vuelo libre antes del primer choque; una pared o el
suelo pueden terminarlo antes de lo que sugiera la prolongacién algebraica. Usaremos g = 10m/s? en
los calculos de este capitulo, una aproximacion deliberada para centrar la atencién en el razonamiento.

Si fijamos t = 0 al lanzar, las ecuaciones son

z(t) = xo + vout, Vg (t) = Vg,

o (5.3)
y(t) = yo + voyt — 59t°, wy(t) = voy — gt.
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Las componentes de la velocidad inicial se obtienen con vy, = vg cos @ y vo, = vgsin @ cuando 0 se
mide desde +x. Aqui vy = |)|. Un dngulo orientado permite componentes negativas; el dibujo debe
fijar el cuadrante antes de utilizar una funcién inversa.

Las componentes describen la posicién del mismo cuerpo en un mismo instante. Si la condicién de
llegada es una altura dada, la ecuacién vertical proporcionard posibles instantes, que luego debemos
contrastar con la posicién horizontal y el intervalo de vuelo. Si la condicién es una pared situada en
x = L, primero encontraremos cuando se llega a esa coordenada. La pregunta decide qué ecuacién
conviene usar antes.

PROBLEMA RESUELTO 5.6 - Una pelota abandona horizontalmente una
terraza

Una pelota sale horizontalmente a 15m/s desde 20m sobre un suelo horizontal. Encuentra el
tiempo de vuelo, el punto de impacto y la velocidad justo antes de tocar el suelo.

Resolucion. Tomamos el origen horizontal bajo la salida y el suelo como y = 0. Entonces x = 15¢
e y = 20 — 5t% en SI. La condicién y = 0 da t? = 4s?; retenemos t = 2s porque estudiamos el
movimiento posterior a la salida. Asi, z =30m y

Uf = (15,—-20) m/s, uf =25m/s.

La velocidad forma arctan(20/15) =~ 53,1° por debajo de la horizontal. La raiz negativa
pertenece a la prolongacién matematica anterior a la salida; el vuelo estudiado comienza en
el instante de lanzamiento. Una segunda pelota soltada desde la misma altura y al mismo
tiempo, con velocidad vertical inicial nula, caeria en los mismos 2s dentro del modelo, aunque
su posicién horizontal fuera distinta.

Posiciones separadas por un segundo. Los avances horizontales son iguales y las caidas aumentan. La flecha final
indica la direccién de la velocidad; el vuelo termina en el suelo.
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Para un lanzamiento con vg, > 0, la altura maxima se alcanza cuando v, = 0. Por tanto,

o ”02
th = —7, YH — Yo = -
g 2g

El maximo es vertical: alli se conserva la velocidad horizontal. Si v, < 0, la altura maxima del vuelo
posterior a la salida es la inicial; un ¢tz negativo sitta el vértice de la parabola extrapolada antes del
lanzamiento.

PROBLEMA RESUELTO 5.7 - En la cumbre la pelota sigue moviéndose

Una pelota parte del suelo con 9y = (12,16) m/s. Calcula la altura maxima, el tiempo hasta
volver al suelo y el alcance horizontal.

Resolucion. Como v, = 16 — 10t en SI, la cumbre se alcanza en 1,6s. Sustituir en y = 16t — 5t2
da 12,8 m. Para volver a y = 0 resolvemos

t(16m/s — 5m/s*t) = 0.

La raiz inicial es el lanzamiento y la raiz positiva es T' = 3,2s. El alcance resulta R = 12(3,2) =
38,4m. En la cumbre ¥ = (12,0) m/s y @ = (0, —10) m/s?: ni velocidad ni aceleracién son nulas.
La rapidez inicial es 20m/s y la final vuelve a ser 20 m/s, con la componente vertical de signo
opuesto.

19,2 8a ° W

En la cumbre solo se anula la componente vertical de la velocidad. Las flechas de velocidad y aceleracién indican
direcciones, con escalas propias.

Si el punto de llegada tiene la misma altura que el de salida, vgy > 0 y no hay obstaculos anteriores,
factorizar y(T') — yo = 0 proporciona
2v v sin(26
7= R = v, T = 205120 (5.4)
g [Y
En la ultima igualdad usamos 2 sin 6 cos § = sin(26), identidad trigonométrica para el doble de un
angulo. R es aqui el desplazamiento horizontal; para 0 < 6 < 90° es positivo y coincide con el alcance
usual. La igualdad de alturas es una hipétesis de la deduccion y debe comprobarse antes de emplear
estas expresiones.



Movimiento en dos dimensiones y movimiento relativo

PROBLEMA RESUELTO 5.8 - Llegar a una altura diferente

Desde una plataforma de 15m se lanza una pelota con ¥y = (8,10) m/s. Encuentra el impacto
con el suelo y la altura méxima.

Resolucion. La ecuacion vertical es y = 15 + 10t — 5¢2 en SI. Al imponer y = 0 obtenemos
t2 — 2t —3 = 0, es decir (¢t — 3)(t + 1) = 0 al medir ¢ en segundos. El tiempo fisico es
T = 3s; 2ugy/g = 2s corresponde al regreso a la altura de la plataforma, mientras el suelo
se alcanza después. El impacto ocurre en x = 8(3) = 24m, con 0y = (8, -20) m/s y rapidez
V464 m/s ~ 21,54m/s. La cumbre se alcanza al segundo de vuelo, a 15 + 10 — 5 = 20 m sobre
el suelo. Gan6 5m respecto de la salida.

y (m)

Tras 2s se recupera la altura de salida; el impacto con el suelo ocurre un segundo después. Las marcas
corresponden al mismo reloj en ambos ejes.
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PROBLEMA RESUELTO 5.9 -+ Una altura puede corresponder a dos instantes

Un lanzamiento desde el origen tiene 0y = (10,20) m/s. Encuentra todos los puntos del vuelo
en que la altura es 15m.

Resolucion. La condiciéon 20t — 5t2 = 15 da t> — 4t + 3 = 0 en SI, con raices 1s y 3s.
Ambas pertenecen al vuelo 0 < ¢ < 4s. Los puntos son (10,15)m y (30,15) m. En el primero
vy = +10m/s y en el segundo v, = —10m/s: la pelota pasa por esa altura al subir y al bajar.
Debemos examinar la posicién y el sentido de movimiento asociados a cada raiz positiva. Si se
preguntara por una persona en (10, 15) m, tinicamente la primera raiz cumpliria también la
coordenada horizontal.

y (m)

15 - T

z (m)
La horizontal y = 15m corta dos veces el arco de vuelo, en puntos e instantes distintos.

Para dibujar la trayectoria podemos eliminar el tiempo siempre que vo, # 0. De t = (z — x0) /vos
resulta

Voy 2
y=yo+ —(z—x0) — 55 (x —z0)" (5.5)
oz 205,
Es una parabola en estos ejes. El coeficiente del término cuadrético tiene unidad de longitud inversa,
de modo que el Ultimo término sigue siendo una altura. Si vg, = 0, el lanzamiento es vertical y
debemos conservar la descripciéon paramétrica, que sigue siendo véalida. Incluso cuando la ecuacién

de la parabola existe, el vuelo fisico puede ocupar solo un arco, hasta el primer impacto.
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PROBLEMA RESUELTO 5.10 - Una pared selecciona el instante pertinente

La pelota del problema 5.7 encuentra una pared delgada de 9m de altura en x = 18 m. ;Pasa
sobre ella? Idealiza la pelota como un punto y la parte superior de la pared como horizontal.
Resolucion. La coordenada de la pared determina el instante: ¢ = 18/12 = 1,5s. Esta dentro
del vuelo calculado anteriormente. La altura entonces es

y = 16(1,5) — 5(1,5)% = 12,75 m.

Supera la pared por 3,75 m. Resolver primero y = 9m daria los instantes de paso por la altura
de la pared; la llegada a ella se determina mediante su posicién horizontal. La ecuacién de la
trayectoria, y = 32 — 22/(28,8m), conduce al mismo resultado al sustituir z = 18m.

y (m)

18 = (m)

La pared fija una coordenada horizontal. La comparaciéon de alturas en esa coordenada permite decidir si el
proyectil supera la pared.
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PROBLEMA RESUELTO 5.11 - Dos angulos, un alcance y vuelos diferentes

Desde el suelo se lanzan dos pelotas a 20m/s, una a 30° y otra a 60° sobre la horizontal.
Compara alcance, duracién y altura méxima; determina después el angulo de alcance maximo
para esa rapidez inicial.

Resolucion. Para 30°, v, = 10v/3m/s y voy = 10m/s; para 60° se intercambian estas compo-
nentes. Las expresiones ya deducidas dan

 |R(m) T (s) yu (m)
30° | 20v/3 2 5
60° | 20v/3  2v3 15

Los alcances coinciden porque sin 60° = sin 120°, pero el segundo vuelo dura mas y sube mas
alto. Para 0 < 6 < 90°, sin(26) < 1, con igualdad en 6 = 45°; por ello R4y = v3/g = 40m.
Podemos justificar este maximo mediante el valor maximo del seno. La conclusién se obtiene
para alturas iguales bajo las hipdtesis del modelo; una plataforma elevada o una resistencia
importante del aire requieren un nuevo analisis del angulo éptimo.

y (m)

15

30°

z (m)

203

Dos arcos con el mismo alcance y distintas alturas. Las duraciones se calculan a partir de las ecuaciones
temporales.

5.4 Encuentros: coincidir en el espacio y en el tiempo

Una interseccién en un plano solo dice que los caminos tienen un punto comin. Para que dos
particulas se encuentren deben ocupar ese punto en el mismo instante de un reloj compartido:

ra(t) =7B(t),  walt) =xp(t), ya(t) =ys().

Las dos igualdades deben admitir una misma solucién dentro de los intervalos de validez. Si un mévil
parte méas tarde, sus ecuaciones deben expresar el tiempo de marcha a partir del instante de salida.
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PROBLEMA RESUELTO 5.12 - Coincidencia espacial y simultaneidad

Desde t = 0, A parte de (0,0) m con velocidad (3,0) m/s y B parte de (6, —6) m con velocidad
(0,2)m/s. ;Se encuentran? ;Qué ocurre si A espera un segundo antes de iniciar el mismo
movimiento?

Resolucion. Los caminos se cruzan en (6,0) m. A llega alli en 2s y B en 3s. La igualdad
horizontal exige ¢t = 2, mientras la vertical exige ¢ = 3s; no hay encuentro. Si A espera, para
t > 1s su posicién es x4 = (3m/s)(t — 1s) e ya = 0. Entonces ambas igualdades se cumplen
en t = 3s, cuando A lleva dos segundos caminando. Antes de partir A estd en el origen, que
tampoco pertenece al camino de B.

y (m)

A: llega en 25

B: llega
en 3s

Las etiquetas sittian el paso de cada movil por el cruce en instantes distintos. Retrasar A un segundo hace
simultaneo el paso por el cruce.
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PROBLEMA RESUELTO 5.13 - Dos proyectiles y una aceleracion que se
cancela

En t = 0 se lanzan simultdneamente A desde (0,0) m con velocidad (10,15)m/s y B desde
(20,10) m con velocidad (0,10) m/s. Ambos estdn en vuelo libre bajo la misma gravedad.
(Coinciden antes de llegar al suelo horizontal y = 07

Resolucion. Restar las posiciones elimina el término gravitatorio comin:

g — 74 = (20m — 10m/st)i + (10m — 5m/st)j.

Las dos componentes se anulan en ¢ = 2s. Al sustituir, ambas particulas estdn en (20, 10) m.
A no alcanza el suelo hasta 3s y B hasta (1 ++/3)s, por lo que el encuentro pertenece a los
dos vuelos. Las velocidades alli son (10, —5)m/s y (0, —10) m/s: los cuerpos ocupan la misma
posicién con velocidades distintas. Si fueran objetos materiales, un choque podria invalidar las
leyes de vuelo posteriores; solo hemos descrito lo que sucede hasta la coincidencia.

Instante A: (z,y) en m B: (z,y) en m
0s (0,0) (20,10)
1s (10, 10) (20, 15)
2s (20, 10) (20, 10)

Las separaciones pasan de (20,10) m a (10,5) m y a cero. El mismo descenso gravitatorio se cancela al restar
posiciones.

5.5 Movimiento circular: cambiar de direccion es acelerar

En una pista circular, un mévil puede conservar la lectura de su velocimetro y, sin embargo,
cambiar continuamente su velocidad vectorial. Necesitamos una descripcién que haga visible ese
cambio de direccién. Si el circulo tiene centro en el origen y radio R > 0, la trigonometria proporciona

x(t) = Rcos(t), y(t) = Rsin6(t).

Mediremos 6 en radianes, positivos en sentido antihorario. Un radian corresponde a un arco cuya
longitud es igual al radio; en general § = sayco/R para un arco orientado. Una vuelta equivale a 27
radianes. Esta convencién hace que las derivadas del seno y del coseno conserven las formas del
capitulo 3, sin factores de conversién de grados.

La velocidad angular es w = df/dt. En movimiento circular uniforme, w es constante y 6 = 6y + wt
al elegir ty = 0. Aplicando la regla de la cadena,

<L

= Rw(—sin @i+ cosbj),

@ = —Rw?(cos 07 +sin 0 j) = —w?7.

Derivar el seno o el coseno introduce un factor w, y la segunda derivada introduce otro. El vector
entre paréntesis en ¥ tiene moédulo uno y es perpendicular al radio: la velocidad es tangente. La
aceleracién apunta hacia el centro, aunque la rapidez sea constante. Sus magnitudes satisfacen

u = R|w], ac = Rw? =

(5.6)

=[S
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Se llama centripeta por su direccion hacia el centro; la identificacion de la interaccion que la produce
corresponde a la dindmica. Si w # 0, el periodo es T' = 27/|w| y la frecuencia, el nimero de vueltas
por unidad de tiempo, es f = 1/7', medida en hercios (1Hz = 1s71).

PROBLEMA RESUELTO 5.14 - Un cuarto de vuelta

Una particula recorre un circulo de radio 2m en 4s, con rapidez constante y sentido antihorario.
Parte de (2,0) m. Determina su posicion, velocidad y aceleracion al cabo de 1s.

Resolucion. La velocidad angular es w = 27/(4s) = Yy
(m/2)rad/s. Tras un segundo ha girado 7/2 radianes y
estd en (0,2)m. La rapidez es u = Rw = 7mm/s. La
tangente antihoraria en el punto superior apunta a la
izquierda, mientras la aceleracién apunta hacia el origen:

=
~
|
—_
n

La aceleracién apunta al centro y es distinta de 0, mien-
tras la derivada de la rapidez es cero. En una vuelta
completa el desplazamiento seria cero y la distancia 47 m,
lo que vuelve a separar trayectoria y desplazamiento.

La velocidad es tangente y la aceleracién
apunta al centro. Las flechas representan
direcciones; cada magnitud se interpreta
con su propia unidad y escala.

Cuando w cambia, la rapidez puede cambiar ademés de la direccién. Escribamos o = dw/dt. Al
derivar Rw(— sin @, cos ) usamos la regla del producto: un término procede de derivar w y el otro de
derivar las funciones trigonométricas. Resulta

@ = Ra(—sinf,cosf) — Rw*(cos b, sinf).

Los términos son perpendiculares: uno tangente y otro radial hacia el centro. Sus médulos son R|a| y
Rw?. El médulo de la aceleracién total se obtiene mediante la suma vectorial de ambas componentes.
Esta descripcién cinemaética se construye a partir de la posicién y sus derivadas.
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PROBLEMA RESUELTO 5.15 - El giro se hace cada vez mas rapido

Una particula permanece sobre un circulo de radio 2m y su éngulo es 6(t) = (0,5rad/s?)t?,
para t > 0. Calcula la rapidez y las componentes tangencial y centripeta de la aceleracion en
t=1s.

Resolucién. Derivar el &ngulo da w = (1rad/s?)t y o = Qtan = 2
1rad/s%. En el instante pedido, § = 0,5rad y w = 1rad/s.
Asi,
u=2m/s,
Qtan = 2m/s?,
ac = 2m/s?,

@] = 2v2m/s?.

El término tangencial apunta en el sentido del movimien-
to porque w y « son positivos; el radial apunta hacia el
centro. Aunque sus médulos coinciden, tienen direccio-
nes perpendiculares. Usar tinicamente u?/R omitiria el
cambio de rapidez. Componentes de aceleracién en m/s?,
con una misma escala para las tres
flechas. Su suma vectorial es la diagonal
del paralelogramo, de médulo 2v/2 m/sz.

5.6 Cambiar de observador sin cambiar el suceso

Desde un tren que avanza sin girar, una persona puede ver una pelota subir y bajar por una misma
vertical; desde el andén, otra persona ve que la pelota también avanza. Los dos observadores estan
describiendo los mismos sucesos con distintos origenes. Para compararlos fijaremos ejes paralelos,
unidades iguales y relojes sincronizados, con un mismo tiempo ¢ de la mecanica clasica.

Sea S la referencia del suelo y S’ otra cuyo origen tiene posicién ﬁ(t) = ﬁo + Ut en S, con U
constante. La suma geométrica de los vectores de posicién da 7= R + 7'. Por tanto,

F=F-Ry-Ut, @=7-U, d'=a (5.7)

Estas son transformaciones galileanas para una traslacién uniforme sin rotacion. La igualdad de
aceleraciones se deduce al derivar la velocidad constante U: su derivada es cero. Si el origen acelera, en

ejes que siguen siendo paralelos obtendriamos @’ = @ — R; si ademads giran los ejes, aparecen cambios
adicionales que quedan fuera de este capitulo. Las transformaciones galileanas son la aproximacion
clasica adecuada para velocidades pequenas frente a la velocidad de la luz.
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PROBLEMA RESUELTO 5.16 -+ Una pelota lanzada dentro de un tren

Un tren avanza a 12m/s respecto del suelo. En su interior se lanza una pelota verticalmente
hacia arriba a 6 m/s respecto del tren. Supén el tren en traslacién uniforme, aire sin efectos
apreciables y un techo suficientemente alto. Describe el vuelo hasta regresar a la altura de
salida en las dos referencias.

Resolucion. Hacemos coincidir los origenes con la salida en ¢ = 0 y tomamos y hacia arriba. En
el tren, 2’ =0 e y' = (6m/s)t — (5m/s?)t2. En el suelo,

z = (12m/s)t, y = (6m/s)t — (5m/s?)t2.

La pelota regresa a la altura inicial en 1,2s, después de avanzar 14,4 m respecto del suelo, lo
mismo que el punto de lanzamiento del tren. Por eso vuelve a ese punto si se mantienen las
hipétesis. En ambas referencias la aceleracién es (0, —10) m/s?. La trayectoria recta de S’ y la
parabola de S retinen las posiciones medidas desde sus respectivos origenes moviles.

Instante Suelo: (z,y) en m Tren: (x/,y/) en m
0s (0,0) (0,0)

0,65 (7,2,1,8) (0,1,8)

1,25 (14,4,0) (0,0)

El mismo reloj y la misma altura en cada fila; las coordenadas horizontales difieren en el avance del origen del
tren.

Para evitar confundir velocidades, escribiremos 4,5 como «velocidad de A respecto de B». Al
comparar un objeto A, un medio B y la orilla S,

Ua/s = Ua/B + Up/s-

La suma es vectorial. Una embarcaciéon puede apuntar al norte respecto del agua y desplazarse al
nordeste respecto de la orilla; la velocidad de la corriente forma parte de la segunda descripcion.
Supondremos orillas rectas, corriente uniforme y velocidades constantes durante el cruce.
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PROBLEMA RESUELTO 5.17 - Cruzar antes o llegar justo enfrente

Un rio tiene 120 m de anchura de sur a norte y corriente de 3m/s al este. Una lancha puede
mantener 4 m/s respecto del agua en cualquier direccién. Compara el cruce de menor tiempo
con el que termina exactamente enfrente del punto de partida.

Resolucion. Elegimos = al este e y al norte. Para minimizar el tiempo debemos maximizar
la componente norte de la velocidad respecto de la orilla. La corriente tiene componente
norte nula, y una velocidad de médulo 4 m/s tiene componente norte maxima 4m/s cuando
apunta directamente al norte. En ese caso t = 120/4 = 30s y la corriente desplaza la lancha
3(30) = 90m al este.

Para llegar justo enfrente la componente este total debe ser cero. La lancha necesita vy 4, =
—3m/s. Como su rapidez respecto del agua es 4m/s, Pitdgoras deja VLjAy = V42 — 32 =

V7m/s. Asi,
= 20 45,36 s f = arcsin(3/4) ~ 48,6°
VA -
al oeste del norte. Compensar la corriente sacrifica avance transversal y aumenta el tiempo. En
general, llegar justo enfrente con velocidad constante exige que la rapidez disponible respecto
del agua sea mayor que la de la corriente: si fueran iguales, toda la velocidad se usaria para

contrarrestarla y no quedaria componente de cruce.

norte
norte
UL/A VA/S p
A
Ur/a Va/s
Z A
UL/S
> este > este
Menor tiempo Llegar enfrente
(3,4) m/s respecto de la orilla (0,+/7) m/s respecto de la orilla

Tridngulos de velocidades con escala comun: lancha respecto del agua (L/A), agua respecto de la orilla (A/S) y
lancha respecto de la orilla (I./S). Se suman punta con cola.

Para comparar dos moéviles en una misma referencia también podemos definir la separacién
= g — 4. Su derivada es la velocidad relativa w = /g — ¥4. Si ambas velocidades son constantes,
(t) = po + wt. Un encuentro requiere g = 0; la menor separaciéon puede ser positiva.

—
—,

p
p
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PROBLEMA RESUELTO 5.18 - Distancia minima entre dos moviles

Desde t = 0, A parte del origen con velocidad (5,0) m/s y B parte de (100, —40) m con velocidad
(0,5) m/s. Los modelos rigen para 0 < ¢ < 30s. Encuentra su menor separacion en ese intervalo.
Resolucidn. La separacion es p(t) = (100 — 5¢, —40 + 5¢) m si ¢ se expresa en segundos. En vez
de minimizar una raiz, minimizamos su cuadrado, que crece junto con la distancia:

d?(t) = (100 — 5t)2 + (—40 + 5t)% = 50(t — 14)® + 1800,

con d en metros y t en segundos. El cuadrado se hace minimo en ¢t = 14, que pertenece al
intervalo. Entonces A estd en (70,0)m y B en (100,30) m: la distancia minima es 30y/2m ~
42,43 m. La igualdad horizontal ocurriria en 20s y la vertical en 8s; no hay encuentro. Si la
ventana observada terminara antes de 14 s, habria que buscar el minimo restringido a esa
ventana.

y (m)
113, 14s
30v2m .-
Q’ - - T (m
A, 0s A, 14s (m)

B, 0s

Posiciones simultdneas de menor separacién. Los caminos se cruzan en (100, 0) m, pero los méviles pasan por ese
punto en tiempos diferentes.

5.7 Del modelo a una observacion

La independencia de las componentes es una propiedad del modelo de aceleracién que hemos
elegido. Con resistencia del aire, las aceleraciones pueden depender de las componentes de la velocidad,
y resolver un eje puede requerir informacién del otro. La trayectoria parabdlica se obtiene como
consecuencia de las hipdtesis elegidas; su aplicacién a un objeto real requiere contrastarlas. La
observacion permite examinar si tales hipétesis son adecuadas en una situaciéon concreta.

Seguir una pelota en un video

Graba, con autorizaciéon y en un lugar despejado, el vuelo corto de una pelota blanda. Coloca
la cdmara fija, aproximadamente perpendicular al plano del movimiento, y una referencia
de longitud en ese mismo plano para controlar la perspectiva. Selecciona una secuencia de
instantes igualmente espaciados y registra ¢, x e y; realiza el ensayo desde una altura segura.
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Continuaciéon

La eleccion del muestreo también afecta lo que podemos detectar. Para tres lecturas de una
caida parabdlica igualmente separadas por At, la segunda diferencia es D = y(t + At) — 2y(t) +
y(t — At) = —g(At)2. Si cada posicién admite una cota absoluta ¢ = 0,01 m, la desigualdad
triangular da |§D| < 4¢ = 0,04m. Con g = 10m/s? y At = 0,10s, |D| = 0,10 m supera esa cota;
con At = 0,055, vale 0,025 m y los intervalos compatibles con curvatura nula se solapan. Reducir
la separacién disminuye la senial de curvatura entre tres lecturas. Esta cota conservadora admite
errores correlacionados; la incertidumbre estandar requiere el tratamiento de C23. Conserva los
registros brutos para poder revisar la calibracién y el modelo.

Compara los incrementos horizontales xx11 —xy v las segundas diferencias verticales yx+1 — 2y +
Yr—1- Si el modelo ideal y el intervalo uniforme At fueran exactos, los primeros serian constantes
y las segundas valdrian —g(At)?: se comprueba sustituyendo las ecuaciones del proyectil. Busca
desviaciones considerando la resolucién de las posiciones, la escala, el desenfoque y la eleccion
de fotogramas antes de atribuirlas a una nueva interaccion. Conserva los datos originales y
contrasta con ellos la curva ajustada y otros modelos compatibles.

El avance respecto del capitulo anterior consiste en conservar un reloj y recomponer direcciones.
En una recta bastaba vigilar un signo; en el plano, ademés de los signos, importa la orientacién de
cada vector y la simultaneidad de sus componentes. El estudio de las fuerzas explicara después qué
interacciones pueden producir las aceleraciones que aqui hemos descrito.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Intenta primero los ejercicios sin consultar el solucionario. En todos los vuelos usa g = 10m/s?, eje
vertical positivo hacia arriba y las hipétesis ideales de la seccién 5.3; el suelo indicado es horizontal y
termina el vuelo. En los movimientos dados por funciones, conserva las unidades de sus coeficientes.
Los resultados aproximados expresan el redondeo de los datos idealizados.

EJERCICIO 5.1 -+ Dos tramos perpendiculares

Un mévil recorre en orden (0,0), (6,0) y (6,8) m durante 7s. Calcula desplazamiento, distancia,
velocidad media y rapidez media.

EJERCICIO 5.2 - Derivar y orientar

Para 0 <t <3s,z=1m+ (2m/s)t e y = 4m — (1 m/s?)t2. Encuentra 7, ¥, @ y rapidez en
t = 1s. Da la direccion de la velocidad.

EJERCICIO 5.3 -+ Trayectoria sin reloj

Compara 4 = (1m/s)t, ya = (1m/s*)t? con zp = (2m/s)t, yp = (4m/s?)t?, para 0 < t < 3s.
Elimina t y compara el paso por (2,4) m.
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EJERCICIO 5.4 - Una parada parcial

Un mévil parte de (2, —1)m con velocidad (—2,3) m/s y aceleracién constante (1, —1)m/s?.
Encuentra su estado en t = 2s y decide si estd detenido.

EJERCICIO 5.5 - Reconstruccion desde una aceleracion variable

Para 0 < t < 2s, a@(t) = (4m/s®)t? —2m/s?3, 9 = (0,3)m/s y 7o = (1,0) m. Obtén ¥(t) y
7(t); evalia en el extremo final.

EJERCICIO 5.6 -+ Una altura a partir del alcance

Una pelota sale horizontalmente a 10m/s y llega al suelo 20 m més adelante. Determina la
altura de salida y la velocidad final.

EJERCICIO 5.7 - Un lanzamiento desde el suelo

Para 0y = (9,12) m/s, calcula tiempo de vuelo, alcance, altura méxima y velocidad en la
cumbre.

EJERCICIO 5.8 - La plataforma cambia la duracién

Se lanza una pelota desde 10m de altura con %y = (6,5) m/s. Encuentra el tiempo y la posicién
horizontal de impacto, y la rapidez justo antes.

EJERCICIO 5.9 -+ Dos raices fisicamente posibles

Una pelota sale del origen con vy = (8,15) m/s. Encuentra los instantes y las posiciones donde
y = 10 m. Clasifica los pasos como ascendente o descendente.

EJERCICIO 5.10 - Una pared en el camino

Para el lanzamiento del ejercicio 5.7, una pared estd en x = 9m y tiene 7m de altura. ;La
pelota ideal pasa sobre ella? ;Qué cambia si la pared mide 8 m?

EJERCICIO 5.11 - Reconstruir un lanzamiento

Un proyectil parte del origen y pasa por (12,5)m en t = 1s antes de tocar el suelo y = 0.
Determina la velocidad inicial, la altura maxima y el alcance.

108
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EJERCICIO 5.12 - Hasta déonde vale el angulo de cuarenta y cinco grados

Demuestra que dos lanzamientos desde el mismo nivel, con igual rapidez y dngulos 6 y 90° — 0,
tienen igual alcance si 0 < 6§ < 90°. Explica por qué esa conclusién no puede trasladarse sin
mas a una plataforma elevada.

EJERCICIO 5.13 - TUna coincidencia simultanea

A parte de (0,0) m con velocidad (2,1)m/s y B de (12,0) m con (—1,1)m/s. Ambos parten en
t = 0 y mantienen sus velocidades. ;Cuando y dénde se encuentran?

EJERCICIO 5.14 - Un cruce en instantes distintos

A parte del origen con velocidad (4,0) m/s y B de (8, —6) m con velocidad (0,2) m/s, en t = 0.
Decide si se encuentran y encuentra cuanto debe retrasar A su partida para lograrlo.

EJERCICIO 5.15 - Una gravedad comun

En ¢t = 0, A sale del suelo en el origen con v49 = (6,12)m/s y B de (12,4) m con vgg =
(0,10) m/s. ;Coinciden mientras ambos siguen por encima del suelo? Da las velocidades en ese
instante.

EJERCICIO 5.16 - Un semicirculo uniforme

Un mévil recorre un circulo de radio 3m con periodo 6, desde (3,0) m y en sentido antihorario.
Obtén rapidez, aceleracién centripeta y los vectores posicién, velocidad y aceleraciéon tras 3s.
Compara distancia y desplazamiento en ese intervalo.

EJERCICIO 5.17 - Cambiar la rapidez sobre el mismo circulo
Si un moévil duplica su rapidez sobre un circulo de radio fijo, jcémo cambian la aceleracién

centripeta y el periodo, suponiendo uniforme cada uno de los dos movimientos comparados?
Justifica sin un ejemplo numérico.

EJERCICIO 5.18 - Dos componentes de aceleraciéon

Una particula describe un circulo de radio 1m con 6 = (1rad/s?)t?. En t = 1s determina
rapidez, aceleracién tangencial, aceleracién centripeta y médulo de la aceleracién total.



Movimiento en dos dimensiones y movimiento relativo

EJERCICIO 5.19 - Una pelota vista desde dos referencias

Un tren en traslaciéon uniforme avanza a 10m/s. Una pelota se lanza hacia arriba a 5m/s
respecto del tren y sin componente horizontal en él. Obtén las posiciones en ambas referencias
hasta volver a la altura inicial y la distancia horizontal recorrida respecto del suelo. Supén
espacio suficiente.

EJERCICIO 5.20 - Rumbo directo y rumbo compensado

Un rio de 60m de ancho corre al este a 1 m/s. Una lancha tiene rapidez de 2m/s respecto del
agua. Calcula duracion y deriva si apunta al norte; después determina rumbo y duracién para
llegar justo enfrente.

EJERCICIO 5.21 - El caso limite de la corriente

Un rio corre al este a 2m/s y una nadadora puede mantener a lo sumo 2 m/s respecto del agua.
Puede llegar a la orilla norte justo enfrente mediante un rumbo constante? ;Puede alcanzar
esa orilla en otro punto? Explica las dos respuestas.

EJERCICIO 5.22 - Encuentro y menor separacion

Para 0 <t < 10s, A parte del origen con ¥4 = (2,0) m/s y B de (10,10) m con vp = (0, —1) m/s.
Determina la menor separacién y decide si se encuentran.

EJERCICIO 5.23 - Una figura insuficiente

Un dibujo muestra una pardbola céncava hacia abajo. ; Permite concluir que la aceleracién del
mévil es constante y vertical? Construye dos parametrizaciones del mismo arco, para 0 <t < 1s,
con aceleraciones distintas. Puedes usar = L7, y = L(7 — 72) y después sustituir 7 por 72,

donde 7 =t¢/(1s) y L = 1m.

EJERCICIO 5.24 - La aceleraciéon vista desde un vehiculo que arranca

En ejes paralelos a los del suelo, un vehiculo tiene aceleracién +2m/s? horizontal. Un objeto
permanece fijo en el suelo. ;Qué aceleracién horizontal le asigna alguien que usa el vehiculo
como origen? Explica por qué no contradice la igualdad de aceleraciones de las transformaciones
galileanas uniformes.



Movimiento en dos dimensiones y movimiento relativo 111

Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 5.1.
Los extremos dan A7"= (6,8) m, de médulo 10 m. La distancia suma los dos tramos: s = 6+8 = 14 m.
Por tanto, v = (6/7,8/7) m/s y la rapidez media es 14/7 = 2m/s. El médulo de la velocidad media

es 10/7m/s y se obtiene a partir del desplazamiento.
SOLUCION 5.2.

En 1s, ¥ = (3,3)m. Al derivar obtenemos v, = 2m/s, v, = —(2m/s*)t y @ = (0, —2) m/s?. Asi,
7= (2,-2)m/s y u = 2¢/2m/s. La velocidad apunta 45° por debajo de -z, pues su componente
horizontal es positiva y la vertical negativa. La direccién de 7, 45° por encima de +z, es otra

direccién.
SOLUCION 5.3.

En ambos movimientos resulta y = 22/(1m). A pasa por el punto cuando ¢t = 2s y B cuando t = 1s.
Sus velocidades alli son (1,4)m/s y (2,8) m/s, por lo que sus rapideces son v17m/s y 2v/17m/s.
Para describir el movimiento debemos anadir el horario y el arco recorrido: en el intervalo dado A

alcanza x =3m y B z = 6m.
SOLUCION 5.4.

Con 7 = 7y + Ut + 1at?, la posicién final es (2 —4+2,—1+ 6 — 2) = (0,3) m. La velocidad es
(—=2,3) + (1,-1)2 = (0,1) m/s. Solo se ha anulado la componente horizontal; el mévil contintia con

rapidez de 1m/s.
SOLUCION 5.5.

La integracién da v, = (2m/s*)t? y v, = 3m/s — (2m/s?)t. Al integrar otra vez, = lm +
(2/3m/s3)t3 e y = (3m/s)t — (1 m/s?)t2. Las constantes reproducen las condiciones iniciales. En 2,
U= (8,—1)m/s y 7= (19/3,2) m. Derivar estas posiciones recupera las velocidades y aceleraciones

dadas. _
SOLUCION 5.6.

La coordenada horizontal fija 7' = 20/10 = 2s. Como vg, = 0, el descenso es %gT2 = 20m, que es la
altura inicial. La velocidad final es (10, —20) m/s y su médulo 10v/5m/s ~ 22,36 m/s. Su direccién
es arctan 2 ~ 63,4° por debajo de la horizontal; v, permanece constante bajo la aceleracién vertical

de este modelo.
SOLUCION 5.7.

El retorno al suelo cumple #(12 — 5¢t) = 0 en SI. La raiz de llegada es T = 2,4s y el alcance
9(2,4) = 21,6 m. En la cumbre, ty = 12/10 = 1,25y yy = 122/(2-10) = 7,2m. Alli 7 = (9,0) m/s y
a = (0,—10) m/s?; con v, nula, la velocidad es horizontal y la aceleracién vertical.

SOLUCION 5.8.

La ecuacién 10 4 5t — 5t2 = 0 tiene raices t = 2s y t = —1s. Solo la positiva pertenece al vuelo
posterior al lanzamiento. Por tanto, ¢ = 6(2) = 12m y ¢y = (6,5—10-2) = (6, —15) m/s; la rapidez
es v/261m/s >~ 16,16 m/s. El tiempo 2vg,/g = 1s corresponde al retorno a 10m de altura.
SOLUCION 5.9.

Resolver 15t — 5t = 10 da (¢t — 1)(t — 2) = 0 en SI. En t = 1s la pelota estd en (8,10) m y tiene

vy =+bm/s; ent = 2s estd en (16,10) m y tiene v, = —5m/s. Ambos instantes preceden al impacto
en T = 3s. Son los pasos ascendente y descendente por una misma altura, en puntos distintos del
plano.

SOLUCION 5.10.

La pelota llega a x = 9m en 1s y su altura es 12—5 = 7m. Para la pared de 7m coincide exactamente
con el borde superior: hay contacto si el borde pertenece a la pared. Una pelota real exigiria considerar
su radio. Para 8 m choca contra la pared a la altura de 7m; describir el movimiento posterior requiere
incorporar la interaccién del impacto.
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SOLUCION 5.11.

La coordenada horizontal da vg, = 12m/s. La vertical satisface 5m = wvg,(1s) — 5m, por lo que
vy = 10m/s. La rapidez inicial es v/244m/s, con dngulo arctan(10/12) ~ 39,8° sobre +z. La cumbre
se alcanza en 1s a 5m de altura. El tiempo total es 2s y el alcance 24 m, coherente con que el dato

correspondiera a la cumbre situada a mitad del alcance.
SOLUCION 5.12.

En igualdad de alturas, R() = v2sin(20)/g. Para el angulo complementario aparece sin(180° —
20) = sin(20), de donde los alcances son iguales. La prueba usa la duracién T = 2vpsinf/g,
obtenida al imponer y; = yo. Si la salida estd a altura h > 0 sobre el suelo, la raiz positiva es

T = [vosin + \/v3 sin? 6 + 2gh]/g; ya no se reduce al producto simétrico de seno y coseno. Por

ejemplo, con h = 15m y vy = 20m/s, los alcances para 30° y 60° son 30v/3m y (10/3 + 10/6) m,

distintos.
SOLUCION 5.13.

Las posiciones son (2t,t) y (12 —t,t) en SI. La componente vertical coincide para todos los instantes;
la horizontal exige 2t = 12 — ¢, luego ¢ = 4s. El punto es (8,4) m. La condicién vertical se satisface

idénticamente; en este caso, la ecuacién horizontal fija el tiempo de encuentro.
SOLUCION 5.14.

Los caminos se cruzan en (8,0)m. A llega en 2s y B en 3s, asi que no hay encuentro simultdneo. Si
A retrasa su salida 4§, llega al cruce en § 4+ 2s. Igualar con 3s da § = 1s. Antes de salir A permanece

en el origen, que B nunca ocupa.
SOLUCION 5.15.

La diferencia de posiciones es (12 — 6¢,4 — 2¢) m con ¢ en segundos: ambas componentes se anulan
en 2s. El punto comtn es (12,4) m porque y4 = 12(2) — 5(2)2 =4m e yp = 4+ 10(2) — 5(2)? = 4m.
A toca el suelo en 24s y B en (1+ 3/\/5) s > 2s, por lo que la coincidencia pertenece a ambos
vuelos. Las velocidades son (6, —8)m/s y (0, —10) m/s. La cancelacion de la gravedad simplifica la

separacion, pero hace falta volver a comprobar la altura y los tiempos de impacto.
SOLUCION 5.16.

La velocidad angular es m/3rad/s; la rapidez, Rw = mm/s; y la aceleracién centripeta, 72/3m/s?.
En 3s ha completado medio giro: 7= (—3,0)m, 7 = (0, —m)m/s y @ = (72/3,0) m/s%. La distancia
es la semicircunferencia 37w m y el desplazamiento (—6,0) m, de médulo 6 m.

SOLUCION 5.17.

Con radio fijo, a. = u?/R implica Qe = (2u)?/R = 4a.1. Como T = 2nR/u, Tp = T1/2. Son
comparaciones entre dos regimenes uniformes. Durante una transicién real de uno al otro apareceria
ademds una componente tangencial de aceleracion que requeriria conocer cémo cambia la rapidez

con el tiempo.
SOLUCION 5.18.

La velocidad angular es w = (2rad/s?)t y a = 2rad/s®. En 1s, u = Rw = 2m/s, Ggan = Ra = 2m/s?
y a. = Rw? = 4m/s%. Por perpendicularidad, |@| = v/22 + 42 = 2v/5m/s%. Sumar 2 + 4 como
modulos ignoraria la geometria de la aceleracion.

SOLUCION 5.19.

Con origenes coincidentes al lanzar, el tren asigna 2’ = 0 e ¢’ = (5m/s)t — (5m/s?)t2. El suelo asigna
z = (10m/s)t y la misma y = y'. El retorno a la altura inicial sucede en T' = 1s y el desplazamiento
horizontal respecto del suelo es 10m. La pelota y el punto de lanzamiento avanzan lo mismo. Ambas
referencias asignan aceleracién vertical —10m/s? porque su velocidad relativa es constante.
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SOLUCION 5.20.

Al apuntar al norte, la velocidad respecto de la orilla es (1,2)m/s. El cruce dura 60/2 = 30s y
la deriva es 30 m al este. Para llegar enfrente se necesita componente oeste de 1 m/s respecto del
agua. La componente norte restante es v/22 — 12 = \/gm/s, asi que t = 60/\/§ = 20v/3s ~ 34,64s.
El rumbo es arcsin(1/2) = 30° al oeste del norte. En ambos casos se conserva la rapidez de 2m/s

respecto del agua.
SOLUCION 5.21.

Para anular la deriva tendria que dedicar —2m/s a la componente horizontal respecto del agua. Esa
componente ya consume todo el médulo disponible: la componente norte seria cero y no cruzaria.
Puede llegar a otro punto apuntando al norte, pues entonces su velocidad respecto de la orilla es
(2,2)m/s y tiene componente de cruce positiva. Todavia puede alcanzar la otra orilla llegando a un

punto desplazado por la corriente.
SOLUCION 5.22.

La separacion es (10—2¢, 10—¢) m con ¢ en segundos. Su cuadrado es d? = 5t2—60t+200 = 5(t—6)2+20
en SI. El minimo corresponde a t = 65, dentro del intervalo, y vale dmim = v/20 = 2v/5m. Entonces
A estd en (12,0)m y B en (10,4) m. No se encuentran: igualar las coordenadas horizontales exige

t = 5s y las verticales ¢t = 10s.
SOLUCION 5.23.

Para la primera parametrizacion, z/L = 7 e y/L = 7 —72; al eliminar 7, y = 2 —22/L con 0 < x < L.
Como 7 = t/(1s), la aceleracién es (0,—2)m/s?. La segunda usa * = L72 e y = L(7? — 14),
que recorre el mismo arco y en el mismo sentido, pero con otro horario. Derivar dos veces da
@ = (2,2 —127%)m/s%. No es constante ni exclusivamente vertical. La dependencia temporal de la

posicion determina cémo se recorre la curva y permite comprobar si se trata de un proyectil ideal.
SOLUCION 5.24.

Si 2’ = x — R(t), derivar dos veces da a}, = a, — R. El objeto fijo tiene a, = 0 y el origen del vehiculo
R=+2m/s?, luego a/, = —2m/s?. La igualdad @’ = @ se dedujo para U constante. El vehiculo que
arranca tiene una velocidad variable; al transformar su movimiento aparece por ello una diferencia
de aceleraciones.
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Diagnoéstico de salida

Una pelota parte de (0,5) m con ¥y = (4,10) m/s. Una camara en traslacién uniforme se mueve
a (4,0)m/s respecto del suelo; su origen coincide con el del suelo en t = 0 y sus ejes permanecen
paralelos.

Sin consultar las soluciones, encuentra las posiciones vistas desde el suelo y desde la camara.
Calcula la altura méaxima, el instante de impacto con el suelo, el alcance horizontal respecto de la
salida y la velocidad justo antes del impacto en cada referencia. Explica qué significa que la camara
vea una trayectoria vertical y por qué no cambia el instante del choque. Finalmente, decide qué
hipétesis dejaria de cumplirse si la cAmara empezara a acelerar.

Contraste después del intento. En SI, el suelo asigna x = 4¢t, y = 5 + 10t — 5¢2; la cdmara asigna
2’ = 0 y la misma coordenada vertical. La cumbre se alcanza en 1s, a 10m del suelo. La raiz positiva
del impacto es T = (1 + v/2)s y el alcance 4(1 + v/2) m ~ 9,66 m. Las velocidades de impacto son
(4,—10v/2)m/s y (0, —10v/2) m/s. En las dos referencias el mismo suceso cumple y = 0 y ocurre en
el mismo tiempo clasico; el desplazamiento horizontal depende del origen que se mueve. Una camara
que acelera requiere una transformacion que incluya la aceleraciéon de su origen.

Si las componentes no comparten el mismo instante en tu resolucién, vuelve a la secciéon 5.3; si
confundiste rapidez y velocidad, al problema 5.2; si aplicaste el tiempo de vuelo de igual altura, al
5.8; v si restaste velocidades sin identificar observadores, a la seccién 5.6.
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Un carro puede seguir avanzando después de que de-
jamos de empujarlo. En una curva, en cambio, hace
falta que algo cambie continuamente la direccion de
su velocidad, aunque la rapidez permanezca cons-
tante. Los capitulos anteriores permiten describir
esos movimientos; para explicar sus cambios nece-
sitamos identificar las interacciones del carro con
su entorno. La pregunta fisica se desplaza de dénde
esté el cuerpo a qué otros cuerpos estan actuando
sobre él.

Las leyes de Newton relacionan esas interacciones
con la aceleraciéon. Su aplicacién exige elegir una re-
ferencia, delimitar el cuerpo estudiado y representar
por separado las fuerzas que recibe. Un diagrama de
cuerpo libre hara visible esa elecciéon antes de escri-
bir ecuaciones. Seguiremos trabajando con modelos
de particula: describiremos la traslacién y dejare-
mos para un estudio posterior las condiciones que
controlan la rotacién de un objeto extenso.

115
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6.1 Inercia: qué permanece cuando la fuerza neta es cero

Una caja arrastrada por el suelo suele detenerse cuando dejamos de tirar de ella. Esa observacion
puede sugerir que el movimiento necesita un empuje permanente. Sin embargo, durante la detencién
el suelo y el aire siguen interactuando con la caja. Cuanto menores sean esas interacciones resistentes,
mas tiempo conservard su velocidad después del tirén. Al cesar nuestra intervencién pueden seguir
actuando otras interacciones sobre el cuerpo.

La primera ley de Newton afirma que existen referencias en las cuales un cuerpo aislado conserva
su velocidad vectorial: permanece en reposo si su velocidad inicial es cero y contintia en movimiento
rectilineo uniforme si es distinta de cero. Llamamos inerciales a esas referencias. En ellas, el mismo
comportamiento se obtiene cuando varias fuerzas tienen suma vectorial nula. La inercia nombra la
persistencia de la velocidad cuando la resultante es nula.

La afirmacién expresa una ley experimental sobre el movimiento y sus interacciones. Para aplicarla
justificamos que las interacciones omitidas sean despreciables y que la referencia elegida se aproxime
suficientemente a una inercial. El suelo ofrece esa aproximacién en los experimentos cortos de este
libro; en otras escalas debemos considerar la rotacién terrestre.

PROBLEMA RESUELTO 6.1 - Seguir avanzando sin empuje horizontal

Un carro se mueve sobre una pista horizontal con resistencia despreciable. Al terminar un breve
empuje, su velocidad es 3m/s hacia la derecha. Tomamos ese instante como ¢t = 0 y su posicién
como z = 0. ;Dénde estard dos segundos después si ya no recibe fuerza horizontal?
Resolucion. La Tierra sigue ejerciendo una fuerza vertical hacia abajo y la pista una fuerza
vertical hacia arriba. Como el carro no acelera verticalmente, ambas se equilibran. Por hipdtesis
tampoco queda una fuerza horizontal apreciable; en la referencia del suelo, aproximada como
inercial, @ = 0. La velocidad se conserva y = (3m/s)t, de modo que z(2s) = 6 m. La resultante
nula permite conservar esa velocidad. Si se detuviera antes, tendriamos que revisar las fuerzas
omitidas o el alcance de la aproximacién.

Instante Posicién Velocidad
0s Om +3m/s
1s 3m +3m/s
2s 6m +3m/s

En intervalos de un segundo se repite el avance de tres metros. Fuerza neta cero y velocidad no nula son
compatibles.

La conclusiéon requiere que permanezca constante el vector velocidad, con su direcciéon y su médulo.
En el movimiento circular del capitulo 5 la velocidad cambia de direccion y existe aceleracion. Para
juzgar el equilibrio debemos examinar la aceleraciéon: una pelota estd quieta durante un instante
en la cumbre de un lanzamiento vertical y sigue acelerando. La primera ley describe la evolucién
durante un intervalo bajo una condicién sobre las fuerzas.

Si una referencia se traslada con velocidad constante respecto de una inercial y sus ejes conservan
su orientacién, también es inercial en el modelo clasico. La transformacion galileana de los capitulos
4 y 5 conserva la aceleracién. Un vehiculo que arranca, frena o toma una curva introduce una
aceleracion del observador que debe incorporarse a la descripcion.
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6.2 Sumar interacciones y relacionarlas con la aceleracion

Una fuerza representa la interaccién que un cuerpo ejerce sobre otro. Indicaremos su direccién y
sentido mediante un vector y, cuando importe precisar los participantes, escribiremos Fap para la
fuerza que A ejerce sobre B. Sobre un mismo cuerpo pueden actuar simultdneamente la gravedad,
una cuerda, una superficie y una mano. La fuerza neta es la suma vectorial de las fuerzas externas

que recibe el cuerpo elegido:
Fneta = Z Fz
i

El indice i recorre las distintas fuerzas; la notacién de suma fue introducida en el capitulo 3.
La resultante resume el efecto traslacional del conjunto de interacciones. Si dibujamos las fuerzas
individuales y ademas su resultante, debemos mantener separados el diagrama fisico y la construcciéon
geométrica de la suma para no contar dos veces lo mismo.

En una referencia inercial, la segunda ley de Newton para una particula de masa constante m > 0
establece
ZFZ' = md, ZFM = may, ZFiy = may. (6.1)

Las ecuaciones de componentes expresan una sola igualdad vectorial. Las componentes indican
proyecciones orientadas sobre los ejes; los médulos toman valores mayores o iguales que cero. La
aceleracion tiene la direccién de la resultante porque la masa es un escalar positivo; la direccién de
la velocidad depende también de las condiciones iniciales.

La masa mide la inercia del cuerpo: ante una misma fuerza neta, una masa mayor adquiere
una aceleracién menor. Se expresa en kilogramos. En SI, el newton se define por 1 N = 1kgm/s%:
una fuerza neta de un newton produce en una masa de un kilogramo una aceleracién de un metro
por segundo cuadrado. Un dinamémetro calibrado permite comparar fuerzas; una balanza puede
inferir masas bajo condiciones conocidas. Debemos distinguir la magnitud que mide directamente el
instrumento de la que obtenemos usando un modelo.
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PROBLEMA RESUELTO 6.2 - Construir la resultante mediante componentes

Sobre un carro de 2kg, en una mesa horizontal sin resistencia apreciable, actian dos fuerzas
horizontales Fy = (6,0)N y Fy = (—2,3)N. Los ejes se ven desde arriba. Determina la
aceleracién y su modulo.

Resolucion. La normal y el peso se equilibran verticalmente; los vectores dados describen las
dos componentes del plano horizontal. Sumamos coordenadas correspondientes:

(4,3)N

Foeta = (4,3)N, @@= g

=(2,1,5) m/s%

El médulo es |@ = 2,5m/s? y la direcciéon forma arctan(3/4) ~ 36,9° desde +x hacia +y.
Sumar 6 4+ v/13 da la suma de los médulos individuales; la suma vectorial tiene médulo 5 N. La
aceleracién queda determinada; la velocidad instantdnea todavia requiere informacion inicial.

Fuerzas sobre el carro Construccion de la suma

Fy

Proyecciéon horizontal

Izquierda: las dos fuerzas aplicadas. Derecha: la construccién geométrica de su resultante. Escala comin para las
fuerzas.
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PROBLEMA RESUELTO 6.3 - La misma fuerza puede frenar y después

invertir el movimiento

Un mévil de 4kg parte de z = 0 con vy = +6 m/s. Durante 4s recibe una fuerza neta constante
F, = —8N. Encuentra cuiando se detiene y su estado al final del intervalo.
Resolucién. La segunda ley da a, = —8/4 = —2m/s%. Por la cinemética del capitulo 4,

v, = 6m/s — (2m/s%)t, z = (6m/s)t — (1m/s?)t%

La velocidad se anula en 3 s, cuando x = 9m. La fuerza contintia actuando y el mévil invierte el
sentido: en 4s tiene v, = —2m/s y = 8 m. Antes del retorno la fuerza se opone a la velocidad
y reduce la rapidez; después apunta en el mismo sentido y la aumenta. La distancia total es
94+ 1 = 10m, mientras el desplazamiento es +8 m. En el instante de reposo la fuerza sigue
siendo —8 N.

vy (m/s)

6

+9m

t(s)
Y )

La pendiente permanece negativa durante el retorno. Las areas orientadas explican el desplazamiento 9 —1 = 8 m
y la distancia 9 + 1 = 10 m.

Podemos usar la segunda ley en dos direcciones. Con las interacciones conocidas, calculamos la
aceleracién y reconstruimos el movimiento mediante sus condiciones iniciales. Con un movimiento
suficientemente conocido y una masa dada, inferimos la fuerza neta. Identificar las interacciones
individuales requiere informacién adicional, pues distintas combinaciones pueden producir la misma
resultante.
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PROBLEMA RESUELTO 6.4 - Lo que una trayectoria permite inferir
En una referencia inercial una particula de 3 kg sigue, durante 0 <t < 2,
z=1m+ (2m/s)t + (1 m/s*)t?, y=—(1/3m/s>)t3.

Encuentra la fuerza neta en t = 1,5s. jPuedes decidir cudntas fuerzas acttian?
Resolucién. Las segundas derivadas son a, = 2m/s? y a, = —(2m/s®)t. Por tanto,

—

Fheta(t) = 6N7 — (6N/s)t 7, Fheta(1,58) = (6, —9) N.

El médulo en ese instante es /117N ~ 10,82 N. Una o varias interacciones pueden producir
esa misma resultante y trayectoria. Para construir un inventario de fuerzas debemos examinar
el entorno y los contactos, ademéas de medir el movimiento.

Tiempo Aceleracién en m/s? Resultante en N
OS (27 0) (6’ O)

0,55 (2,-1) (6,—-3)

1,58 (2,-3) (6,-9)

2s (2,-4) (6,—12)

Cada fila multiplica el vector aceleracién por la misma masa de 3 kg. Identificar los agentes requiere informacién
sobre las interacciones.

PROBLEMA RESUELTO 6.5 - Comparar masas con una misma fuerza neta

Una fuerza neta horizontal de médulo constante produce aceleracién 3m/s? en un carro A de
2kg. Aplicada a un carro B, produce 1,2m/s?. Las resistencias son despreciables. Determina la
fuerza y la masa de B.

Resolucion. El primer ensayo fija F' = 2(3) = 6 N. En el segundo, mp = F/ap = 6/1,2 = 5kg.
También podemos comparar sin calcular primero la fuerza: de mqa4 = mpap resulta mp/my4 =
as/ap = 2,5. La comparacién requiere la misma fuerza neta, incluidas las resistencias presentes
en cada ensayo. La masa es el pardametro que relaciona la aceleracién de B con la interaccion
resultante.

Cuerpo Masa y aceleracién Fuerza neta
A 2kg; 3m/s? 6N
B 5kg; 1,2m/s? 6N

El mismo producto ma se obtiene con mayor masa y menor aceleraciéon. La comparacién presupone resultantes
iguales.
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6.3 Elegir el cuerpo y dibujar las fuerzas que recibe

Antes de escribir > F = m@ debemos decidir a qué cuerpo se refiere. Un diagrama de cuerpo libre,
abreviado DCL, representa ese cuerpo separado de su entorno y las fuerzas externas que actiian
sobre él. Cada flecha debe admitir una frase del tipo «la mesa ejerce esta fuerza sobre el libro». Si
no podemos nombrar al agente, debemos investigar si hemos dibujado una fuerza real del modelo o
una magnitud cinemética por error.

En un DCL de particula trasladamos las flechas a un punto representativo. Esta convencion sirve
para la traslacién; al estudiar giros debemos conservar los puntos de aplicacién de las fuerzas. Los
ejes y una indicacion de la aceleraciéon pueden acompanar el dibujo, pero se distinguen de las flechas
de fuerza. Nunca se aniade mda al inventario: es el resultado de la suma que queremos establecer.

En las situaciones préximas a la superficie terrestre usaremos el peso P= mg, la fuerza gravitatoria
que la Tierra ejerce sobre el cuerpo. Con un eje vertical positivo hacia arriba, § = —gj y P= —mgj.
La masa se mide en kilogramos; el peso, en newtons. Adoptaremos g = 10m/s? en los problemas
del capitulo. La aproximacion facilita los calculos en una regién donde las variaciones del campo
gravitatorio son despreciables.

Una superficie ejerce una fuerza de contacto cuya componente perpendicular se llama normal,
de moédulo N. La palabra indica su direccién respecto de la superficie; su médulo se obtiene de las
ecuaciones de movimiento y puede diferir de mg. En un contacto ordinario sin adhesién la superficie
transmite una fuerza de compresiéon: por eso N > 0. La componente tangencial, si existe, corresponde
al rozamiento; aqui utilizaremos superficies lisas cuando queramos omitirla. El capitulo siguiente
estudiard con detalle cémo modelar friccién, cuerdas y cuerpos vinculados.

PROBLEMA RESUELTO 6.6 -+ Peso, normal y sus respectivas reacciones

Un libro de 3 kg reposa sobre una mesa horizontal. Una mano anade una fuerza vertical de 5N
hacia abajo sin mover el libro. Determina la normal e identifica los agentes de todas las fuerzas
del DCL.

Resolucion. Sobre el libro acttian la Tierra hacia abajo, la N = 35N
mano hacia abajo y la mesa hacia arriba. Su aceleracién
vertical es cero. Con +y hacia arriba,

N-30N-5N=0, N=35N.

El peso sigue siendo 30N porque la masa y el campo ]
gravitatorio conservan sus valores. Peso y normal actian \
ambos sobre el libro y provienen de interacciones diferen- '
tes. Las fuerzas de reaccién correspondientes pertenecen
a los DCL de la Tierra y de la mesa, respectivamente.

ot
Z

P =30N

Fuerzas sobre el libro: mesa arriba;
Tierra y mano abajo. Flechas
esquematicas; la mano y la Tierra ejercen
fuerzas de interacciones distintas.
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PROBLEMA RESUELTO 6.7 - Una bascula mide una fuerza de apoyo

Una persona de 50 kg permanece apoyada sobre una béascula dentro de un ascensor. La bascula
indica 400 N. Desprecia otras fuerzas verticales. Encuentra la aceleraciéon y explica qué puedes
concluir sobre la velocidad.

Resolucion. E1 DCL de la persona contiene el peso 500 N N — 400N
hacia abajo y la normal 400 N hacia arriba. La bascula A
informa esta ultima fuerza. La segunda ley da
400 — 500 = 50a, ® persona
al usar unidades SI, luego a, = —2m/ s2. El ascensor
podria estar bajando cada vez méas rapido o subiendo y
frenando; distinguir ambas situaciones requiere conocer v
el signo de la velocidad. La masa de la persona perma- P — 500N

nece constante. En caida libre ideal, mientras bascula y

. . El DCL de la persona tiene dos fuerzas
persona caen juntas sin apoyo, N = 0 aunque el peso

o, verticales. Su resultante apunta hacia
continte actuando. abajo, con independencia de la velocidad.

PROBLEMA RESUELTO 6.8 - Tirar hacia arriba reduce el apoyo

Una caja de 5kg se desliza sobre una mesa horizontal lisa. Una cuerda tira de ella con
componentes (12,16) N: horizontal hacia la derecha y vertical hacia arriba. Mientras siga en
contacto con la mesa, encuentra normal y aceleracién.

Resolucion. La caja no tiene aceleracion vertical mientras
conserva el contacto con esta mesa fija y horizontal. Por
tanto,

N+16—-50=0

en SI, de donde N = 34 N. Horizontalmente, 12 = 5a, da
a; = 2,4m/s%. El tirén tiene médulo 20 N, pero solo su
componente horizontal produce la aceleraciéon calculada.
Si su componente vertical superara 50 N, la ecuaciéon de
contacto exigiria N < 0, imposible sin adhesién: habria
que usar N = 0 y permitir aceleraciéon vertical. Una

respuesta negativa puede revelar que la hipdtesis de

contacto dejé de ser valida Fuerzas y proyecciones del tirén. Las
lineas discontinuas representan
proyecciones geométricas del tirén.

Flechas esquematicas.

Un dibujo del entorno y un DCL cumplen funciones distintas. El primero ayuda a elegir el
sistema; el segundo conserva tinicamente las interacciones relevantes para su ecuacion de movimiento.
Separarlos impide, por ejemplo, dibujar sobre un ascensor la fuerza que el ascensor ejerce sobre la
persona como si actuara también sobre él. Cuando estudiamos dos cuerpos construiremos primero
dos inventarios, uno por cuerpo.
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6.4 Equilibrio traslacional y condiciones de contacto

Para una particula de masa constante en una referencia inercial, @ = 0 equivale a Zﬁ = 0.
Llamamos equilibrio traslacional a esta condicién. Incluye el reposo y el movimiento rectilineo
uniforme con interacciones que se equilibran. En un cuerpo extenso debemos estudiar también
la rotacién: dos fuerzas pueden tener resultante cero y producir un giro. Aqui la idealizacién de
particula delimita la afirmacién.

En una cuerda flexible y tensa, la fuerza que recibe un cuerpo en el extremo sigue la direccién
local de la cuerda y tira hacia ella. Llamaremos tension a su médulo. Una cuerda flexible ideal
solo transmite traccién mientras estd tensa; una tensién negativa indica que debemos revisar la
configuracién supuesta. Las fuerzas de dos cuerdas distintas se determinan con sus respectivas
condiciones geométricas y dindmicas.

PROBLEMA RESUELTO 6.9 - Dos cuerdas distintas sostienen una lampara

Una ldmpara de peso 100 N permanece en reposo, tratada como una particula. Una cuerda sale
hacia arriba a la izquierda formando 30° con la horizontal; la otra sale a la derecha formando
60°. Determina ambas tensiones.

Resolucion. Dibujamos peso y dos tensiones sobre la lampara. En equilibrio, las componentes
horizontales deben cancelarse y las verticales sumar el peso:

—T, cos 30° + Tk cos 60° = 0,
T, sin 30° + Tg sin 60° = 100 N.
La primera ecuacién da T = /3Ty. Al sustituir en la segunda obtenemos 277, = 100N,
luego T, = 50N y T = 50v/3 N ~ 86,60 N. Sus componentes verticales son 25N y 75N; las

horizontales tienen el mismo médulo 25v/3 N y sentidos contrarios. Cada tensién se obtiene
resolviendo las dos condiciones de equilibrio.

Tr = 50v/3N

Ty = 50N

Y
P =100N

Las componentes horizontales se cancelan y las verticales suman 100 N. Las longitudes de las tres flechas guardan
una escala comun.
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PROBLEMA RESUELTO 6.10 - Equilibrio con velocidad distinta de cero

Un disco sobre una mesa horizontal lisa se mueve con velocidad constante (5,0) m/s. En el plano
horizontal acttian F; = (6,0) N, F» = (0,8) N y una tercera fuerza desconocida. Determinala.
Resolucion. La velocidad vectorial constante exige aceleracién cero. La normal y el peso se
equilibran fuera del plano dibujado, y dentro de él debe cumplirse

Fy = —(Fy + Fb) = (—6,-8)N, |F3 = 10N.

El signo negativo de ambas componentes sitiia la fuerza en el tercer cuadrante. La misma
combinacion de fuerzas es compatible con el reposo o con distintas velocidades constantes: las
fuerzas determinan el cambio de velocidad, mientras su valor inicial constituye otro dato. Si
solo supiéramos que la rapidez es constante, no podriamos concluir equilibrio, porque el camino
podria ser curvo.

Fy = (6,0)N

F; = (-6,-8)N

Proyeccién horizontal del DCL. Las tres fuerzas se suman a cero aunque ninguna sea nula. El disco puede seguir
avanzando.

6.5 Tercera ley: dos fuerzas sobre dos cuerpos

Una interaccion tiene dos participantes. En los modelos newtonianos que estudiaremos, las fuerzas
mutuas entre A y B satisfacen
Fyp=—Fp_a. (6-2)

Esta es la tercera ley de Newton. Los dos vectores tienen igual médulo y sentidos opuestos, y actian
sobre cuerpos distintos. Los nombres «acciony y «reaccién» identifican los dos lados simultaneos de
una misma interaccion.

La segunda ley suma las fuerzas sobre un cuerpo; la tercera compara las fuerzas entre dos cuerpos.
En la ecuacién de A aparece Gnicamente el miembro del par que actiia sobre A. Las aceleraciones de
los participantes dependen de sus masas y de las demas fuerzas que reciban, y pueden tener moédulos
distintos.
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PROBLEMA RESUELTO 6.11 - Interaccion igual y aceleraciones diferentes

Dos carros A y B, de masas 2kg y 5kg, se repelen mediante imanes sobre una pista horizontal
lisa, dentro del modelo newtoniano de fuerzas mutuas. En cierto instante, A ejerce 12N hacia
la derecha sobre B y B ejerce 12N hacia la izquierda sobre A. No hay otras fuerzas horizontales.
Encuentra sus aceleraciones.

Resolucion. La tercera ley relaciona las fuerzas horizontales entre los carros, que son opuestas,
mientras los pesos y las normales se equilibran verticalmente. Escribimos una ecuaciéon para

cada carro: o
- 2
aq = =—6m/s agp = ——
2kg ’ 5kg
El carro de menor masa adquiere mayor aceleracién en mdédulo. La cancelacion —12 4 12
corresponde al sistema que contiene ambos carros; cada aceleracion individual se calcula con la
fuerza sobre ese carro. Los resultados corresponden al instante estudiado; extenderlos a otros

instantes requiere conocer como varia la fuerza magnética.

=2,4m/s?.

Dos fuerzas de médulo 12N

FHB%A ﬁ;\HB
D S E—
A: 2kg B: 5kg
as = —6m/s? ap = +2,4m/s?

Proyecciones horizontales de dos DCL distintos. Las flechas tienen igual longitud; las aceleraciones difieren por
las masas. Peso y normal se equilibran en cada carro.

ot
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PROBLEMA RESUELTO 6.12 - La Tierra también recibe una fuerza

Una pelota de 0,2 kg cae cerca de la superficie terrestre sin resistencia del aire. Modela la masa
de la Tierra como 6 x 10** kg y usa ¢ = 10m/s%. Compara las fuerzas gravitatorias mutuas y
las aceleraciones que producen.

Resolucion. La Tierra ejerce sobre la pelota una fuerza de médulo mg = 2N dirigida hacia ella.
La pelota ejerce simultdneamente sobre la Tierra una fuerza de 2N en el sentido opuesto, hacia
la pelota. Si consideramos solo esta interaccion, sus contribuciones a las aceleraciones son

Gpelota = 10 m/s2a GTierra = Hl/S2 ~ 3,33 X 10_25 m/SQ'

2
6 x 1024
La gran diferencia de masa explica por qué la aceleraciéon de la Tierra debida a la pelota es
despreciable para nuestro experimento. La fuerza de reaccién al peso de la pelota actia sobre
la Tierra. En el DCL de la pelota en vuelo solo aparece su peso bajo estas hipodtesis.

2N 2N
B S—

Tierra pelota

La Tierra atrae a la pelota y la pelota atrae a la Tierra. Las fuerzas mutuas tienen igual médulo; tamafios y
separacién son esquematicos.

Al reunir varios cuerpos en un sistema, las fuerzas que se ejercen entre ellos pasan a ser internas.
Sus pares se cancelan en la suma de fuerzas de todo el sistema. Para masas constantes, sumar las

ecuaciones individuales da
g Fexternas = g m;as.
J

Solo si los cuerpos comparten una misma aceleraciéon podemos escribir el miembro derecho como
Mad, con M =3 ;my;. Los cuerpos de un sistema comparten aceleracion cuando las restricciones de
su movimiento asi lo exigen. El concepto general de centro de masa permitird otra formulacién méas
adelante.
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PROBLEMA RESUELTO 6.13 -+ Dos bloques en contacto y dos fronteras
posibles

Dos bloques A y B, de 2kg y 3kg, estdn en contacto sobre una mesa horizontal lisa, A a la
izquierda de B. Una mano empuja A hacia la derecha con 20 N. Ambos permanecen en contacto
sin deformacién apreciable. Encuentra la aceleracién comtn y la fuerza de contacto.
Resolucion. Para el conjunto, la tinica fuerza horizontal externa es la de la mano. La condicién
de contacto mantenido impone la misma aceleracién horizontal:

20N = (24 3)kga, a=4m/s

Para conocer el contacto aislamos B: la fuerza que recibe de A es su unica fuerza horizontal,
luego F4—,p = 3(4) = 12N hacia la derecha. Por la tercera ley, B ejerce sobre A 12N hacia la
izquierda. En A se verifica 20 — 12 = 2(4) en SI. En cada bloque, peso y normal se equilibran
verticalmente. El contacto desaparece de la ecuacién del conjunto, pero es indispensable en
cada DCL individual. Cada bloque conserva su propia ecuacién de movimiento, con la fuerza
interna que recibe del otro.

A: 2kg B: 3kg
12N 20N 12N
> c—>
20— 12 =2a 12 =3a

Al sumar: 20 = (2+ 3)a

Proyecciones horizontales: el contacto aparece una vez en cada DCL, con sentidos contrarios, y desaparece de la
suma del conjunto. Ecuaciones numéricas en SI.

6.6 La resultante en un movimiento curvo

La aceleracion circular del capitulo 5 proporciona una prueba especialmente 1til de la segunda
ley. Una particula que describe un circulo de radio fijo R con rapidez constante u tiene aceleracién
de médulo u?/R hacia el centro. Por tanto, la resultante debe tener esa misma direccién y médulo
mu?/R. La palabra centripeta describe aqui la direccién de la resultante que proporcionan las
interacciones presentes.

Si cambia también la rapidez, la resultante tendra ademas una componente tangencial. Podemos
decidir qué componente de fuerza necesitamos a partir de como cambia el vector velocidad, pero
todavia debemos buscar qué agente la ejerce. La viabilidad del movimiento requiere comprobar que
el dispositivo puede proporcionar la fuerza calculada.
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PROBLEMA RESUELTO 6.14 - La tension proporciona la resultante radial

Un disco de 0,5kg gira con rapidez constante 4m/s sobre una mesa horizontal lisa, atado
mediante una cuerda horizontal a un punto fijo. El radio es 2m. Encuentra la tensién y describe
qué sucede inmediatamente después de cortar la cuerda, mientras el disco siga sobre la mesa.

Resolucion. Peso y normal valen 5N y se equilibran
verticalmente. La tensién es la tinica fuerza horizontal,
dirigida al centro. Asi,

T o>y

2 2
mu 0,5(4
T=—= ﬁ N =4N.
R 2

La tensién proporciona toda la resultante horizontal

centripeta. Al cortar la cuerda, la tensién desaparece y el

disco conserva inicialmente su velocidad tangente. Bajo  Vista superior: la tension continua

las hipétesis restantes seguird una recta sobre la mesa. apuize. sl Genihio y I veloadsd

. .. L. discontinua es tangente. Peso y normal se

Al cortarse la cuerda, la velocidad inicial del movimiento

equilibran fuera de este plano.
libre es tangente a la circunferencia.

6.7 Un observador que acelera

Las ecuaciones anteriores se escribieron en referencias inerciales. Para entender qué cambia en un
vehiculo que acelera, retomemos la relaciéon geométrica del capitulo 5 con ejes paralelos: 7" = #— R(t),

donde R es la posicion del origen mévil. Dos derivadas dan @’ = @ — A, con A = R. Si en la referencia

inercial md = > F', entonces
ma’ = ZF — mA. (6.3)

El término —mA permite escribir la ecuacion en la referencia trasladada que acelera. Se denomina
fuerza de inercia o fuerza ficticia en esa descripcién: es un término dependiente de la referencia
que permite expresar la ecuaciéon transformada. Su valor depende del observador. La deduccién
corresponde a ejes sin rotacién; una referencia giratoria requiere términos adicionales.
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PROBLEMA RESUELTO 6.15 - La caja que se desplaza hacia atras dentro de
un vehiculo

Una caja de 2kg reposa inicialmente sobre el piso horizontal sin rozamiento de un vehiculo.
Este empieza a acelerar a 3m/s? hacia la derecha respecto del suelo, mientras la caja permanece
sin tocar las paredes. Describe la aceleracion de la caja vista desde el suelo y desde el vehiculo.
Resolucion. Sobre la caja actiian peso y normal, que se equilibran; no hay fuerza horizontal
real bajo las hipdtesis dadas. Desde el suelo, a, = 0. Desde el vehiculo,

al, =0—3=—3m/s% mal, = —6N.

El término —6 N es la fuerza de inercia introducida al transformar la ecuacién a la referencia
acelerada. Si el vehiculo parte también del reposo y los origenes coinciden en t =0, x =0y
2’ = —(1,5m/s?)t2. Esta descripcion rige hasta un eventual contacto con una pared. Aqui la
velocidad relativa de los origenes cambia, y la transformacion incluye la aceleracion del origen
movil.

Magnitud horizontal Suelo inercial Vehiculo acelerado
Fuerza real neta 0N ON

Aceleracion de la caja 0m/s? —3m/s?

Término de inercia No se introduce —6N

Cambiar de observador cambia la aceleracién descrita y la ecuacién que se usa. Las interacciones fisicas sobre la
caja conservan sus agentes.

6.8 Fuerza variable y cantidad de movimiento

La segunda ley permite estudiar también aceleraciones variables. Si conocemos la resultante como
funcién del tiempo y la masa permanece constante, obtenemos @(t) = Feta(t)/m y recuperamos
velocidad y posicion por integracién. Es la misma reconstruccién de los capitulos 3 y 5, ahora

conectada con un inventario fisico de interacciones.
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PROBLEMA RESUELTO 6.16 - Un empuje que crece con el tiempo

Un carro de 2kg se encuentra en reposo en x = 1m. Durante 0 < ¢t < 3s su fuerza neta
horizontal es F;,(t) = (4N/s)t. Encuentra su posicién y velocidad al terminar el intervalo.
Resolucion. La aceleracién es a, = (2m/s?)t. Integramos usando las condiciones iniciales:

ve(t) = (1m/s®)t2, z(t) =1m+ (1/3m/s3)t3.

En 3s resulta v, = 9m/s y x = 10m. La fuerza alcanza 12N al final de los tres segundos y
toma valores menores antes de ese instante. Reemplazarla por una constante de 12N describe
otro movimiento, con una velocidad final de 18 m/s.

Fy (N)

12

t (s)

El 4rea triangular vale 18 N's y corresponde a un cambio de velocidad de 9m/s para m = 2kg. La fuerza
promedio se obtiene del impulso y de la duracién del intervalo.

Definimos la cantidad de movimiento o momento lineal de una particula como p = mu, medida en
kg m/s. Para masa constante, la regla del producto se reduce a dp/dt = m dv//dt y permite escribir

la segunda ley como
ty
plty) = p(t) = [ Fua(t)dt. (6.4)

%

. dp
Fneta = E’

La integral de fuerza se llama impulso. Sus unidades, N's = kgm/s, concuerdan con un cambio de
momento. La igualdad permite hallar ese cambio incluso cuando la fuerza no es constante.

La forma ma empleada aqui corresponde a una coleccién material de masa constante. Si m = m(t),
la regla del producto da la identidad d(m%)/dt = md + m#. El balance de un sistema abierto
incorpora ademés el momento transportado por la materia que atraviesa su frontera. Para un cohete
debemos especificar esa frontera, el flujo de masa y la velocidad de salida pertinente.
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PROBLEMA RESUELTO 6.17 - El area de una fuerza determina un cambio

de momento

Sobre un carro de 2kg que inicialmente avanza a 3m/s actia una fuerza neta horizontal que
crece linealmente de 0 a 8 N entre 0 y 2s y disminuye linealmente a cero entre 2 y 4s. Encuentra
la velocidad final.

Resolucion. La gréafica fuerza-tiempo es un tridngulo por encima del eje temporal. Su area es

Jy = 1(4s)(8N) = 16 Ns.

Como J, = m(vy — vg), el cambio de velocidad es 16/2 = 8m/s y vy = 11m/s. El 4rea
representa impulso y sus unidades corresponden a momento lineal. La fuerza promedio durante
el intervalo vale 16/4 = 4N y produciria el mismo cambio total de velocidad, aunque no la
misma velocidad en cada instante ni necesariamente el mismo desplazamiento.

t (s)

La base completa mide cuatro segundos. El drea determina el impulso y, con él, el cambio de momento lineal.
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PROBLEMA RESUELTO 6.18 - El impulso entre dos velocidades medidas

Un carro de 3kg parte del reposo en = 0 y alcanza 4 m/s hacia la derecha en 2s. Determina
qué fuerza promedio puede inferirse y compara dos historias compatibles: una resultante
constante y otra que crece linealmente desde cero.

Resolucion. El cambio de momento fija el impulso J, = 3(4) = 12Ns y la fuerza promedio
F, =12/2 = 6N. Una fuerza constante de 6 N da a, = 2m/s?, v, = (2m/s?)t y z = (1 m/s?)t2.
Una segunda historia, F, = (6N/s)t, da a; = (2m/s®)t, v, = (1m/s*)t? y z = (1/3m/s3)t3.
En ambos casos la velocidad final es 4 m/s, pero las posiciones finales son 4m y 8/3 m. Los datos
determinan un promedio de la resultante; reconstruir su historia temporal y las interacciones
individuales requiere mediciones adicionales. Una medicién adicional de posicién permitiria
distinguir estos dos modelos concretos.

Fy (N)

12

> ¢ (s)

En 0 <t < 2s, el rectangulo de F} y el tridngulo de F» tienen la misma area 12 Ns. Dos fuerzas con distinta
evolucién temporal pueden producir el mismo impulso.

6.9 Contrastar el modelo con una observacion

Un DCL es una propuesta sobre el sistema y sus interacciones. Su valor aparece cuando las
ecuaciones producen consecuencias que podemos contrastar. Si una normal sale negativa o un carro
acelera en contra de la resultante calculada, conviene volver al inventario, a los ejes y a las hipdtesis
antes de ajustar nimeros. Una ecuacion algebraicamente correcta puede describir un contacto
imposible o una referencia distinta de la observada.

Comparar aceleraciones sin confundir los datos

En una mesa horizontal, estudia un carro ligero con ruedas y un dispositivo que permita aplicar
un tirén aproximadamente constante medido con un dinamémetro. Realiza recorridos cortos y
despejados, sin personas encima del carro. Repite con una masa adicional bien sujeta y registra
posicién y tiempo mediante video con cadmara fija y una escala en el plano del movimiento.

Compara primero las fuerzas medidas y solo después las aceleraciones estimadas a partir de los
datos. El dinamémetro mide el tirén; el DCL permite establecer cudndo ese tirén aproxima
la resultante de todas las interacciones. Si la resultante fuese la misma en ambos ensayos
y se duplicara la masa total, el modelo predeciria la mitad de aceleraciéon. Al procesar las
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Continuaciéon

mediciones, examina cémo las resistencias, la inclinacién de la cuerda, la resolucién del video o
un tirén variable pueden explicar diferencias respecto de esa razon. La rotacion de las ruedas
también puede limitar la aproximacién de particula empleada para el carro. Registra la masa
del carro junto con la carga, y conserva tanto las lecturas originales como las incertidumbres
de la estimacién. El contraste permite evaluar la adecuacién del modelo bajo las condiciones
del ensayo.

Como contraste cuantitativo, considera un tirén F' = (6,0£0,1) N, una masa m = (2,00+0,02) kg
y una aceleracion a = (2,8040,05) m/s?, con margenes interpretados como cotas compatibles. La
fuerza que falta en la direccion contraria al tirén tiene estimacion central R = F'—ma = 0,40 N.
Los extremos conservadores son Ry;, = 5,9 —2,02(2,85) = 0,143N y Rysx = 6,1 —1,98(2,75) =
0,655 N. Bajo estas cotas y el modelo de particula, el tirén supera a ma: el inventario debe incluir
una contribucién horizontal resistente. Antes de atribuirla a rozamiento, revisa la frontera del
sistema, los contactos, la inclinacién del tirén y la posible influencia de las ruedas.

La descripcién dindmica se sostiene en una eleccién que debe permanecer visible: qué cuerpo
recibe cada fuerza. Una vez fijados el sistema, la referencia y los ejes, la suma vectorial determina
una aceleracién y las condiciones iniciales permiten reconstruir el movimiento. Cambiar la frontera
puede eliminar fuerzas internas de una ecuacién global; cambiar el observador puede introducir
términos de inercia. Ninguna de esas operaciones cambia quién interactiia fisicamente con quién.

Ejercicios para reconstruir y transferir

En los problemas préximos a la superficie terrestre usa g = 10m/s?. Considera inercial la referencia
del suelo, salvo indicacién contraria. Las superficies declaradas lisas no ejercen rozamiento. Dibuja el
DCL pertinente antes de calcular y distingue las fuerzas individuales de su resultante. Los datos son
idealizados; los resultados numéricos expresan el redondeo empleado.

EJERCICIO 6.1 - Una fuerza neta nula

Un carro se encuentra en z = 2m con velocidad —3 m/s cuando la fuerza neta se hace cero y
permanece asi durante 4s. Encuentra la posicion final. Explica si la velocidad negativa exige
una fuerza neta negativa.

EJERCICIO 6.2 -+ El reposo instantaneo

Una pelota de 0,4 kg se lanza verticalmente sin aire. Encuentra fuerza neta y aceleracién en la
cumbre, antes de cualquier contacto. Explica por qué su velocidad nula no implica equilibrio.

EJERCICIO 6.3 - Sumar dos fuerzas

En el plano horizontal, una particula de 4 kg recibe fuerzas (8,6) N y (—4,2) N. Peso y normal
se equilibran verticalmente. Encuentra resultante y aceleracién, con sus médulos.
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EJERCICIO 6.4 - Un movil que invierte el sentido

Un carro de 2kg parte de 2 = 0 con vg = +5m/s y recibe una fuerza neta constante —2N
durante 7s. Encuentra instante y posicién del retorno, posicion y velocidad finales, distancia y
desplazamiento.

EJERCICIO 6.5 - Una fuerza que se infiere

Para 0 < t < 25 una particula de 2kg sigue z = (1m/s)t + (1m/s3)t3 e y = 2m — (2m/s?)¢2.
Encuentra la fuerza neta en ¢t = 1s y explica qué falta para dibujar las fuerzas individuales.

EJERCICIO 6.6 -+ Comparacién de inercia

La misma fuerza neta produce 2m/s? en una masa de 3kg y 0,5m/s? en otro cuerpo. Determina
la masa del segundo y la fuerza aplicada.

EJERCICIO 6.7 - Apoyar y empujar

Un bloque de 4 kg permanece en reposo sobre una mesa horizontal mientras una mano empuja
verticalmente hacia abajo con 10 N. Encuentra la normal e identifica las fuerzas de reaccion al
peso y al contacto con la mesa.

EJERCICIO 6.8 - Lectura de una bascula

Una persona de 60 kg dentro de un ascensor recibe de la bascula una normal de 720 N. Encuentra
su aceleraciéon. Da dos signos posibles de velocidad compatibles con la lectura y describe cémo
cambia la rapidez en cada caso.

EJERCICIO 6.9 - Una fuerza inclinada

Una caja de 4 kg estd sobre una mesa horizontal lisa y recibe un tirén con componentes (12,9) N.
Determina normal y aceleracién mientras conserve el contacto. ; Qué modulo tiene el tirén?

EJERCICIO 6.10 - La hipétesis que produce una normal negativa

Una caja de 2 kg reposa sobre una mesa sin adhesiéon. Una cuerda empieza a tirar verticalmente
hacia arriba con 25 N. Decide si puede seguir apoyada y encuentra su aceleracion inmediatamente
después de perder el apoyo.
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EJERCICIO 6.11 - Suspension simétrica

Un objeto puntual de peso 80N esta en reposo suspendido de dos cuerdas que forman 45° con
la horizontal, una a cada lado. Determina ambas tensiones y verifica sus componentes.

EJERCICIO 6.12 - Equilibrio con tres fuerzas

Un disco conserva velocidad vectorial constante sobre una mesa lisa. Dos fuerzas horizontales
son (5,—2)N y (—1,7) N. Encuentra la tercera fuerza horizontal necesaria y su médulo.

EJERCICIO 6.13 - Fuerzas mutuas

Dos carros de 3kg y 6kg intercambian fuerzas magnéticas horizontales de médulo 18 N en
cierto instante. Sobre el primero actia hacia la izquierda y sobre el segundo hacia la derecha;
no hay otras fuerzas horizontales. Encuentra sus aceleraciones y compara fuerza y aceleracién.

EJERCICIO 6.14 - La reaccién al peso

Un objeto cuelga inmévil de una cuerda vertical. Identifica la reaccion al peso y la reaccién a
la fuerza de la cuerda. Explica por qué peso y tensién se equilibran en el objeto sin constituir
un par de tercera ley.

EJERCICIO 6.15 - Contacto entre dos bloques

Sobre una mesa lisa, A de 1kg estd a la izquierda de B de 4kg. Una mano empuja A hacia la
derecha con 15N y ambos mantienen el contacto. Encuentra aceleracién y fuerza de contacto;
verifica las ecuaciones de ambos cuerpos.

EJERCICIO 6.16 - Una curva con rapidez constante

Un disco de 2 kg recorre un circulo de radio 3m a 6 m/s sobre una mesa horizontal lisa, sujeto
a una cuerda horizontal fija al centro. Calcula la tensién. Si duplica su rapidez manteniendo el
radio, jqué tensién necesitaria?

EJERCICIO 6.17 - Inferir fuerza de un vector velocidad

Una particula de 2kg tiene ¥(t) = (3 m/s)[cos(wt)i+sin(wt)j], con w = 2rad/s, en una referencia
inercial. Obtén fuerza neta y su modulo. Evalta en t = 0 y explica si rapidez constante implica
fuerza cero.
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EJERCICIO 6.18 - El observador que acelera

Un carro de 3kg sobre una pista lisa no recibe fuerza horizontal. Un observador usa ejes sin
rotacién cuyo origen acelera +2m/s? respecto del suelo. Encuentra la aceleraciéon del carro
vista por ese observador y el término de inercia que necesita en su ecuacién.

EJERCICIO 6.19 - Una fuerza creciente

Un carro de 3kg parte del reposo en z = 0 y su fuerza neta es F, = (6 N/s)t durante 0 < ¢ < 2s.
Encuentra a,(t), v, (t), z(t) y el estado final.

EJERCICIO 6.20 - Un impulso que frena

Un carro de 2kg avanza inicialmente a +5m/s. Recibe una fuerza neta constante de —4 N
durante 3s. Usa el cambio de momento para encontrar la velocidad final y decide si hubo un
retorno antes de terminar el intervalo.

EJERCICIO 6.21 - Impulso triangular

Una fuerza neta crece linealmente de 0 a 6 N en 1s y vuelve linealmente a cero en el siguiente
segundo. Actta sobre un cuerpo de 3kg con velocidad inicial —1m/s. Calcula impulso y
velocidad final.

EJERCICIO 6.22 - Un promedio y muchas historias

Un cuerpo de 2kg cambia su velocidad de 1m/s a 7m/s en 3s. Halla la fuerza neta promedio.
Construye una fuerza constante y otra lineal que parte de cero y produzcan ese mismo cambio;
compara sus desplazamientos.

EJERCICIO 6.23 - ;Qué sobra en el diagrama?

Un estudiante dibuja sobre una caja apoyada en el suelo: peso, normal, tir6n horizontal, ma
hacia delante y «fuerza de movimiento» en la direccién de la velocidad. No hay rozamiento.
Repara el inventario y explica si la fuerza que la caja ejerce sobre el suelo pertenece a su DCL.

EJERCICIO 6.24 - Masa que cambia y derivadas

Comprueba algebraicamente que si m = m(t) y ¥ = 9(t), entonces d(mv)/dt = mad + mv.
Explica por qué esa identidad no basta para modelar un cohete mediante la sola expresién
Fext = d(m)/dt aplicada al cohete sin el gas expulsado.
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Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 6.1.
La fuerza neta nula implica a, = 0 durante el intervalo, luego v, = —3 m/s permanece constante. La
posicion final es x5 = 2 — 3(4) = —10m. El signo de la velocidad indica movimiento hacia el lado

negativo del eje. La fuerza neta se relaciona con el cambio de velocidad, que aqui es cero.
SOLUCION 6.2.

La tnica fuerza es el peso, de médulo mg = 0,4(10) = 4N, hacia abajo. Con +y hacia arriba,

Fy,=—-4Nya,=—-10m/ s2. La velocidad se anula al pasar del ascenso al descenso y su derivada
sigue siendo distinta de cero: la cumbre es un instante de retorno.
SOLUCION 6.3.

La resultante es (8 — 4,6 + 2) = (4,8) N, de médulo /80 = 44/5N. Dividir sus componentes por
4kg da @ = (1,2)m/s? y |d@| = v/5m/s?. La resultante se construye sumando vectores mediante sus

componentes. La direcciéon corresponde al primer cuadrante, a arctan 2 ~ 63,4° desde +z.
SOLUCION 6.4.

La aceleracién es a; = —2/2 = —1m/s?. Por tanto, v, = 5m/s — (1m/s?)t y 2 = (5m/s)t —
(0,5m/s?)t2. El retorno ocurre en t = 558, a 12,5m del origen. En 7s, v, = —2m/s y x = 35 — 24,5 =
10,5 m. El desplazamiento es +10,5m y la distancia 12,5 4+ (12,5 — 10,5) = 14,5m. La fuerza sigue

actuando durante el retorno y después de él.
SOLUCION 6.5.

Dos derivadas dan a, = (6m/s?)t y a, = —4m/s%. En1s, @ = (6, —4) m/s y Fueta = 2@ = (12, —8) N.
Su moédulo es 44/13 N. Para dibujar fuerzas individuales se necesita identificar agentes, contactos y

campos; las funciones de posicién y la masa solo fijan su suma.
SOLUCION 6.6.

El primer ensayo fija la fuerza neta F' = 3(2) = 6 N. La segunda masa vale m = 6/0,5 = 12kg. El
cociente de masas es cuatro y el de aceleraciones es su inverso, siempre que la fuerza neta comparada

sea realmente la misma.
SOLUCION 6.7.

Sobre el bloque actian el peso 40 N, la fuerza de la mano 10N hacia abajo y la normal hacia arriba.
Como ay =0, N —40—10=0en SI y N = 50N. La reaccién al peso es la atraccién gravitatoria del
bloque sobre la Tierra; la reaccién a la normal es el empuje del bloque sobre la mesa. Ninguna actta

sobre el bloque ni debe afniadirse a su DCL.
SOLUCION 6.8.

El peso es 600N. La segunda ley para la persona da 720 — 600 = 60a,, luego a, = +2 m/s?. Si
sube, su rapidez aumenta; si baja, disminuye mientras siga bajando. La béscula mide una normal;
determinar el signo de la velocidad requiere otro dato, y la masa conserva su valor aunque la lectura

pudiera interpretarse erroneamente como 72 kg.
SOLUCION 6.9.

Verticalmente, N +9 —40 = 0 da N = 31 N, positivo y compatible con el contacto. Horizontalmente,
a; = 12/4 = 3m/s?; la aceleracién vertical es cero bajo esa hipétesis. El médulo del tirén es
V122 4+ 92 = 15N. Usar ese médulo en lugar de su componente horizontal daria una aceleracién
equivocada.
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SOLUCION 6.10.

Mantener el apoyo exigiria IV 425—20 = 0, de donde N = —5N. Como la mesa transmite compresién
en un contacto sin adhesion, ese resultado invalida la hipdtesis de contacto mantenido. Al separarse,
N = 0y la fuerza neta es 25 — 20 = 5N hacia arriba; por tanto, ay = 5/2 = 2,5 m/s?. El peso
contintia actuando después de perderse el apoyo.

antes del tirén al perder el apoyo
F =25N

N =20N \

A

N=0
ay =2,5m/s?

\ 4

P=20N P =20N
mesa sobre cuerpo agente del tirén sobre cuerpo
Tierra sobre cuerpo Tierra sobre cuerpo

Dos instantes del modelo. Las flechas son esqueméticas; el apoyo desaparece cuando la superficie deja de comprimir el
cuerpo.

SOLUCION 6.11.

El equilibrio horizontal exige T, = Tr = T por la simetria de los angulos. Verticalmente, 27 sin 45° =
80N, luego T = 40v/2N ~ 56,57 N. Cada componente vertical vale 40 N; las horizontales tienen
moédulos de 40 N y sentidos contrarios. El peso se equilibra con la suma de las componentes verticales

de las tensiones, mientras sus componentes horizontales se cancelan.
SOLUCION 6.12.

La suma de las dos fuerzas conocidas es (4,5) N. Para que la velocidad vectorial sea constante, la
resultante horizontal debe ser cero: F3 = (—4, —5) N, de mddulo v/41 N. Los signos sitian la fuerza

en el tercer cuadrante. La condicién admite tanto el reposo como el movimiento uniforme.
SOLUCION 6.13.

Para el primer carro, a; = —18/3 = —6m/s?; para el segundo, az = 18/6 = +3m/s?. La interaccién
tiene igual médulo en ambos lados y produce aceleraciones de médulos distintos. Los pesos y las
normales se equilibran verticalmente. Al sumar las ecuaciones globales se cancelan las fuerzas internas

opuestas; cada ecuacién individual incluye la fuerza interna correspondiente.
SOLUCION 6.14.

El peso es la fuerza de la Tierra sobre el objeto; su reaccién es la atraccién del objeto sobre la
Tierra. La tension es la fuerza de la cuerda sobre el objeto; su reaccién es el tirén del objeto sobre la
cuerda. Peso y tensiéon pertenecen al DCL del objeto y se equilibran porque a, = 0. Pertenecen a
interacciones diferentes; sus respectivas reacciones actiian sobre los otros cuerpos participantes.



Leyes de Newton y diagramas de cuerpo libre 139

SOLUCION 6.15.

La fuerza externa horizontal sobre el conjunto es 15N y la masa total 5kg. Como el contacto
mantenido impone la misma aceleracién, @ = 3m/s?. Sobre B acttia horizontalmente solo el contacto
de A, de médulo 4(3) = 12N hacia la derecha. Sobre A acttian 15N hacia la derecha y 12N hacia
la izquierda: 15 — 12 = 1(3). En B, 12 = 4(3). Los contactos opuestos se cancelan al sumar ambas
ecuaciones.

A B A+B

N =10N N =40N

Fpa=12N

men,)*)A = 1:)N FA%}—; = 12N

P =10N P =40N

Las normales son fuerzas de la mesa y los pesos son fuerzas de la Tierra. El contacto mutuo actia sobre cuerpos
diferentes y se cancela al sumar los dos balances. La frontera discontinua encierra el sistema A+B.

SOLUCION 6.16.

La aceleracion radial requerida es u?/R = 62/3 = 12m/s?; la tensién horizontal vale T' = ma = 24 N.
Con rapidez doble y el mismo radio, T" = m(2u)?/R = 4T = 96 N. Se trata de la tensién necesaria
en el modelo; la cuerda real tendria que ser capaz de soportarla. La tensién proporciona la fuerza

centripeta requerida.
SOLUCION 6.17.

La regla de la cadena da @(t) = (6 m/s?)[— sin(wt)i + cos(wt)j]. Multiplicando por 2kg se obtiene
la misma combinacién unitaria con coeficiente 12N, que es el médulo constante de la resultante.
Ent=0,7=(3,00m/sy F = (0,12) N. La resultante es perpendicular a la velocidad y cambia su

direccién; derivar solo el médulo constante 3 m/s perderia esa informacion.
SOLUCION 6.18.

Desde el suelo, a, = 0. El origen del observador tiene A, = +2m/s?, asf que al, = a, — A, = —2m/s?.
La ecuacién en la referencia acelerada necesita el término —mA, = —6 N. Es un término que depende
de la referencia elegida; las reacciones de tercera ley corresponden a interacciones entre cuerpos.

suelo inercial observador acelerado
N =30N N =30N
—mA; = —6N
<€<------
P=30N P=30N
SFp=0, ax=0 may =0—mA, = —6N

Normal y peso conservan sus agentes. La flecha discontinua representa el término de inercia asociado a la referencia
acelerada; su origen es el cambio de observador.
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SOLUCION 6.19.
Dividir la fuerza por 3kg da a, = (2m/s®)t. Integrando con vg = 0y z9 = 0, v, = (1m/s*)t? y
= (1/3m/s3)t3. En 25, a, =4m/s? v, =4m/s y x = 8/3m. La fuerza crece durante el recorrido

hasta alcanzar su valor final de 12 N; la integracién incorpora esa variacion.
SOLUCION 6.20.

El impulso es J, = (—4N)(3s) = —12Ns. La variacién de velocidad es J,/m = —6m/s y vy =
5—6 = —1m/s. Como la aceleracién fue constante, a, = —2m/s? y la velocidad se anul6 en 2,5,

antes de terminar el intervalo. El signo final confirma que el carro ya habia invertido el sentido.
SOLUCION 6.21.

El 4rea triangular da J, = 5(2s)(6N) = 6 N's. Entonces Av, = 6/3 =2m/sy vy = —14+2 = +1m/s.
La fuerza tiene sentido positivo durante el intervalo; al principio reduce la rapidez del movimiento

negativo y después la aumenta en sentido positivo. La fuerza promedio es 3N y el maximo es 6 N.
SOLUCION 6.22.

El cambio de momento es 2(7 — 1) = 12N's; la fuerza promedio vale 12/3 = 4 N. La fuerza constante
4N da a; = 2m/s? y v, = 1m/s + (2m/s?)t, con desplazamiento 3 + 9 = 12m. Una fuerza
lineal F, = kt debe satisfacer 3k(3s)? = 12N's, luego k = 8/3N/s. Entonces a, = (4/3m/s®)t y
vy = 1m/s+(2/3m/s?)t%. Su desplazamiento es 3+(2/9)(27) = 9m. Ambas historias dan vy = 7m/s

y distinto recorrido porque acumulan velocidad de maneras diferentes.
SOLUCION 6.23.

El DCL conserva peso, normal y tirén horizontal, cada uno con un agente identificable. ma es el
miembro derecho de la segunda ley; el inventario de interacciones debe conservar inicamente las
fuerzas con agentes identificados. La fuerza que la caja ejerce sobre el suelo pertenece al DCL del
suelo. En contacto con un suelo horizontal fijo, las fuerzas verticales se equilibran y la resultante
horizontal es el tiréon.

mesa sobre caja

mano sobre caja

Tierra sobre caja
-
caja: y F'=ma
suelo: recibe la reacciéon de la caja

El DCL de la caja retine las interacciones que recibe. Las reacciones se representan en los diagramas de los otros
cuerpos.

SOLUCION 6.24.

Aplicar la regla del producto a cada componente de m@ da 1@ + m¢ = md + ma. Esa identidad es
matematica. El cohete considerado junto con el gas que permanece en su interior forma un sistema
abierto: la materia expulsada transporta momento. Su balance fisico incorpora ese flujo y la velocidad
de salida respecto de la referencia elegida.
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Diagnoéstico de salida

Una caja de 4kg se mueve sobre una mesa horizontal lisa. Parte de = 0 con vp, = —2m/s.
Durante 2s una cuerda ejerce un tirén constante de componentes (12,16) N. Dibuja el DCL y
determina normal, aceleracién, instante de retorno, velocidad y posicién finales. Identifica la reaccién
a cada fuerza del DCL y explica cudles actiian sobre la caja. Después describe qué término adicional
necesitarfa un observador cuyos ejes no giran y cuyo origen acelera +1m/s? horizontalmente respecto
del suelo.

Contraste después del intento. Peso 40 N hacia abajo, normal 24 N hacia arriba y tirén (12,16) N.
La resultante es (12,0) N y la aceleracién (3,0) m/s%. La velocidad se anula en 2/3s, a z = —2/3m.
En 2s, v; = 4m/sy x = —4 + 6 = 2m. Las reacciones pertenecen a los DCL de la Tierra, la
mesa y la cuerda. El observador acelerado asigna a/, = 3 — 1 = 2m/s? y usa el término de inercia
—mA,; = —4N. La masa y las interacciones reales son las mismas en las dos descripciones.

mesa sobre caja: 24 N

cuerda sobre caja

S F, = 12N
SR, =244+16-40=0
amz?mn/s2

4
Tierra sobre caja: 40 N

DCL de la caja y proyecciones del tirén. Las lineas discontinuas son auxiliares geométricas; las tres fuerzas reales
tienen agentes identificados. Flechas esquematicas.

Para revisar el inventario vuelve a la seccion 6.3; para los signos durante el retorno, al problema
6.3; para los pares mutuos, a la seccién 6.5; y para el cambio de referencia, a la seccién 6.7.
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Al aumentar poco a poco el tirén sobre una caja,
podemos observar dos comportamientos: primero
permanece quieta y luego comienza a deslizar. La
superficie participa en ambos, pero su fuerza tan-
gencial obedece condiciones diferentes. La segunda
ley de Newton sigue siendo la misma; cambia el
modelo que describe el contacto.

Una cuerda introduce otra dificultad: al mover un
cuerpo podemos obligar a otro a moverse también,
incluso en otra direcciéon y con distinta rapidez.
Para relacionar sus ecuaciones habrd que estudiar
la geometria del vinculo. El recorrido que sigue
combina esas dos ideas, contacto y restriccién, con
los diagramas de cuerpo libre del capitulo anterior.
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7.1 Peso, apoyo y movimiento relativo

Una caja apoyada sobre una rampa recibe de ella una fuerza que podemos descomponer en una
componente perpendicular, la normal, y otra tangencial, el rozamiento o friccién. Ambas describen
el contacto con la misma superficie. La normal evita la penetracién mientras persiste el apoyo; el
rozamiento puede impedir que las superficies deslicen una respecto de otra o resistir un deslizamiento
ya establecido.

El peso procede de otra interacciéon. En una regién pequena, cerca de un astro, lo escribimos
P = mg, donde § es el campo gravitatorio local, medido en N/kg o, equivalentemente, en m/s2.
Cambiar de lugar puede cambiar el peso sin modificar la masa. Una bascula mide una fuerza de
apoyo vy, si muestra kilogramos, transforma esa fuerza usando una calibracién. Para interpretar su
lectura necesitamos conocer las condiciones del movimiento.

PROBLEMA RESUELTO 7.1 - La misma masa en dos campos gravitatorios

Una pieza tiene masa 6 kg. Compara su peso en dos lugares donde g; = 10N /kg y g2 = 1,6 N/kg.
., Qué normal recibe si permanece apoyada en una mesa horizontal en cada lugar?

Resolucidn. La masa sigue siendo 6 kg. Los pesos son P, = 6(10) = 60N y P, = 6(1,6) = 9,6 N.
En cada mesa, sin otras fuerzas verticales y sin aceleracién vertical, N — P = 0; por ello las
normales valen respectivamente 60N y 9,6 N. La igualdad entre normal y peso depende de esas
condiciones. Un tirén vertical adicional o una mesa acelerada la modificarian.

Lugar Campo local Peso y normal

1 10N/kg 60N
2 1,6 N/kg 9,6 N

Masa comun: 6 kg. La normal coincide con el peso solo bajo las condiciones del problema.

En adelante usaremos g = 10 m/s? salvo indicacién contraria y consideraremos inercial la referencia
del suelo dentro de la aproximacién del problema. Las rampas y mesas permaneceran fijas, excepto
cuando se diga expresamente otra cosa. Los cuerpos se trataran como particulas para la traslacién:
se supone que no vuelcan y se deja fuera el andlisis de su rotacion.

El sentido del rozamiento requiere mirar las dos superficies. Un paquete quieto respecto del suelo,
sobre una cinta que corre hacia la derecha, desliza hacia la izquierda respecto de la cinta. Esta
ejerce sobre él rozamiento hacia la derecha y puede ponerlo en movimiento. También la fricciéon
estatica puede acelerar un objeto: una caja que acompana a un camién sin deslizar necesita una
fuerza horizontal. La palabra estatica describe la adherencia entre las dos superficies del contacto,
incluso cuando ambas se mueven respecto del suelo.
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7.2 El rozamiento estatico como condicién de compatibilidad

Supongamos que una caja permanece en reposo sobre una mesa mientras tiramos horizontalmente
de ella. Su aceleracién es cero; la fuerza tangencial de la mesa debe equilibrar el tirén. Si duplicamos
un tirén pequeno, esa fuerza también se duplica mientras el contacto pueda sostener el equilibrio.
La fuerza se determina con las ecuaciones del movimiento y tiene un limite que depende de las
superficies y de cuanto se comprimen.

El modelo de rozamiento seco de Coulomb aproxima ese limite mediante
|fs| < usN, N > 0. (7.1)

Aqui fs es una componente tangencial con signo, N el médulo de la normal y us > 0 el coeficiente de
rozamiento estatico. El cociente de dos fuerzas es adimensional. Primero se calcula el fs que exigiria
la ausencia de deslizamiento; después se comprueba la desigualdad. La igualdad describe un contacto
en el limite de adherencia. En el modelo ideal, el umbral todavia admite un estado de equilibrio.

PROBLEMA RESUELTO 7.2 - Un tiron compatible con el reposo

Una caja de 5kg estd en reposo sobre una mesa, con pg = 0,4. Se aplica un tirén horizontal de
12 N. Determina la normal y el rozamiento. ;Qué cambia si el tirén aumenta hasta 24 N?

Resolucion. Verticalmente N = 50N, de modo que N

fsmax = 0,4(50) = 20N. El equilibrio horizontal exi-

ge fs = —12N, admisible porque 12 < 20. La fuerza real

tiene moédulo 12 N. fs 129N
Con 24N, el reposo exigiria |fs| = 24N > 20N y deja

de ser posible. Para calcular la aceleracién durante el

deslizamiento hace falta otra informacion, por ejemplo 2

el coeficiente cinético. El coeficiente estatico permitio . s

) ; o Fuerzas sobre la caja en reposo; el tirén y

identificar el limite del reposo. la friccién se equilibran. Flechas
esquematicas.

La desigualdad separa una condicién material de una ecuacién dinamica. En esta caja en reposo,
la fuerza necesaria se obtiene del equilibrio. En general, calculamos la fuerza compatible con la
adherencia mediante la aceleracién del cuerpo y después comprobamos el limite estatico. La caja
transportada por una plataforma acelerada puede conservar el reposo relativo y tener aceleracion
respecto del suelo: si el rozamiento es su unica fuerza horizontal, debe cumplir f; = ma, como en
r7-16. Cuando la aceleracién tangencial y las demas fuerzas tangenciales son cero, fs; = 0 satisface
las condiciones.
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7.3 Deslizar, frenar y llegar al reposo

Cuando las superficies ya deslizan, emplearemos el modelo

, , Trel
| fx] = N, fe = =N ——

-, w}el‘ > 0. (7.2)
Urel|

La velocidad ¥, es la del cuerpo respecto de la superficie, en la direccion tangente al contacto.
En una trayectoria recta basta asignar a la fuerza el sentido opuesto a esa velocidad. Al llegar a
velocidad relativa cero, la tltima expresiéon deja de estar definida: debemos volver a examinar si la
adherencia es posible.

Los coeficientes resumen un comportamiento experimental aproximado. En numerosos contactos
secos i < s, pero sus valores dependen de los materiales y de su estado. Cada coeficiente caracteriza
un par de superficies bajo condiciones de contacto determinadas. El modelo es apropiado cuando los
efectos de la rapidez, el calentamiento, el desgaste y las deformaciones son pequefios; la resistencia
del aire y la rodadura requieren descripciones propias.

PROBLEMA RESUELTO 7.3 - La ecuaciéon de frenado tiene un final

Una caja de 2kg desliza a 6 m/s sobre una mesa horizontal. Se retira el tirén que la movia y
queda tnicamente el rozamiento horizontal, con uz = 0,3. Halla el tiempo y la distancia hasta
detenerse; explica qué sucede después.

Resolucion. La normal es 20N y la friccién cinética tiene médulo 6 N. Con +x en el sentido
inicial, a, = —6/2 = —3m/s?. Mientras v, > 0,

v, =6m/s — (3m/s?)t, x—z0=(6m/s)t — 5(3m/s*)t>.

El primer cero de la velocidad ocurre a los 2s y el avance es 6 m. Después el reposo con fs =0
es compatible porque la resultante tangencial es nula. Prolongar a, = —3m/s? predeciria una
inversion artificial. Esa ecuacion correspondia al tramo de deslizamiento hacia +x y terminé al
detenerse la caja.

vg (m/s)

6 m
reposo

t(s)

La recta de frenado termina en el primer cero de velocidad. El drea triangular es el avance hasta detenerse.
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7.4 Coémo un tiron modifica el apoyo

En una mesa horizontal, una fuerza inclinada puede aliviar o reforzar el apoyo. Si tiramos con
modulo F' y dngulo « sobre la horizontal, sus componentes son F' cos 'y F'sin o.. Mientras el cuerpo
siga apoyado sin aceleraciéon vertical,

N =mg — Fsina.

La misma fuerza que aporta una componente horizontal reduce asi la resistencia cinética. Para un
empuje dirigido hacia abajo, la componente vertical tiene el signo contrario y N = mg + F'sina. En
ambos casos debemos comprobar N > 0, condicién correspondiente a un contacto de compresion sin
adhesion.

PROBLEMA RESUELTO 7.4 - Tirar hacia arriba y seguir deslizando

Una caja de 5 kg desliza hacia la derecha. Se tira de ella con componentes (24, 18) N y u; = 0,25.
Calcula su aceleracion y el médulo del tirém.

Resolucion. La ecuacién vertical es N 418 — 50 = 0, por N =32N
lo que N = 32N. La friccién vale 0,25(32) = 8 N hacia '
la izquierda. Entonces

8N
24 — 8
Ay — T = 3,2m/82.

50 N
El tirén tiene médulo v/242 + 182 = 30 N. Mientras se ’

mantiene el contacto, su componente vertical modifica
la normal y, con ella, el rozamiento.

DCL durante el avance a la derecha. El
tirén alivia el apoyo. Flechas
esquematicas.

PROBLEMA RESUELTO 7.5 - Empujar y tirar con el mismo médulo

Repite el problema anterior con una fuerza de componentes (24, —18) N. Compara la aceleracién
con la producida por el tirén ascendente.

Resolucion. El peso y el empuje comprimen ahora la caja contra la mesa: N = 50 + 18 = 68 N.
La friccién cinética es 17N hacia la izquierda y a, = (24 — 17)/5 = 1,4m/s?. Las dos fuerzas
aplicadas tienen médulo 30N y la misma componente horizontal, pero cambian de manera
distinta la normal. La diferencia entre las aceleraciones se explica por el contacto, sin anadir
ninguna fuerza nueva al DCL.

Fuerza aplicada Normal Aceleracién

(24,18)N 32N 3,2m/s?
(24, ~18)N 68N 1,4m/s?

Comparacién durante el deslizamiento a la derecha, con la misma caja y el mismo coeficiente cinético.
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7.5 Elegir ejes sobre una rampa

En una rampa recta que forma un angulo 6 con la horizontal, resulta conveniente elegir un eje
tangencial cuesta abajo y otro normal hacia fuera. El peso tiene componentes mgsinf y —mg cos 6.
La segunda se obtiene proyectando sobre la normal: el angulo entre la vertical descendente y la
direccién hacia el interior del plano es 6. El componente tangencial restante tiene médulo mg sin 6.

Si no hay otras fuerzas con componente normal y se conserva el apoyo, la aceleraciéon normal
es cero y N = mgcosf. El peso permanece vertical: al cambiar de ejes solo hemos cambiado sus
coordenadas. En un DCL podemos representar el peso completo o sus dos componentes con la
descomposicién claramente indicada; sumarlos todos contaria dos veces la gravedad.

PROBLEMA RESUELTO 7.6 - Una rampa descrita con dos juegos de ejes

Un bloque de 4 kg desliza por una rampa lisa de 30°. Encuentra normal y aceleracion. Expresa
también la aceleracién en ejes horizontal hacia la derecha y vertical hacia arriba, si la rampa
desciende hacia la derecha.

Resolucion. En ejes adaptados a la rampa,

N =40cos30° = 20v3N,  a| = 10sin30° = 5m/s”.
La direccién cuesta abajo es (cos 30°, —sin 30°), asi que
@=(5v/3/2,—5/2) m/s>.
Como comprobacién en los ejes fijos, la normal apunta en la direccién (sin 30°, cos 30°). Por

tanto N = (10v/3,30)N y P = (0, —40) N; su suma (10v/3, —10) N coincide con 4d. Las dos
descripciones predicen el mismo vector fisico.

La normal es perpendicular a la rampa. El eje +s apunta cuesta abajo; los ejes fijos permiten comprobar el
mismo vector aceleracién. Flechas esquematicas.

Para un bloque inicialmente quieto sin otras fuerzas tangenciales, mantener el reposo requiere
rozamiento cuesta arriba de médulo mgsin 6. La condicién de adherencia se vuelve

mgsinf < psmgcosf < tanf < us, 0<6<90°. (7.3)

La cancelacion de la masa explica que el dngulo limite de este modelo quede determinado por las
propiedades del contacto. Es una conclusién bajo las hipétesis indicadas: una fuerza adicional puede
cambiar tanto la normal como la fuerza tangencial requerida.
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PROBLEMA RESUELTO 7.7 - Una caja que puede quedarse en la pendiente

Una caja de 5 kg descansa sobre una rampa con sinf = 0,6 y cos = 0,8. El coeficiente estatico
es 0,8. Decide si puede permanecer quieta.

Resolucion. La normal vale 50(0,8) = 40N. El peso N
tangencial es 50(0,6) = 30 N cuesta abajo. Se necesitan

30N de friccién cuesta arriba y el maximo es 0,8(40) =

32 N: el reposo es admisible.

La fricciéon real es 30N. El &dngulo actual es

arctan(0,75) ~ 36,9° y el limite arctan(0,8) ~ 38,7°.

Se ha comprobado el equilibrio para el estado inicial

dado; un bloque que ya desliza exige analizar el régimen  En reposo, la friccién sostiene la caja

])

cinético. cuesta arriba. Su médulo estd por debajo
del méximo disponible. Flechas
esquematicas.

PROBLEMA RESUELTO 7.8 - Descender por una rampa rugosa

El bloque de 5kg del problema anterior ya desliza cuesta abajo y tiene u; = 0,25. Calcula la
aceleracion y la rapidez tras avanzar 4 m, si entra en ese tramo con rapidez 2m/s.
Resolucion. Se conserva N = 40 N. El rozamiento cinético vale 10 N cuesta arriba, opuesto al
deslizamiento. La resultante tangencial es 30 — 10 = 20N cuesta abajo y a| = 4m/s%. Con eje
positivo en ese sentido,

v? = v + 20 Az = 4 + 2(4)(4) = 36m?/s?,

por lo que v = 6m/s. El reposo previo y el deslizamiento posterior obedecen a regimenes
distintos del contacto, con fuerzas de rozamiento diferentes.

N =40N

P =50N

El bloque desciende hacia la izquierda; la friccién apunta cuesta arriba. La velocidad se dibuja aparte del DCL.
Flechas esquematicas.
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PROBLEMA RESUELTO 7.9 - Subir, detenerse y revisar el contacto

Un bloque asciende por una rampa de 30° con rapidez inicial 4m/s. Tiene ux = 0,2y pus = 0,7.
Encuentra cuanto sube y decide si vuelve a bajar.

Resolucion. Mientras sube, gravedad tangencial y fricciéon 7
apuntan cuesta abajo. Con eje positivo cuesta arriba, N e

aj = —10(sin 30° + 0,2cos 30°) = —(5 + V3) m/s.

Se detiene tras avanzar s = 16/[2(5 + v/3)|m =~

1,19m. En ese instante examinamos el reposo: requie-

re mgsin30° < 0,7mgcos 30°, que se cumple porque P

tan 30° ~ 0,577 < 0,7. Permanece alli. La fricciéon pasa a Durante la subida el rozamiento apunta

apuntar cuesta arriba para equilibrar el peso tangencial.  cyesta abajo. Al detenerse puede cambiar
al régimen estatico. Flechas esquematicas.

7.6 Un intervalo de fuerzas que conserva el reposo

La friccién estatica puede cambiar de sentido dentro de un mismo problema. Si una fuerza F
tira cuesta arriba, tomar ese sentido como positivo da F' + fs — mgsinf = 0. La componente que
se necesita es f; = mgsinf — F: positiva cuando falta tirén y negativa cuando sobra. El tirén es
paralelo al plano y la normal conserva su valor. La condicién completa es

mgsinf — psmgcos < F < mgsin + pgmg cosb. (7.4)

Para un dispositivo que solo puede tirar cuesta arriba debemos intersectar ese intervalo con F' > 0.
Un extremo negativo indica que el reposo ya es posible con F' = 0.
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PROBLEMA RESUELTO 7.10 - El rozamiento cambia de sentido

Una caja de 5kg estd en una rampa con seno 0,6, coseno 0,8 y us = 0,5. Una cuerda tira
paralelamente cuesta arriba con fuerza F. Encuentra todas las tensiones compatibles con reposo.
Calcula después la aceleracion si F' = 60N y ur = 0,3, una vez iniciado el ascenso.
Resolucion. Tenemos N = 40N y f; = 30N — F. La condicién [30N — F'| < 20N equivale a
10N < F <50N. Para F < 30N la friccién apunta cuesta arriba; para F' > 30 N apunta cuesta
abajo, y se anula con F' = 30N. En los extremos el contacto esta al limite.

Un tirén de 60 N supera el extremo superior. Durante el ascenso, fir = 0,3(40) = 12N cuesta
abajo. Asi, aj = (60 — 30 —12)/5 = 3,6 m/s* cuesta arriba. La ecuacién cinética corresponde
especificamente al ascenso indicado.

fs (N)

20

—20

Friccién requerida con signo positivo cuesta arriba. Solo el segmento entre F' = 10 y 50 N satisface el limite
estatico.

7.7 Cuerdas y poleas: de la longitud a la aceleracién

Una cuerda ideal serd de masa despreciable, inextensible y flexible; mientras esté tensa solo tira a
lo largo de su direccién. En un tramo recto sin fuerzas tangenciales distribuidas, la masa despreciable
exige que las tensiones de sus extremos tengan igual médulo: una diferencia finita produciria una
resultante que no podria equilibrarse con una masa nula. Al pasar por una polea ideal de eje sin
rozamiento y momento de inercia despreciable, ese modulo se conserva. La polea puede cambiar la
direccién del tirén.

Una polea con inercia rotacional apreciable requiere ademaés estudiar el balance de torques para
relacionar las tensiones de ambos lados. Las tensiones de dos cuerdas distintas se calculan con las
condiciones propias de cada una. En los montajes siguientes las cuerdas y poleas se declaran ideales
y se supone que sus contactos permiten la transmisién indicada.

La inextensibilidad aporta una ecuaciéon geométrica. En una polea fija con dos ramales verticales,
si ya v yp se miden hacia abajo desde el eje, la parte variable de la longitud es ya + yp. Entonces
ya + yp = constante, v4 +vp =0y asq + ap = 0. Las componentes tienen signos opuestos cuando
ambos ejes apuntan hacia abajo. Si orientamos cada eje en el sentido de movimiento previsto, los
valores de las aceleraciones resultan iguales. Esa igualdad depende del montaje y de los ejes.
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PROBLEMA RESUELTO 7.11 - Dos masas y una polea fija

Dos cuerpos de 3kg y 5kg cuelgan de los extremos de una cuerda ideal sobre una polea fija
ideal. Se liberan desde el reposo. Encuentra aceleracién y tension antes de que alguno encuentre
un obstéaculo.

Resolucion. El cuerpo de 5 kg desciende. Elegimos positivo hacia arriba para A, de 3kg, y hacia
abajo para B, de 5kg. El vinculo impone un mismo valor a y los DCL dan, en SI,

T-30=3a  50—T = 5a.

Al sumarlas, 20 = 8a, luego a = 2,5m/s?. La primera ecuaciéon da T = 37,5N, valor que
también satisface la segunda. Queda entre ambos pesos: acelera al ligero hacia arriba y permite
al pesado acelerar hacia abajo. Si usaramos ejes verticales hacia abajo para ambos, escribiriamos
as=—2,5m/s?y ap = +2,5m/s%, con la misma tension.

T =375N T =375N
A B
30N
50N

Izquierda: montaje. Derecha: DCL separados; las fuerzas verticales comparten escala. El peso mayor produce el
descenso de B.

ot
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PROBLEMA RESUELTO 7.12 -+ Una masa en la mesa y otra colgando

Un bloque A de 4 kg sobre mesa horizontal esta unido por cuerda y polea fijas ideales a B, de

ot

2kg, que desciende. A desliza hacia la polea y tiene uj = 0,25. Encuentra aceleracién y tension.

Resolucion. La normal de A es 40N y su fricciéon 10N, alejandose de la polea. El eje de A
apunta hacia la polea y el de B hacia abajo. La longitud constante impone iguales avances y
aceleraciones en esos sentidos:

T — 10 = 4a, 20 — T = 2a.

Sumar elimina 7'y da a = 10/6 = 5/3m/s?. Entonces T = 20 — 2(5/3) = 50/3 N. La fuerza
que impulsa esta coordenada comun es el peso de B menos la fricciéon de A, mientras ambas
masas aportan inercia. Esta suma de ecuaciones escalares emplea el sentido positivo de cada
eje para incorporar las restricciones de la cuerda.

T

N
_1 A D)
10N T
P4
E DCL Aée A 20N
DCL de B

Montaje y diagramas separados. Los sentidos positivos son hacia la polea para A y hacia abajo para B. Flechas
esquematicas.

PROBLEMA RESUELTO 7.13 - Cuanta masa puede sostener el rozamiento

En el montaje anterior A tiene 4kg, s = 0,4 y todo esta inicialmente en reposo. ;Qué masas
mp > 0 son compatibles con ese estado?

Resolucion. El equilibrio de B exige T' = mpg. Para A se necesitan f; = T de mddulo
hacia el lado opuesto a la polea, con N = mag. La desigualdad es mpg < pusmag, de donde
0 <mp < 1,6kg. Con mp = 1kg, por ejemplo, la tensién y la friccién valen 10N, por debajo
del limite 16 N. Con mp = 2kg el reposo es imposible; para describir el deslizamiento posterior
necesitamos el modelo cinético. En el extremo formal mp = 0, T" = 0: no hay un peso colgante
que mantenga positivamente tensa la cuerda.

Masa B Tension requerida Reposo

1kg 10N admisible
1,6 kg 16N en el limite
2kg 20N imposible

La mesa solo puede suministrar hasta 16 N de friccién estatica en este montaje.

\V)
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PROBLEMA RESUELTO 7.14 - La rampa enlazada con una masa colgante

Un bloque A de 3kg esta sobre una rampa con seno 0,6 y coseno 0,8. Una cuerda paralela al
plano pasa por una polea fija ideal y lo une a B, de 4kg. B ya desciende; p = 0,25 entre A y
la rampa. Calcula aceleracién y tensién.

Resolucion. A asciende y su rozamiento apunta cuesta abajo. Sobre A, N = 30(0,8) = 24N,
fi = 6N y el peso tangencial es 18 N. Con ejes cuesta arriba para A y hacia abajo para B,

T-18—6=3a, 40T = 4a.

La suma da 16 = 7a, luego a = 16/7m/s?. Se obtiene T' = 40 — 4(16/7) = 216/7 N. Es positiva
y ambas ecuaciones coinciden. La direccién del deslizamiento fue un dato: si B estuviera
ascendiendo, el rozamiento de A tendria otro sentido aunque el peso y las masas fueran iguales.

O N T T
[B] " X
30N

40N

El ascenso de A y descenso de B fijan el sentido del rozamiento. Montaje y DCL separados: A recibe tension,
normal, peso y friccién; B recibe tensién y peso. Flechas esquemaéticas.

7.8 Varios cuerpos y contactos que pueden fallar

La eleccién del sistema permite obtener una aceleracién comtn sin calcular primero todas las
tensiones. Después hace falta volver a un subsistema para recuperar cada fuerza interna. Las tensiones
se cancelan al sumar ecuaciones compatibles, pero siguen siendo indispensables para describir el
movimiento de cada cuerpo y para comprobar si una cuerda puede sostenerlo.

Una cuerda flexible transmite traccién mientras esta tensa. Si una resoluciéon produce T < 0, la
hipdtesis de cuerda tensa es incompatible con ese movimiento. Puede aparecer holgura y, desde ese
momento, deja de valer la restriccién de longitud que habiamos usado. Del mismo modo, dos bloques
superpuestos solo comparten aceleracién tangencial si el rozamiento estatico requerido no excede su
limite.



PROBLEMA RESUELTO 7.15 - Tres bloques, dos tensiones

Tres bloques A, B y C, de masas 1, 2 y 3kg, estan alineados sobre una mesa lisa y unidos
consecutivamente por dos cuerdas ideales tensas. Se tira de C hacia la derecha con 18 N.
Encuentra la aceleracién y ambas tensiones.

Resolucion. La fuerza horizontal externa sobre el conjunto es 18 N y su masa 6 kg; las cuerdas
imponen un mismo a = 3m/s?. Para A, Tag = 1(3) = 3 N. El subsistema A+B tiene masa 3kg
y solo recibe horizontalmente Tpc desde fuera, asi que Tpc = 3(3) = 9N. En B, 9 — 3 = 2(3),
y en C, 18 — 9 = 3(3). Las tensiones distintas aceleran masas distintas a la izquierda de cada
corte; pertenecen a dos cuerdas.

Tap = 3N Tpo = 9N
A B C > 18N

1kg 2kg 3kg

———> a=3m/s?

Montaje con los médulos de las dos tensiones. Cada cuerda acelera una masa distinta situada a su izquierda;
cada masa conserva su propio DCL.

PROBLEMA RESUELTO 7.16 - Una caja sobre otra

Una caja A de 2kg esta sobre B, de 3kg. El suelo bajo B es liso. Entre las cajas us = 0,4 y
wi = 0,3. Se empuja horizontalmente B hacia la derecha. Compara fuerzas aplicadas de 15N y
25N, partiendo del reposo en cada ensayo.

Resolucion. Si ambas acompafnan el movimiento, su aceleracion es a = F/5. La tnica fuerza

ot
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horizontal sobre A es la fricciéon que B ejerce hacia la derecha, de médulo fs = mya = 2F/5.

La normal entre cajas es 20N y el maximo estatico 8 N. Por tanto el movimiento conjunto
requiere 2F'/5 < 8, es decir F < 20N.

Con F = 15N, a = 3m/s? y fs = 6 N: A recibe esa fuerza hacia la derecha y B su reaccién
hacia la izquierda. Con 25N falla la adherencia. B comienza a adelantarse bajo A y la fricciéon
cinética tiene modulo 6 N. En el suelo inercial,

aa=6/2=3m/s>,  ap=(25-6)/3=19/3m/s>.

La aceleracién relativa ay — ap = —10/3m/s? confirma que A se retrasa respecto de B. Estos
valores valen mientras las superficies sigan en contacto y deslicen en ese sentido.

B F
fasp <€

Ao—> fp .4

[
Y
T

Izquierda: montaje. Derecha: proyecciones horizontales de dos DCL; los rozamientos mutuos tienen igual médulo
y sentidos opuestos. Fuerzas verticales equilibradas omitidas en estas proyecciones.
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7.9 Una polea mévil cambia la restriccion

Una carga sostenida por una polea mévil puede recibir dos tirones hacia arriba. Para comprender
el montaje hay que contar los ramales que cambian de longitud. Supongamos una cuerda anclada al
techo, que baja alrededor de la polea mévil, vuelve a subir sobre una polea fija y termina en una
masa colgante. Todos los tramos variables son verticales. Si la carga sube una distancia y, los dos
ramales que llegan a la polea mévil se acortan cada uno en y; el extremo libre debe bajar 2y. Con z
positivo hacia abajo para ese extremo,

z — 2y = constante, a, = 2ay. (7.5)

El médulo de la tensiéon es comin en la cuerda ideal. La carga junto con su polea recibe 21" hacia
arriba, mientras la masa del extremo recibe T'. La relacion de desplazamientos explica a la vez la
diferencia de aceleraciones y la distribucién de fuerzas.

PROBLEMA RESUELTO 7.17 - Dos ramales sostienen una carga

En el montaje descrito, la carga y el soporte mévil tienen masa total 4 kg; la inercia rotacional
de las poleas es despreciable. En el extremo libre cuelgan 3kg. Encuentra aceleraciones y
tensién desde el reposo.

Resolucion. Tomamos a positivo hacia arriba para la carga. La masa libre tiene aceleracién 2a
hacia abajo. Los DCL dan

9T — 40 = 4a, 30 — T = 3(2a).

De la primera, T = 20 + 2a; al sustituir en la segunda, 10 = 8a. Por tanto a = 1,25 m/s?
hacia arriba para la carga, 2a = 2,5m/s? hacia abajo para la masa libre y T = 22,5N. Los dos
ramales ejercen en conjunto 45N sobre la carga. Imponer aceleraciones de igual médulo habria
contradicho la longitud constante de la cuerda.

‘ Carga: 2T — 40 = 4a

Extremo: 30 — T = 3(2a)

4 l
..

4kg

z — 2y = constante

Una cuerda anclada al techo rodea la polea mévil y pasa por la fija. Los dos ramales de la polea mévil cambian
de longitud; el extremo libre recorre el doble.
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7.10 Elegir el tiron y contrastar el modelo

Las ecuaciones también permiten estudiar cémo cambia un resultado al modificar el montaje. Al
tirar de una caja hacia arriba, aumentar el &ngulo reduce la normal pero resta componente horizontal
a la fuerza. Esa competencia genera un dngulo éptimo dentro del modelo seco. Obtenerlo permite
explicar el resultado antes de ensayarlo.

PROBLEMA RESUELTO 7.18 - El angulo que reduce el tirén necesario

Una caja de 10kg descansa en un suelo horizontal con ps = 0,5. Se aplica un tirén de médulo
F y dangulo 0 < a < 90° hacia arriba. Encuentra el menor médulo que lleva el contacto al
limite de deslizamiento horizontal.

Resolucion. Mientras hay apoyo, N = 100 N — F'sin a. En el umbral, F'cosa = 0,5N, asi que

50N

F = .
(@) cosa + 0,5sin

Minimizar el cociente exige maximizar su denominador. Es el producto escalar de los vectores
(1,0,5) y (cos a, sin ), el segundo de mdédulo uno. Por la proyeccion, el maximo es /1 + 0,52 =
v/5/2, alcanzado cuando ambos vectores tienen la misma direccién: tan oo = 0,5. Luego

o~ 26,6°, Foin = 20v/5N ~ 44,7N.

En ese dngulo, F;, = 40N, F;, = 20N y N = 80N > 0. El contacto es admisible y F}, = p,N.
El tirén horizontal requeriria 50 N. El valor obtenido es el umbral: para forzar el inicio del
deslizamiento desde el reposo hay que superarlo, aunque sea muy ligeramente, en este modelo
ideal.

Fumbral (N)
80
50 20v/5N
1 a
0 26,6° 70°

Curva del tirén umbral para la caja de 10kg. El minimo aparece en un angulo intermedio.

Medir dos regimenes de un mismo contacto

Usa una caja pequefia, una tabla estable y un dinamémetro de rango adecuado. En una
primera serie, aumenta lentamente un tirén horizontal y registra la lectura maxima anterior
al deslizamiento. En otra, registra la lectura durante un tramo aproximadamente rectilineo y
uniforme. Repite y conserva la dispersion de los datos. Si la cuerda es horizontal y la aceleracion
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Continuaciéon

vertical es nula, N = mg; el primer valor permite estimar us y el segundo uy solo cuando la
aceleracién horizontal es despreciable.

El dinamémetro mide el tirén. Durante una aceleracién, el tirén y la friccién difieren en ma,:
igualarlos alteraria el coeficiente inferido. Anota la inclinacién de la cuerda y las variaciones de
rapidez; examina ademas si la caja vuelca o engancha el borde. Una diferencia entre ensayos
puede senalar cambios de superficie o limites del modelo. Evita cargas elevadas y masas
suspendidas sobre personas.

En un problema de contactos, una solucién numeérica necesita conservar la situaciéon que la produjo:
apoyo con normal no negativa, cuerdas capaces de tirar, y friccion compatible con adherencia o con
el deslizamiento supuesto. Al cambiar una de esas condiciones comienza otro tramo del movimiento.
Esa comprobacién decide hasta dénde las ecuaciones describen la experiencia.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa g = 10m/s? salvo otra indicacién. Las cuerdas y poleas son ideales, las mesas y rampas
estan fijas y los cuerpos no vuelcan. Dibuja los DCL y declara el sentido de cada eje. Comprueba el
régimen del contacto antes de aceptar una aceleracion.

EJERCICIO 7.1 - Masa y campo local

Una pieza de 8kg se lleva de un lugar con g = 10N /kg a otro con g = 3,7 N/kg. Encuentra
ambos pesos y explica qué magnitud se conserva.

EJERCICIO 7.2 - Adherencia por debajo del maximo

Una caja de 4kg reposa sobre mesa con ps = 0,5. Se aplica horizontalmente F' =0, 12 y 20N
en ensayos separados. Encuentra el rozamiento en cada caso y decide cudles admiten reposo.

EJERCICIO 7.3 - El reposo deja de ser posible

En la caja anterior se aplica F' = 26 N. Si ug = 0,3, determina la aceleracién una vez iniciado
el deslizamiento en el sentido del tirén.

EJERCICIO 7.4 - Una frenada completa
Un bloque de 3kg desliza a 8m/s sobre suelo horizontal con pp = 0,2, sin otras fuerzas

horizontales. Calcula el instante de detencién y el recorrido. Explica qué aceleracion tiene
después.
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EJERCICIO 7.5 - La superficie también se mueve

Una caja de 2kg se deposita sin velocidad horizontal sobre una cinta que corre a 3m/s hacia
la derecha, a velocidad constante. Hay pp = 0,25. Encuentra el sentido de la friccion, el tiempo
hasta igualar velocidades y el avance de la caja respecto del suelo; supén que la cinta es
suficientemente larga.

EJERCICIO 7.6 - Un tirdn inclinado

Una caja de 6kg desliza hacia la derecha y recibe un tirén de componentes (18,24) N, con
wi = 0,25. Calcula normal, friccién y aceleracion.

EJERCICIO 7.7 - Presionar contra la mesa

Repite el ejercicio anterior con componentes (18, —24) N. Indica si la caja aumenta o disminuye
su rapidez mientras se mueve hacia la derecha.

EJERCICIO 7.8 - Un apoyo imposible

Un bloque de 2kg estd sobre una mesa sin adhesién. Se le aplica una fuerza vertical de 25 N
hacia arriba. Explica por qué no se puede mantener a, = 0 y encuentra la aceleracion al
separarse.

EJERCICIO 7.9 - Rampa lisa

Un bloque de 5kg se mueve por una rampa lisa con seno 0,6 y coseno 0,8. Encuentra normal y
aceleracion cuesta abajo; si la rampa desciende hacia la derecha, expresa la aceleracion en ejes
horizontal y vertical.

EJERCICIO 7.10 - Angulo de adherencia

Una rampa tiene tan 6 = 0,5 y soporta un bloque de 4kg con us = 0,6. Determina normal y
friccién para el reposo; halla el angulo limite del modelo.

EJERCICIO 7.11 - Deslizamiento descendente

Un bloque de 5kg desciende por una rampa con seno 0,6, coseno 0,8 y ur = 0,25. Entra a
2m/s. {Cudnto tarda en avanzar 4 m?
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EJERCICIO 7.12 - Detenerse y regresar

Un bloque sube a 4m/s por una rampa de 30°, con ux = 0,2 y ps = 0,4. Encuentra el recorrido
ascendente y la aceleracién cuando comienza a bajar. Justifica el cambio de sentido de la
friccion.

EJERCICIO 7.13 - Un intervalo de tirones

Un bloque de 10kg estd en una rampa con seno 0,6, coseno 0,8 y us = 0,5. Encuentra los
valores de una tensién paralela cuesta arriba que admiten reposo. ;Qué friccién se necesita con
tensiones de 40, 60 y 8ON?

EJERCICIO 7.14 - Dos masas colgantes

at

Dos masas de 2 y 3kg estan unidas por cuerda sobre polea fija. Se liberan desde el reposo.

Encuentra aceleracion y tension y comprueba ambas ecuaciones.

EJERCICIO 7.15 - Mesa rugosa y masa colgante

Un bloque A de 6 kg desliza por una mesa hacia la polea, unido a B de 3 kg que desciende. Si
wir = 0,2, encuentra aceleraciéon y tension.

EJERCICIO 7.16 - La masa colgante en equilibrio

El montaje anterior parte del reposo y tiene ps = 0,3; la masa de B es variable. Encuentra su
intervalo admisible para equilibrio. Explica qué dato adicional necesitarias para el movimiento
posterior al superar ese intervalo.

EJERCICIO 7.17 -+ Rampa y cuerpo colgante

A, de 2kg, asciende por una rampa con seno 0,6, coseno 0,8 v pr = 0,25, unido a B de 3kg que

desciende. Encuentra aceleraciéon y tension.

EJERCICIO 7.18 - Dos cuerdas distintas

Sobre mesa lisa se alinean A, B y C de masas 2, 1 y 3kg, unidos consecutivamente. Se tira de
C con 24 N. Encuentra aceleracion, tensiéon AB y tension BC.

EJERCICIO 7.19 -+ Sin deslizar sobre otra caja

A tiene 3kg y estd sobre B de 2kg; el suelo es liso y entre cajas us = 0,5. Se empuja B.

Encuentra la fuerza méxima compatible con movimiento conjunto y la friccion real si se aplican
20 N.
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EJERCICIO 7.20 - Cuando falla la adherencia

En el montaje anterior se aplican 30 N desde el reposo y i = 0,3. Encuentra las aceleraciones
de A y B, e indica hacia dénde desliza A respecto de B.

EJERCICIO 7.21 - Dos ramales y otra relacion de masas

En el montaje de polea mévil del problema resuelto 7.17, la carga y soporte mévil tienen masa
total 6kg y del extremo libre cuelgan 4 kg. Encuentra tensiéon y ambas aceleraciones.

EJERCICIO 7.22 - La tension puede anularse

Dos bloques de 2kg estdn sobre mesa lisa, A a la izquierda de B, unidos por una cuerda flexible
inicialmente tensa. Sobre A se aplica una fuerza de 10N hacia B; B no recibe otras fuerzas
horizontales. Ensaya la hipotesis de aceleracion comiin, explica su fallo y describe el comienzo
del movimiento antes del choque.

EJERCICIO 7.23 - Cambiar ejes sin cambiar el movimiento

Reescribe las ecuaciones del ejercicio 7.14 usando un eje vertical positivo hacia arriba para
ambos cuerpos. Encuentra las componentes de sus aceleraciones y contrasta la tension.

EJERCICIO 7.24 - Elegir un angulo

Una caja de 5kg reposa en suelo horizontal con us = 0,75. Encuentra el angulo y el médulo
minimo del tirén que lleva el contacto al umbral de deslizamiento. Comprueba la normal.

Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 7.1.

El peso se obtiene multiplicando masa por campo local: P, = 8(10) = 80N y P» = 8(3,7) = 29,6 N.
Se conserva la masa de 8kg. El cociente P,/ P; = 0,37 coincide con el de los campos; la pieza conserva
su masa y su peso cambia con el campo gravitatorio.

SOLUCION 7.2.
La normal es 40N y el maximo estatico 20N. Con +x en el sentido del tirén, el equilibrio exige
fs = —F, de donde fs = 0, —12 y —20N. Los tres valores son admisibles; el ultimo estd en el

limite. Asignar 20N a los tres ensayos introduciria una fuerza neta incompatible con el reposo en los

primeros dos.
SOLUCION 7.3.

El reposo exigiria 26 N de friccion, por encima de los 20 N disponibles. Durante el deslizamiento,
fr = 0,3(40) = 12N en sentido opuesto al tirén. Asf a = (26 — 12)/4 = 3,5m/s? hacia el tir6n. Se ha
cambiado de régimen al usar py.
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SOLUCION 7.4.

La normal vale 30 N, la friccién 6 N y la aceleracién durante el avance —6/3 = —2m/s%. De 0 = 8 — 2t
resulta ¢ = 4s. El recorrido es 8(4) — 1(2)(4?) = 16 m. Después permanece quieto con friccién
nula y aceleracién cero; extender la ley de frenado mas alla del primer cero de velocidad cambiaria

indebidamente el sentido del rozamiento.
SOLUCION 7.5.

La caja tiene inicialmente velocidad relativa —3 m/s respecto de la cinta, por lo que la friccién sobre
ella apunta a la derecha. Como N = 20N, fx = 5N y a, = 2,5m/s?. Iguala la velocidad de la
cinta cuando 2,5t = 3, es decir a los 1,2s. Avanza %(2,5)(1,2)2 = 1,8 m respecto del suelo. Desde
entonces puede acompanar la cinta a velocidad constante con friccién nula, en ausencia de otras

fuerzas horizontales.
SOLUCION 7.6.

Verticalmente N + 24 — 60 = 0, luego N = 36 N > 0. La friccién cinética vale 9N hacia la izquierda.

La resultante horizontal es 18 —9 = 9N y a, = 9/6 = 1,5m/s? hacia la derecha.
SOLUCION 7.7.

La componente descendente refuerza el apoyo: N = 60+ 24 = 84 N y fr = 21 N hacia la izquierda.
Por tanto a, = (18 — 21)/6 = —0,5m/s?. La caja, que atin se mueve hacia la derecha, disminuye su
rapidez. El resultado describe ese tramo; al detenerse hara falta analizar el régimen estatico con su

coeficiente correspondiente.
SOLUCION 7.8.

Mantener el apoyo sin aceleracién vertical exigiria N + 25 — 20 = 0, es decir N = —5N. La mesa sin
adhesion solo puede transmitir una normal de compresién. Al perder contacto N = 0; quedan 5N
hacia arriba y ay =5/2 =2,5m/ s2. La ecuacién errénea sirvié para detectar una hipétesis imposible.
SOLUCION 7.9.

La normal es N = 50(0,8) = 40N. El peso tangencial es 50(0,6) = 30N y a = 30/5 = 6m/s*. La
direccién cuesta abajo es (0,8, —0,6), de modo que @ = (4,8, —3,6) m/s%. Su médulo es 6 m/s?, como

debe ser.
SOLUCION 7.10.

De tan = 1/2 se obtiene sinf = 1/v/5 y cosf = 2/4/5. Entonces N = 80/y/5N y el rozamiento
requerido es 40/v/5N cuesta arriba. Su méximo es 48/+/5 N, suficiente para el reposo. El angulo

limite satisface tan 8. = 0,6, de donde 6. ~ 31,0°, mayor que el angulo actual 26,6°.
SOLUCION 7.11.

La normal es 40 N y la friccién 10N cuesta arriba. La aceleraciéon descendente es (30 —10)/5 = 4m /s,
El avance satisface 4 = 2t 4+ 2t% en SI, o t? +t — 2 = 0. Las raices son 1s y —2s; el tiempo posterior

a la entrada es 1s. En ese instante la rapidez es 2+ 4(1) = 6 m/s.
SOLUCION 7.12.

Durante la subida ambas fuerzas tangenciales apuntan cuesta abajo y a = —(5++/3) m/s?, tomando
positivo hacia arriba. El avance hasta detenerse es 16/[2(5 + v/3)]m ~ 1,19 m. El reposo exigiria
tan 30° < 0,4, que es falso. Al comenzar a descender la friccién apunta cuesta arriba, por lo que
la aceleraciéon descendente es 10(sin 30° — 0,2cos30°) = (5 — v/3) m/s? ~ 3,27m/s%. La gravedad

tangencial conserva su direccién; cambia la fricciéon al cambiar el deslizamiento.
SOLUCION 7.13.

La normal vale 80N y el maximo estatico 40 N. Con eje positivo cuesta arriba, f; = 60N — T
la condicién [60N — T < 40N da 20N < T < 100N. Para T" = 40, 60 y 80N, se necesitan
respectivamente +20, 0 y —20 N de fricciéon. Todos admiten reposo; el signo negativo del ltimo
corresponde a friccién cuesta abajo.
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SOLUCION 7.14.

Elegimos positivo hacia arriba para la masa de 2kg y hacia abajo para la de 3kg. La cuerda impone
igual valor a. Las ecuaciones son T — 20 = 2a y 30 — T' = 3a en SI. Al sumarlas 10 = 5a, luego
a=2m/s? y T = 24N. Se comprueban 24 — 20 = 2(2) y 30 — 24 = 3(2); la tensién es positiva y
queda entre ambos pesos.

SOLUCION 7.15.

Sobre A, N = 60N y fi = 12N. Los ejes positivos apuntan hacia la polea y hacia abajo. Las
ecuaciones T — 12 = 6a y 30 — T' = 3a dan 18 = 9a, asi que a = 2m/s?> y T = 24 N. La comprobacién
24 — 12 = 6(2) confirma el DCL de A; 30 — 24 = 3(2) confirma el de B.

SOLUCION 7.16.

En reposo B requiere T' = mpg; A necesita igual médulo de fricciéon con méximo 0,3(6g). Por ello
mp < 1,8kg, con mp > 0. En el extremo superior el contacto estd al limite; con masa mayor el reposo
es incompatible. Para calcular el movimiento posterior se necesita, entre otros datos del modelo, pi.

En el extremo mp = 0 la tensién es nula y no queda garantizada una cuerda positivamente tensa.
SOLUCION 7.17.

Para A, N = 20(0,8) = 16N, fr = 4N cuesta abajo y el peso tangencial es 12N. Con ascenso
positivo para A y descenso positivo para B, T'— 16 = 2a y 30 — T' = 3a. La suma da 14 = 5a, luego
a=28m/s? y T =21,6N. Sustituir en A da 21,6 — 16 = 2(2,8), y en B 30 — 21,6 = 3(2,8).
SOLUCION 7.18.

El sistema tiene masa 6kg y fuerza externa horizontal 24 N: a = 4m/s?. Para A, Tap = 2(4) = 8N.
Para A+B, Tgc = (2+1)(4) = 12N. En B, 12 -8 = 1(4), y en C, 24 — 12 = 3(4). Cada tensién
corresponde a una cuerda distinta y se obtiene de la ecuacién de movimiento del subsistema elegido.
SOLUCION 7.19.

Si no hay deslizamiento, a = F//(3 + 2) = F/5. La friccién requerida sobre A es f; = 3F/5, mientras
su normal es 30N y su limite 15N. De 3F/5 < 15 se obtiene Fy;x = 25N. Con F' = 20N la
aceleracién comin es 4m/s? y la friccién real 12N hacia la derecha sobre A. B recibe su reaccién de

12N hacia la izquierda.
SOLUCION 7.20.

Como 30 > 25N no pueden acompanarse. La friccién cinética entre cajas vale 0,3(30) = 9N.
Sobre A apunta a la derecha y produce ay = 9/3 = 3m/s?. Sobre B apunta a la izquierda:
ag = (30 — 9)/2 = 10,5m/s?. Por tanto a4 —ap = —7,5m/s?: A desliza hacia atrds respecto de B,
aunque ambos comiencen a avanzar hacia la derecha respecto del suelo. El resultado vale antes de

que A alcance el borde.
SOLUCION 7.21.

Sea a hacia arriba para la carga mdvil; la masa libre acelera 2a hacia abajo. Las ecuaciones son
2T — 60 = 6a y 40— T = 4(2a). De la primera T = 30+ 3a; al sustituir, 10 = 11a. Asf a = 10/11m/s?,
Alibre = 20/11m/s? y T = 360/11N. Las fuerzas netas son 60/11 N hacia arriba sobre los 6kg y

80/11 N hacia abajo sobre los 4kg, compatibles con esas aceleraciones.
SOLUCION 7.22.

Una aceleracién comin serfa a = 10/(2 + 2) = 2,5m/s?. Pero sobre B la cuerda solo podria tirar
hacia la izquierda; con derecha positiva, —1T = 2a exigiria T'= —5N. Una cuerda flexible transmite
traccion. Comienza a aflojarse: antes del choque A acelera 10/2 = 5m/s? hacia B y B permanece sin

aceleracién horizontal. Si ambos partian del reposo, B sigue quieto durante ese intervalo.
SOLUCION 7.23.

Con ambos ejes hacia arriba, las ecuaciones son T'— 20 = 2a4 y T — 30 = 3ap. La longitud
constante impone a4 + ag = 0. Sustituir ag = —a4 y restar las ecuaciones produce 10 = 5a 4. Luego
as=+2m/s?, ap = —2m/s? y T = 24 N. Los signos de las componentes cambiaron respecto de la
elecciéon con dos positivos opuestos; los movimientos y la tensién coinciden.
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SOLUCION 7.24.

El umbral satisface F'cosa = 0,75(50N — F'sina), de donde F' = 37,5N/(cosa + 0,75sin ). El
denominador alcanza su méaximo /1 + 0,752 = 1,25 cuando tana = 0,75, es decir o ~ 36,9°. Asi
Fim = 30N. Con seno 0,6 y coseno 0,8, sus componentes son (24,18) Ny N =50 — 18 = 32N. Se
verifica 0,75N = 24N y el apoyo es posible. Es el valor limite, que debe superarse para imponer el
inicio del deslizamiento ideal.

Diagnoéstico de salida

Un bloque de 4 kg sobre mesa horizontal est4 unido mediante cuerda y polea fijas ideales a otro
de 2kg colgante. Ambos parten del reposo; sobre la mesa pus = 0,6 y pux = 0,25. Decide si se mueven.
Después, en un segundo ensayo, aumenta la masa colgante a 3kg. Dibuja los DCL, determina el
movimiento inicial y explica qué cambia si empleas vertical positiva hacia arriba para la masa
colgante.

Contraste después del intento. En el primer ensayo el reposo requiere T'= f, = 20N y el
limite es 0,6(40) = 24 N; permanecen quietos. En el segundo se necesitarian 30 N, asi que el reposo
falla. Al deslizar, f; = 10N y las ecuaciones son T — 10 = 4a, 30 — T = 3a, con a = 20/7m/s?
y T = 150/7N. Si el eje vertical apunta hacia arriba, su componente es ag = —20/7m/s? y se
escribe T'— 30 = 3ap. La tension conserva su valor. Para revisar la elecciéon del régimen vuelve a la
seccién 7.2; para la relacion de aceleraciones, a la seccién 7.7.

Lecturas de apoyo

H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, serie Sears—Zemansky, 12.?
edicion, Pearson Educacion, 2009: capitulo 5, aplicaciones de las leyes de Newton y fuerzas de
friccién.

R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.* edicién, Cengage Learning, 2012:
capitulo 4, cuerpos unidos y fricciéon. Los ejemplos, soluciones y dibujos del presente capitulo son
desarrollos originales.
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Una caja puede recorrer varios metros mientras
distintas fuerzas tiran de ella, la frenan o sostienen
su peso. El balance de trabajo y energia permite
conocer la rapidez final a partir de las transferencias
durante el recorrido. Podemos preguntar cuénto
aporta cada fuerza durante el recorrido y relacionar
ese aporte con el cambio de rapidez.

La idea de trabajo permite hacer ese balance. De
ella surgirdan la energia cinética, las energias po-
tenciales gravitatoria y eldstica y las condiciones
para conservar su suma. FEl tiempo reaparecera al
estudiar potencia: dos maquinas pueden transferir
la misma energia y hacerlo a ritmos muy distin-
tos. Mantendremos a la vista el sistema elegido, las
fuerzas incluidas y los limites de cada modelo.
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8.1 Una fuerza actiia a lo largo de un desplazamiento

Al sostener una caja inmévil podemos cansarnos aunque su posicién no cambie. El esfuerzo
fisiologico involucra procesos internos del cuerpo; para describir la transferencia mecénica mediante
la fuerza sobre la caja necesitamos ademés un desplazamiento. También importa su direccién: una
fuerza perpendicular al movimiento puede desviarlo sin aumentar su rapidez.

Para una particula sometida a una fuerza constante ﬁ, definimos el trabajo de esa fuerza entre
dos posiciones mediante el producto escalar introducido en el capitulo 2:

Wp = F - A7 = F|AF cos o (8.1)

El d4ngulo « se mide entre la fuerza y el desplazamiento. La proyeccién de la fuerza sobre este
ultimo determina el signo: positivo si favorece ese desplazamiento, negativo si se opone y cero si es
perpendicular. El trabajo es escalar, medido en joules: 1J = 1 Nm = 1kgm?/s2. Su signo se conserva
al girar los ejes y puede cambiar al elegir otra referencia que atribuya al cuerpo un desplazamiento
distinto.

PROBLEMA RESUELTO 8.1 - Solo contribuye la componente paralela

Una fuerza constante de 20 N forma 60° sobre la horizontal y actia sobre una caja que avanza
3m horizontalmente. Calcula su trabajo.

Resolucion. La proyeccién horizontal de la fuerza es 20N
20cos60° = 10N. Como el desplazamiento no tiene )

componente vertical, }
60°

Wr = (20)(3) cos60° J = 30J. > Az

Multiplicar solo los médulos daria 60J e ignoraria la  La fuerza se proyecta sobre el
direccién. La componente vertical puede modificar el ~ desplazamiento horizontal. El trabajo es
apoyo, como vimos en el capitulo 7, aunque su trabajo FzAz.

en este recorrido horizontal sea cero.

Para una fuerza constante, la expresiéon depende del desplazamiento entre extremos, incluso si
la trayectoria intermedia es curva. La férmula W = F's con s igual a la longitud recorrida exige
una situacién mas particular: fuerza de moédulo constante que acompana en cada punto la direccién
v el sentido del avance. Para la friccién cinética sobre una superficie fija, el signo es opuesto y el
trabajo vale — frs cuando fi es constante. La fuerza cambia de direccion si cambia la direccién del
deslizamiento.
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PROBLEMA RESUELTO 8.2 - Subir a rapidez constante también requiere
trabajo

Se eleva una caja de 4kg una altura de 2m con rapidez constante. Sin resistencia del aire,
encuentra los trabajos del cable y del peso, y el trabajo neto sobre la caja.

Resolucion. La aceleracion es cero: la tensién tiene médulo T = mg = 40N. Su trabajo
es Wpr = 40(2) = 80J, positivo porque tensién y desplazamiento apuntan hacia arriba. El
peso realiza W, = —40(2) = —80J. Por tanto Wy, = 0. Los trabajos de las dos fuerzas se
compensan y mantienen constante la energia cinética. Si elegimos el sistema caja—Tierra, los
80 J aportados por el cable aumentan la energia potencial gravitatoria que definiremos mas
adelante.

Fuerza Trabajo Efecto en el balance

Cable +80J Aporta energia
Peso —80J Compensa el aporte
Suma 0J AK =0

Balance de trabajos sobre la caja. El ascenso a rapidez constante tiene trabajo neto nulo.

8.2 Del trabajo neto a la energia cinética

Para descubrir qué mide el trabajo neto, volvamos a una particula de masa constante m en una
referencia inercial. La segunda ley da Fyeta = m dv//dt. Durante un intervalo pequetio, dif = v'dt. Al
multiplicar escalarmente ambas expresiones,

Foa - dF = m™ -5t = d(ymv- 7).

La tltima igualdad procede de derivar o'~ & = v2 + vz por componentes. Nos lleva a definir la energia
cinética K = %mv2, donde v = |¥] es la rapidez. Al acumular a lo largo del movimiento obtenemos
el teorema
Wheto = »_ Wi = Kjy — K; = AK. (8.2)
7

Esta deduccion vale también con fuerzas variables y trayectorias curvas; en la préxima seccién
precisaremos la acumulaciéon como integral. Supone masa constante y una referencia inercial. Aplicado
a un cuerpo extenso, el modelo de particula describe su traslacién y deja fuera rotaciéon y deformacion,
cuyos balances requeririan otras contribuciones.

La energia cinética es no negativa y depende de la referencia. Duplicar la rapidez cuadruplica
K; invertir la direccién de la velocidad conservando su moédulo deja K igual. Por ello el balance
energético puede determinar una rapidez sin determinar la direccién, el tiempo transcurrido ni la
forma de la trayectoria. Esos datos requieren informacién adicional.
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PROBLEMA RESUELTO 8.3 - El trabajo que cambia una rapidez

Una particula de 3kg pasa de rapidez 2m/s a 6 m/s. ;Qué trabajo neto recibe? ;Cuénto trabajo
recibiria en el cambio inverso?

Resolucidn. Sus energfas son K; = £(3)(22) = 6J y Ky = (3)(6) = 54 J. El trabajo neto es
48 J. En el cambio inverso seria —48 J. El signo describe el cambio de energia cinética. Para
repartir esos 48 J entre las fuerzas necesitamos identificar las interacciones presentes.

Estado Rapidez Energia cinética

Inicial 2m/s 6J
Final 6m/s 54]

El trabajo neto es la diferencia: 54 — 6 = 48 J. La energia depende del cuadrado de la rapidez.

PROBLEMA RESUELTO 8.4 - Separar el tiron de la resultante

Una caja de 5kg desliza 4 m por una mesa horizontal. Parte a 2m/s hacia la derecha y recibe
un tirén horizontal constante de 30N en ese sentido. Si ur = 0,2, encuentra su rapidez final.
Resolucion. La normal es 50 N y el rozamiento cinético 10 N hacia la izquierda. Peso y normal
realizan trabajo nulo porque son perpendiculares al recorrido. El tirén aporta 120J y el
rozamiento —40J: Wieto = 80J. Como K; = 10 J,

2K
Ky =901, vf = —f—Gm/s.
V' m

Usar solo los 120 J del tir6n como cambio cinético contaria como aceleracién una energia que
el contacto ha transferido a otros grados de libertad. Podemos comprobar el resultado con
Newton: a; = (30 — 10)/5 = 4m/s* y v} = 2> 4 2(4)(4) = 36 m?/s°.

q Weto = 80
ﬁ Wy =120J

Balance de trabajos

Wi =—40]

K, =10 — K;=90J

Las longitudes representan mddulos con escala comun; la barra resistente apunta en sentido de trabajo negativo.
La suma determina el incremento cinético.
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8.3 Acumular el trabajo de una fuerza variable

Si la fuerza varia, dividimos la trayectoria en desplazamientos pequenios y sumamos los productos
escalares de fuerza y desplazamiento. El limite de esa suma define

WF:/ Far (8.3)
C

La letra C senala la trayectoria concreta. Parametrizada por el tiempo, la misma expresiéon es

fttif F(t) - #(t) dt. En una trayectoria sobre el eje &, queda Wy = [*f F,(z) dz. El capitulo 3 ensefié

;
a interpretar estas integrales como acumulaciones con signo: las zonas bajo el eje restan trabajo y, si

se invierte el recorrido, también se invierten los limites.

Una grafica fuerza—posicién permite asi leer trabajo en sus areas. Una grafica fuerza—tiempo
permite leer impulso, como vimos en el capitulo 6. Las bases tienen unidades distintas: N m para
trabajo y Ns para impulso. Un area geométricamente parecida puede representar magnitudes fisicas
diferentes.

PROBLEMA RESUELTO 8.5 - Una fuerza que primero frena y luego ayuda

Un carro de 2kg avanza por una pista recta y recibe una fuerza neta F,(x) = (6 N/m)z — 2N.
En z = 0 tiene velocidad +1m/s. Halla el trabajo hasta x = 3m y comprueba que puede
alcanzar ese punto.
Resolucion. En SI,

3
Wooys = / (6x — 2) dx = [32? — 223 = 21J.
0

La energifa inicial es 1J; en una posicién intermedia, K(z) = 1J + (3N/m)z? — (2N)z. Su
minimo ocurre donde F, =0, en x = 1/3m, y vale 2/3J > 0. El carro atraviesa toda la regién
de fuerza negativa con energia cinética positiva. Finalmente K; = 22J y vy = v22m/s. Para
interpretar el balance entre extremos debemos comprobar que la energia cinética permita llegar
a la posicion final.

F, (N)

16 === ===mmmmmmmmm o m

W=

z (m)

oo [N

o

El 4rea inicial negativa resta 1/3 J; la positiva aporta 64/3 J. Su suma es 21 J.
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PROBLEMA RESUELTO 8.6 - Trabajo a partir de una grafica

La fuerza neta sobre un movil de 3 kg depende de su posicion: crece linealmente de cero a 6 N
entre z = 0 y 2m, permanece en 6 N hasta 4m y baja linealmente a cero en 6m. En z = 0
lleva rapidez 2m/s hacia la derecha. Encuentra la rapidez al alcanzar 6 m.

Resolucion. Los tres tramos aportan las areas de dos tridangulos y un rectangulo: 6 + 12 4+ 6 =
24J. La energfa cinética inicial es $(3)(2%) = 6J y la final 30J. Por ello %(3)11]% =30Jy
v = 2v/5m/s ~ 4,47m/s. Toda la fuerza es no negativa durante el avance, asi que la energia
cinética nunca baja de su valor inicial y el carro puede recorrer el tramo. El drea de 24J

representa el incremento que debemos sumar a la energia cinética inicial.

F, (N)

12J
6J 6J

x (m)

Tres areas acumulan 24 J de trabajo. La energia inicial de 6 J se afiade para obtener la energia final.

8.4 Cambiar la direccion sin cambiar la energia cinética

La igualdad Whyeto = 0 entre dos instantes solo asegura igual energia cinética en los extremos. Si
el trabajo acumulado es nulo en cada subtramo, la rapidez permanece constante durante todo el
recorrido. Esto ocurre cuando la resultante es perpendicular a la velocidad en todo instante. La
aceleracién puede entonces cambiar la direcciéon de ¢ aunque no cambie su moédulo.
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PROBLEMA RESUELTO 8.7 - La tension sostiene un giro sin aportar energia
cinética

Un disco de 2kg gira a 3m/s sobre una mesa lisa, unido a un punto fijo por cuerda de 1m.
Calcula tensién y trabajo de esa tensién en media vuelta.

Resolucion. Peso y normal se equilibran. La tensién 7
aporta la resultante radial:

T =mv®/R = 18N. R=1m

Cada desplazamiento infinitesimal es tangente al circulo
y perpendicular a la tensién. Por tanto W = [ T-di =
0. La energia cinética sigue siendo 9J. La fuerza neta
produce la aceleracién centripeta que cambia continua-
mente la direccién de la velocidad. El resultado usa un
punto de anclaje fijo y radio constante.

Vista superior. Tensién radial y velocidad
tangencial son perpendiculares; el trabajo
instantaneo de tension es cero.

Una normal sobre una pista fija y lisa también puede guiar el movimiento sin realizar trabajo,
porque es perpendicular al desplazamiento permitido. Con una superficie mévil, esa conclusién deja
de estar garantizada. El trabajo depende del desplazamiento en la referencia elegida; la palabra
normal, por si sola, solo describe una direccién respecto de la superficie.

8.5 La gravedad y la elecciéon de una energia potencial

En un campo gravitatorio uniforme con eje y positivo hacia arriba, P= (0, —mg). A lo largo de
cualquier trayectoria entre A y B,

Wy = /0me dy = mg(ya — yn).

Solo intervienen las alturas inicial y final. Podemos guardar esa informacién en una funcién de
posicién Uy(y) = mg(y — yo), de modo que

W, = —AU,. (8.4)

El nivel yg fija el cero de energia potencial. Cambiarlo afiade la misma constante a los valores inicial
y final y deja intacto AU,. Una energia potencial negativa es admisible; indica una posicién respecto
del cero elegido.

La energia potencial gravitatoria corresponde a la interacciéon cuerpo—Tierra. Hablar de la energia
potencial de la caja es una abreviatura 1til cuando la Tierra se considera fija y su campo dado. Al
formular un balance hay que decidir si describiremos la gravedad mediante su trabajo sobre la caja
o mediante el cambio de energia potencial del sistema caja—Tierra. Incluir ambas contribuciones
simultaneamente duplicaria la misma interaccion.
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PROBLEMA RESUELTO 8.8 - Dos caminos y dos ceros de altura

Una caja de 2kg pasa de altura 3m a 1 m. Compara el trabajo gravitatorio por una bajada
directa y por una rampa mas larga. Calcula ademas sus energias potenciales tomando el cero
primero en el suelo y después a 4m.

Resolucion. En ambos caminos W, = 20(3 — 1) = 40J. Con cero en el suelo, U; = 60J y
Uy = 20J. Con cero a 4m, U] = —20J y U; = —60J. En los dos casos AU = —40J y se
verifica W, = —AU. El trabajo gravitatorio conserva su valor aunque la rampa sea més larga.
Si hubiese friccién, su trabajo si dependeria del camino y de las condiciones del contacto.

Cero elegido (U;,Uy) Diferencia

Suelo (60,20) J —-40J
Altura 4m (—20,-60)J —40J

La diferencia de potencial y el trabajo gravitatorio son independientes del cero elegido y del camino.

8.6 Resortes y fuerzas conservativas

Un resorte ideal de constante k > 0 ejerce, sobre un cuerpo unido a su extremo, F, = —kx, donde
2 mide la deformacién respecto de la longitud natural. El signo expresa la restitucién: se opone al
alargamiento positivo y a la compresion negativa. La ley de Hooke aproxima el comportamiento de
un resorte en su rango elastico; fuera de él puede dejar de ser valida.

Su trabajo entre deformaciones z; y xs es
Ty
W, = / —kwdy = — (3ka} - Jkat).
i

Definimos U, = %ka, con cero en la longitud natural, y obtenemos nuevamente W, = —AU..
Tanto comprimir como estirar almacena energia positiva con esta eleccion del cero. Las unidades lo
confirman: (N/m)(m?) = J.

Una fuerza estacionaria es conservativa en una region cuando admite una energia potencial U tal
que, para cualquier trayectoria admisible de A a B, su trabajo es Wy _,p = U(A) —U(B). Por eso, los
distintos caminos entre los mismos extremos producen el mismo trabajo. En una coordenada y donde
U sea derivable, F, = —dU/dx. La gravedad uniforme y el resorte ideal cumplen esta condicion.
La friccion cinética puede realizar trabajo negativo en cada tramo de ida y vuelta; su acumulacion
depende del recorrido y del régimen de contacto.
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PROBLEMA RESUELTO 8.9 - El trabajo para estirar un resorte

Un resorte de 100 N/m pasa lentamente de deformacién 0,20 m a 0,50 m. La variacién de energia
cinética es despreciable. Calcula el trabajo del agente que lo estira y el del resorte sobre el
extremo movil.

Resolucion. La fuerza del agente se ajusta aproximadamente a kx, opuesta a la del resorte.
La energia elastica pasa de U; = %(100)(0,2)2 = 2Ja Uy =12,5J. El agente aporta 10,5J
y el resorte realiza —10,5J sobre el extremo. El mismo resultado se obtiene integrando kx
entre ambas deformaciones. Multiplicar la fuerza final 50 N por el avance 0,30 m daria 15J y
sobreestimaria el trabajo de este tirén variable.

Fagente (N)

T R RGREEEEEE

El trabajo del agente es el drea del trapecio entre deformaciones. La recta F' = kx corresponde al estiramiento
lento.

8.7 Conservar la energia mecanica con hipétesis explicitas

Al separar las fuerzas conservativas de las restantes, el teorema trabajo—energia toma la forma
AK = —AU + Wiiras. Por tanto,

AElrnec = A(K + U) - Wotras- (85)

La suma U incluye las interacciones conservativas que decidimos representar como potenciales. El
término W,as retine los trabajos de las fuerzas restantes, después de incorporar en U las interacciones
conservativas elegidas. Si ese término es cero, K + U se conserva entre los estados considerados. Para
que sea constante a lo largo de todo el movimiento, debe anularse en cada subtramo.

La energia mecanica puede conservarse bajo la accion de fuerzas conservativas. Un resorte puede
cambiar intensamente la rapidez y la gravedad puede acelerar una caida mientras K + U permanece
constante. La energia pasa entre las formas incluidas en el balance. Si una interaccion transfiere
energia a deformaciones irreversibles, vibraciones o calentamiento, conservar solo la suma mecanica
dejaria fuera parte del proceso.
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PROBLEMA RESUELTO 8.10 - Liberar una compresion

Un bloque de 2kg estd en reposo contra un resorte de 200 N/m comprimido 0,30 m sobre mesa
lisa. No estd unido al resorte. ;Con qué rapidez lo abandona al recuperar este su longitud
natural?

—

Resolucion. El sistema bloque-resorte conserva su ener-

, Y . . 0 2. o0 o0 0 v
gia mecanica en la aproximacién ideal. La energia inicial W
es $(200)(0,3)? = 9J, toda eldstica. En la longitud na- ——

9J elésticos
tural U, = 0, de modo que — 9J cinéticos

(2)1)2 =9, v=3 rn/s. El resorte empuja durante la
descompresion. En la longitud natural

El resorte deja de empujar al bloque alli. Al recuperar el eouiglio eow el Inloge mo iy,

su longitud natural, el resorte pierde el contacto con el
bloque, que contintda su movimiento libre. Sobre la mesa
lisa continuara con esa velocidad.

PROBLEMA RESUELTO 8.11 - Una rapidez y dos direcciones posibles

Una pelota se lanza con componentes iniciales (6,8) m/s desde y = 0, sin resistencia del aire.
Encuentra su rapidez cuando pasa por y = 3m y determina las dos velocidades posibles.
Resolucion. La rapidez inicial es 10m/s. Dividir la conservacién de K + U, entre m da
v2/2+ gy =13/2. En y = 3m,

v? =100 — 2(10)(3) =40m?/s?, v =2v10m/s.

La componente horizontal permanece en 6 m/s. Asi 1)5 =40 — 36 = 4m?/s? y las velocidades
son (6,+2)m/s al subir y (6, —2)m/s al bajar. La altura méxima es 82/(2g) = 3,2m: ambas
visitas existen. La energia sola dio el médulo; la informacion cinematica permitié reconstruir
las componentes.

—~

k=
[\

~

En los dos pasos por la misma altura la rapidez coincide; la componente vertical cambia de signo. Velocidades
en m/s.
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8.8 El balance cuando hay rozamiento

Para un bloque que desliza sobre una rampa fija, el rozamiento cinético realiza Wy = — [ fi, ds.
Con coeficiente y normal constantes, Wy = —upNs. Si ya hemos incluido la gravedad en Uy, la
ecuacion es A(K + Uy) = —ppNs. La longitud s mide el recorrido sobre la superficie; la pérdida de
altura es su proyeccién vertical.

La disminucién de energia mecanica corresponde a una transferencia hacia otras formas de energia.
Al ampliar el sistema al bloque, la superficie y la Tierra, aparecen aumentos de energia interna
y posibles transferencias al entorno. En el modelo de deslizamiento seco sobre una superficie fija,
con otras transferencias despreciables, representaremos el aumento interno total por AFEi,; = fis.
Determinar qué fraccion calienta cada cuerpo requiere informacion adicional. Para una superficie
moévil o un contacto con deformaciones importantes habria que estudiar también el movimiento y las
transferencias de esa superficie; identificar automaticamente trabajo negativo e incremento térmico
del bloque seria insuficiente.

PROBLEMA RESUELTO 8.12 - La altura perdida y el camino rugoso

Un bloque de 4 kg parte del reposo y desciende 5 m por una rampa fija de 30°, con g = 0,2.
Se supone que el contacto permite iniciar el deslizamiento al soltarlo. Halla la rapidez final y la
energia mecanica transferida a formas internas.

Resolucion. La pérdida de altura es h = 5sin 30° = 2,5 m; el potencial disminuye mgh = 100 J.
La normal es mg cos 30° = 20v/3 N y la friccién tiene médulo 4v/3 N. Su trabajo a lo largo de
la rampa vale —20+/3 J. Por tanto,

Ky =100 — 20V/3J, vf = 1/50 — 10v/3m/s =~ 5,72m/s.

La energia mecénica disminuye 20/3J ~ 34,6 J. Bajo las hipétesis del balance ampliado, esa
cantidad aumenta la energia interna total de bloque y rampa. Usar 2,5 m como recorrido de
friccién daria la mitad del trabajo resistente real.

Kf A-Eint
100 —20v/3J  + 2037
100 J disponibles

Energia

El potencial perdido se reparte entre energia cinética y aumento interno total en el modelo adoptado. Barras
con escala comun.
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PROBLEMA RESUELTO 8.13 -+ Comprimir un resorte mientras actia la

friccion

Un bloque de 2kg avanza a 4m/s por suelo horizontal y llega a un resorte sin deformar
de 100 N/m. Desde el contacto comienza a comprimirlo; p; = 0,25. Encuentra la primera

compresién maxima.

Resolucion. La energia cinética al tocar el resorte es 16 J

y la friccién durante la compresién vale 0,25(20) = 5 N.

Sea x > 0 la compresién. En la primera detencién,
16J = 1(100N/m)a? + (5N)z.

En SI resulta 5022 + 5z — 16 = 0. Las raices son =
(—1++/129)/20 m. La compresién fisicamente admisible
es x = (V129 — 1)/20m ~ 0,518 m. La otra raiz es
negativa y no corresponde al tramo considerado. En
esa posicion K = 0, pero decidir si el bloque regresa
requiere examinar el rozamiento estatico y el vinculo con
el resorte. Después de una detencién debemos examinar
las fuerzas y las condiciones de contacto para determinar
cémo contintia el movimiento.

Energia

La curva suma energia eldstica y

transferencia por friccién desde el
contacto. Su cruce con 16 J fija la
primera detencion.
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PROBLEMA RESUELTO 8.14 - La energia de dos cuerpos vinculados

Un bloque A de 4 kg desliza por mesa hacia una polea fija ideal, unido mediante cuerda ideal a
B de 2kg que desciende. Parten del reposo; entre A y mesa us = 0,40 v pux = 0,25. B puede
bajar al liberarse el sistema porque su peso, 20 N, supera el rozamiento estatico maximo, 16 N.
Calcula la rapidez comtn después de que B descienda 1,2 m.

Resolucion. La cuerda impone iguales recorridos y rapidez. La energia potencial perdida por B
es 2(10)(1,2) = 24J. La normal de A vale 40N y la friccién 10N, cuyo trabajo es —12J. La
energia cinética final total es

fd+2n?=24-12=12J, v=2m/s

Los trabajos de tensién sobre A y B se cancelan al sumar sus balances: son +7T's y —T's, porque
la cuerda y polea ideales tienen tensién comun y los recorridos son iguales. Las fuerzas sobre
los dos cuerpos tienen direcciones distintas; la cancelacion de sus trabajos se justifica por esos
productos escalares y el vinculo. La comprobacién dindmica da a = (20 — 10)/6 = 5/3m/s? y
v? = 2a(1,2) = 4m?/s%.

—AU, =24]
Wy =—127]

Kas+Kp=12J]

El vinculo da igual rapidez y recorrido. Las dos masas participan en la energia cinética total; solo B cambia su
altura.

8.9 Potencia y rendimiento

Para conocer la duracién del proceso necesitamos informacion sobre el movimiento o la potencia.
Para describir el ritmo de transferencia definimos la potencia media P = W/At y, cuando existe la
derivada, la potencia instantanea

Aqui ¥ es la velocidad de la particula sobre la que actia la fuerza, en la misma referencia usada para
calcular el trabajo. Una potencia negativa representa un aporte negativo de trabajo de esa fuerza al
balance. El cambio de energia cinética depende de la suma de los aportes: para una particula de
masa constante en una referencia inercial, >, P; = dK/dt, como en el balance de trabajos de r8-4. Su
unidad SI es el watt, 1 W = 1.J/s. Un kilowatt-hora es una unidad de energia: 1kWh = 3,6 x 106 J.

El rendimiento 7 = Eyti1/ Eentrada COmMpara, para un mismo proceso y limites de sistema definidos,
la energia til obtenida con la suministrada. Para una maquina que recibe energia durante un
intervalo sin consumir reservas internas previas, 0 < n < 1. Si las potencias son constantes puede
escribirse 1 = Phtil/ Pentrada- Las energias que no aparecen como salida ttil siguen en el balance, por
ejemplo como calentamiento, ruido o energia almacenada.
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PROBLEMA RESUELTO 8.15 - Igual trabajo y distinto ritmo

Un elevador idealizado sube una carga de 50 kg una altura de 6 m en 10s, con igual rapidez
inicial y final. Su rendimiento global para esa elevacién es 75 %. Halla energia 1til, potencia
util media y energia y potencia media de entrada.

Resolucion. El aumento de potencial es 50(10)(6) = 3000 J y la variacién cinética es cero. La
potencia 1til media vale 3000/10 = 300 W. Con n = 0,75,

FEentrada = 3000/0,75 = 4000 J, Pentrada = 400 W.

Los 1000 J restantes corresponden a otras transferencias o cambios internos del equipo y su
entorno. Hacer la misma elevacion en la mitad del tiempo duplicaria la potencia 1til media sin
cambiar los 3000 J ttiles, si se conservan las condiciones indicadas.

n="1%

3000 J utiles

Entrada

1000 J restantes

Balance de energia durante los 10s del proceso. Dividir cada transferencia por ese tiempo da sus potencias
medias.
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PROBLEMA RESUELTO 8.16 - La potencia aumenta aunque la fuerza sea
constante

Un carro de 2kg sobre pista lisa parte del reposo y recibe una fuerza horizontal constante de
4N durante 3s. Calcula la potencia instantanea al final y la potencia media en el intervalo.

Resolucion. La aceleracién es 2m/s?, de modo que v(t) = (2m/s?)t y P(t) = Fo(t) = (8 W/s)t.

A los 3s la potencia instanténea es 24 W. El avance es %(2)(32) = 9m, el trabajo 36J y
la potencia media 12 W. También se obtiene integrando la grafica potencia-tiempo: su area
triangular es 36 J. La fuerza constante hace mas trabajo por segundo cuando el carro recorre

mas distancia por segundo.

P (W)

e

36J

t (s)

El 4rea potencia—tiempo es trabajo. La potencia media de 12 W es la mitad de la potencia final en este crecimiento
lineal.
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PROBLEMA RESUELTO 8.17 - Potencia constante con fuerza decreciente

Un mévil de 4kg avanza inicialmente a 5m/s por una pista lisa. Un motor le suministra
potencia mecanica constante de 50 W, mediante una fuerza paralela a la velocidad, durante 3s.
Encuentra la rapidez final y las fuerzas inicial y final.

Resolucién. El motor aporta 50(3) = 150J. La energfa inicial es 1(4)(5%) = 50J, luego
Ky =200J y vy = 10m/s. Como P = Fv, la fuerza pasa de 50/5 = 10N a 50/10 = 5N.
Durante el intervalo,

o(t) = /25 m2/s? + (25 m2/sd)t.

La aceleracién y la fuerza disminuyen mientras la potencia permanece constante. El modelo
se inicia con velocidad no nula; una potencia positiva constante desde reposo exacto exigiria
F =P /v sin limite al inicio, por encima de la capacidad de un motor real.

F (N)

10

t (s)

La fuerza necesaria disminuye de 10 a 5N conforme aumenta la rapidez, mientras su producto permanece
constante.

8.10 Qué estados permite un balance de energia

Conocer la energia mecanica FE de una particula que se mueve en una coordenada bajo una fuerza
conservativa permite escribir K (x) = £ — U(z). Como K > 0, solo son accesibles posiciones donde
U(x) < E. Aun asi, puede haber varias regiones permitidas separadas por una barrera. Un cuerpo
no pasa de una a otra si entre ellas tendria que adquirir energia cinética negativa.

Donde E = U, la rapidez es cero. Para decidir qué ocurre después hay que mirar la fuerza —dU/dz
y las condiciones del contacto. Un minimo de U corresponde, cuando es suave, a fuerza nula y puede
ser un equilibrio estable; una detencién sobre una pendiente de U tiene fuerza no nula y normalmente
precede a un retorno. Los siguientes conceptos de oscilacién podran desarrollarse a partir de esta
diferencia.
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PROBLEMA RESUELTO 8.18 -+ Una rapidez formal al otro lado de una

barrera

Una particula de 2kg se mueve en una coordenada 0 < x < 4m con potencial U(x) =
(4N)z — (1N/m)z2. Parte de z = 0 hacia la derecha con energfa cinética 3J. ;Puede alcanzar
x = 4m conservando su energia?

Resolucion. La energia total es E = 3J. Como U(4m) = 0, un balance solo entre extremos
produciria Ky = 3J. Pero el potencial alcanza 4J en x = 2m, por encima de la energia
disponible. Las igualdades U(z) = 3J dan, en SI, 42 — 2? = 3 y raices = 1m y 3m.

La particula llega primero a x = 1 m, donde se detiene. Alli F, = —dU/dz = —4N+(2N/m)z =
—2 N: acelera hacia la izquierda y retorna. El intervalo 1 < z < 3m estd prohibido para esa
energia; la regiéon permitida x > 3m queda desconectada de su estado inicial. La conservacion
de energia debe cumplirse a lo largo del recorrido completo, ademéas de en los extremos.

barrera

z (m)

La zona sombreada tiene U > FE y exigiria energia cinética negativa. La particula que llega desde la izquierda
retorna en x = 1 m.

De una rapidez medida a un balance comprobable

Usa un carro ligero, una rampa pequena y estable, una regla y una grabacion fija que permita
estimar la rapidez al pie. Mide la diferencia de altura del centro de masa entre los estados
escogidos. El modelo de particula sin pérdidas predice vj% — v? = 2gh. Repite con varias alturas
y compara, conservando la dispersion de las mediciones.

Las ruedas almacenan energia de rotaciéon, omitida en ese modelo; interpretar una rapidez
menor exige estimar también esa contribucién. También influyen la resistencia del aire, las
irregularidades, el error al medir alturas y el procedimiento de liberacion. Un bloque que desliza
permite otro modelo, pero introduce rozamiento. La experiencia permite contrastar un balance
con hipotesis identificadas y evaluar las transferencias de energia pertinentes.
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Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa g = 10m/s?, masas constantes y referencia inercial del suelo, salvo indicacién contraria. Los
cuerpos se modelan como particulas. Distingue trabajos individuales de trabajo neto y declara qué
interacciones incluyes como energia potencial.

EJERCICIO 8.1 -+ Un trabajo oblicuo

Una fuerza constante de 30 N forma 60° con un desplazamiento de 4m. Calcula su trabajo y el
que haria la misma fuerza si el desplazamiento tuviera sentido opuesto.

EJERCICIO 8.2 - Una fuerza perpendicular

Un disco se mueve horizontalmente sobre mesa fija lisa. Explica el trabajo de peso y normal.
.Se sigue de ello que cada una de esas fuerzas sea nula?

EJERCICIO 8.3 - Elevacién uniforme

Una caja de 6 kg sube 3m a rapidez constante, sin aire. Calcula trabajos de tensién y peso y el
trabajo neto.

EJERCICIO 8.4 - Rapidez y energia cinética

Una particula de 4kg pasa de 3 a 5m/s. Encuentra el trabajo neto. ;Qué energia cinética
tendrfa a —5m/s en un movimiento rectilineo?

EJERCICIO 8.5 -+ Tirén y rozamiento

Una caja de 4kg parte a 2m/s y avanza 3 m horizontalmente, con tirén de 24 N hacia el avance
v pr = 0,2. Encuentra trabajos y rapidez final.

EJERCICIO 8.6 - Una fuerza dependiente de la posicién

Un carro de 2kg avanza desde = 0 con v; = 2m/s. La fuerza neta es F, = (4N/m)x — 2N.
Calcula trabajo y rapidez en = 2m y comprueba que puede llegar.

EJERCICIO 8.7 -+ Un area con signo

Entre x = 0 y 2m la fuerza neta es +4 N; entre 2 y 5m es —2N. Un movil de 1kg entra en
x = 0 con rapidez 2m/s hacia la derecha. Halla el trabajo total y la rapidez final.
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EJERCICIO 8.8 - Fuerza no nula, trabajo nulo

Un disco de 1kg gira a 4m/s sobre mesa lisa, con cuerda de radio 2m anclada en un punto
fijo. Encuentra tensién y trabajo de tensién en una vuelta.

EJERCICIO 8.9 - La gravedad depende de los extremos

Una caja de 3kg pasa de altura 5m a 2m. Halla el trabajo de gravedad por dos caminos
cualesquiera y las energias potenciales tomando cero a 4m.

EJERCICIO 8.10 - Cambiar el cero

Un potencial gravitatorio se escribe U(y) = mgy + C. Explica por qué cambiar C' no cambia el
trabajo entre dos alturas ni la rapidez predicha por conservacion.

EJERCICIO 8.11 - Estirar lentamente

Un resorte de 80 N/m se estira de 0,10 a 0,30 m con cambio cinético despreciable. Calcula
trabajos del agente y del resorte.

EJERCICIO 8.12 - La misma energia al comprimir

Compara la energia eldstica de un resorte de 200 N/m con deformaciones 40,20 y —0,20 m.
Indica el sentido de su fuerza sobre un cuerpo unido al extremo.

EJERCICIO 8.13 - Lanzamiento por resorte

Un bloque de 1kg contra un resorte de 100 N/m comprimido 0,40 m se libera sobre mesa lisa.
No esta unido al resorte. Encuentra su rapidez al separarse.

EJERCICIO 8.14 - Una altura que puede alcanzarse

Una pelota sale con componentes (3,4) m/s desde y = 0, sin aire. Calcula la rapidez y las dos
velocidades en y = 0,60 m. Comprueba la altura maxima.

EJERCICIO 8.15 - Altura y friccion

Un bloque de 5kg ya iniciado en deslizamiento parte con rapidez despreciable y recorre 5m
cuesta abajo por una rampa con seno 0,6, coseno 0,8 y ur = 0,25. Halla rapidez final y
disminuciéon de energia mecanica.
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EJERCICIO 8.16 - La primera compresion maxima

Un bloque de 1kg llega a 3m/s a un resorte sin deformar de 40 N/m. El suelo tiene p; = 0,2.
Calcula la primera compresién maxima y explica qué falta para decidir si queda alli.

EJERCICIO 8.17 - Dos masas en un balance

Un bloque de 3 kg desliza por mesa hacia polea fija ideal, unido por cuerda ideal a una masa
de 2kg descendente. Parten del reposo; s = 0,50 v pur = 0,20 en la mesa. Comprueba el inicio
del movimiento y halla la rapidez comiin cuando la masa colgante baja 2 m.

EJERCICIO 8.18 - Una maquina y su rendimiento

Una méquina eleva 40 kg una altura de 5m en 8s, con igual rapidez inicial y final. Su rendimiento
es 80 %. Encuentra energia y potencia ttil media, y energia y potencia media de entrada.

EJERCICIO 8.19 - Potencia variable

Un carro de 3 kg parte del reposo sobre pista lisa con fuerza constante de 6 N durante 4 s. Halla
potencia final, trabajo y potencia media.

EJERCICIO 8.20 - DPotencia mecanica constante

Un mévil de 2kg tiene rapidez inicial 4m/s y recibe potencia mecénica constante de 20 W
durante 3s sobre pista lisa. Halla rapidez final y fuerza final si esta es paralela a la velocidad.

EJERCICIO 8.21 - Expresar una energia en joules

Un equipo consume potencia eléctrica constante de 1,5 kW durante 20 min. Expresa la energia
recibida en kilowatt-hora y joules.

EJERCICIO 8.22 - La barrera de potencial

En el potencial del problema resuelto 8.18, una particula parte de x = 0 hacia la derecha con
energia total 2J. Halla su primer punto de detencién y explica por qué no llega a x = 4m.

EJERCICIO 8.23 - La friccién puede hacer trabajo positivo

Una caja de 2kg se deposita sin velocidad horizontal sobre una cinta que corre a 3m/s
constantes; ur = 0,25. Antes de igualar velocidades, avanza 1,8 m respecto del suelo y la cinta
recorre 3,6 m. Calcula el trabajo de friccién sobre la caja, el trabajo de su reaccién sobre la
cinta y su suma. Interpreta la diferencia con el aumento de energia cinética de la caja.
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EJERCICIO 8.24 - Cambiar de referencia

Un carro de 2kg sobre pista lisa acelera de 2 a 6m/s en 2s con fuerza horizontal constante.
Calcula trabajo neto en el suelo y en una referencia inercial que avanza a 2m/s en el mismo
sentido. Verifica el teorema trabajo—energia en ambas.

Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 8.1.
El trabajo es 30(4) cos60° = 60 J. Al invertir el desplazamiento, el 4ngulo pasa a 120° y W = —60J.
La fuerza se mantuvo fija; cambié el sentido del recorrido. El signo resulta del producto escalar y se

conserva al girar los ejes.
SOLUCION 8.2.

El desplazamiento es tangente a la mesa y peso y normal son verticales, de modo que ambos productos
escalares son cero durante todo el movimiento. Si no hay otras fuerzas verticales, N = mg y sus
moédulos son no nulos. Trabajo cero solo indica falta de componente a lo largo del desplazamiento en

esta situacion.
SOLUCION 8.3.

La rapidez constante exige T' = mg = 60 N. Para el ascenso de 3m, Wy = 180J y W, = —180J.
Su suma es cero, coherente con AK = 0. La tensién si transfiere energia al sistema caja—Tierra,

aumentando el potencial 180 J.
SOLUCION 8.4.

Las energias inicial y final son 18 J y 50 J. El trabajo neto es 32J. Con componente de velocidad
—5m/s la rapidez también es 5m/s y K = 50J. La misma energia cinética es compatible con

distintos sentidos de movimiento.
SOLUCION 8.5.

La normal vale 40N y la friccién 8 N hacia atras. Los trabajos son Wp = 24(3) = 72J, W; =
—8(3) = —24J y cero para normal y peso. El trabajo neto es 48J. Como K; = 8J, Ky = 56J y
v = 1/2(56)/4 = 2¢/Tm/s ~ 5,29 m/s. La resultante favorece el avance durante todo el tramo.
SOLUCION 8.6.

En SI, W = f02(4x —2)dr = [22® — 27]3 = 4J. La energia inicial es 4J y la final 8J, luego
vf =+/8m/s =2v2m/s. En el tramo intermedio, K = 4 + 2z — 2z en joules alcanza su minimo en

x = 0,5m, donde vale 3,5J > 0. Puede cruzar la regién inicial de fuerza negativa sin detenerse.
SOLUCION 8.7.

El primer tramo aporta 4(2) = 8J y el segundo —2(3) = —6J, por lo que el total es 2 J. La energia
inicial es 2.J y la final 4J; vy = v8m/s. En x = 2m habia 10J y la fuerza negativa retira solo
6 J antes del extremo: el cuerpo llega con energia cinética positiva. La rapidez aumenté primero y

disminuyé después, aunque su valor final supere el inicial.
SOLUCION 8.8.

La tensién radial es T = mv?/R = 1(16)/2 = 8 N. Es perpendicular al desplazamiento infinitesimal
en cada punto, asi que su trabajo en toda la vuelta es cero. La energia cinética permanece en 8J y
el vector velocidad cambia de direccién. Una fuerza neta perpendicular a la velocidad realiza trabajo

nulo mientras cambia su direccion.
SOLUCION 8.9.

El trabajo gravitatorio es mg(y; — y¢) = 30(5 — 2) = 90 J por cualquiera de los dos caminos. Con
cero a 4m, U; = 30(5 —4) =30J y Uy = 30(2 — 4) = —60J. Su diferencia es —90J, negativa del
trabajo calculado. La energia potencial negativa depende del nivel elegido y es admisible.
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SOLUCION 8.10.
La diferencia es Uy — U; = (mgyy + C) — (mgy; + C) = mg(yy — v:): la constante se cancela.
También se cancela en Ky + Uy = K; + U;, por lo que el cambio de energia cinética y la rapidez final

permanecen iguales. Debe usarse el mismo cero para los dos estados del balance.
SOLUCION 8.11.

El potencial pasa de %(80)(0,1)2 =04Ja %(80)(0,3)2 = 3,6 J. Por tanto AU, = 3,2J. El trabajo
del agente es +3,2J si el cambio cinético es despreciable y no hay pérdidas; el del resorte sobre el

extremo es —3,2 J. El trabajo se obtiene integrando la fuerza variable sobre el recorrido.
SOLUCION 8.12.

En ambos casos U = £(200)(0,2)2 = 4J. La fuerza es F, = —kz: —40N para la extensién positiva y
+40 N para la compresion negativa. La misma energia potencial puede corresponder a fuerzas de

sentidos opuestos en posiciones distintas.

SOLUCION 8.13.
La energfa inicial es $(100)(0,4)? = 8J. En la longitud natural pasa a energfa cinética: 1(1)v? = 8, de
donde v = 4m/s. Al recuperar el resorte su longitud natural, el bloque pierde el contacto y contintia

a esa rapidez sobre la mesa lisa.
SOLUCION 8.14.

La rapidez inicial es 5m/s. En = 0,60 m, v? = 25 — 2(10)(0,60) = 13m?/s? y v = v/13m/s. Como
vy = 3m/s, vy = 13—9 = 4m?/s?, luego las velocidades son (3,42) y (3, —2) m/s. La altura méxima
es 42/(2g) = 0,8m, mayor que la consultada: existen ambos pasos.

SOLUCION 8.15.

La pérdida de altura es 5(0,6) = 3m y de potencial 5(10)(3) = 150 J. La normal vale 50(0,8) = 40N
y la friccién 10N, con trabajo —50J. Quedan 100J de energia cinética, de donde vy = 1/2(100)/5 =
21/10m/s. La energia mecénica disminuye 50 J; bajo el modelo ampliado sin otras transferencias,

aumenta en esa cantidad la energia interna total de las superficies.
SOLUCION 8.16.
1

La energfa cinética al contacto es 5(1)(3%) = 4,5J. La normal es 10N y la friccién 2N. Para la
primera detencién, 4,5 = 2022 + 22 en SI. Las raices son z = (—1 4 \/‘Lﬁ)/20 m; se acepta la positiva,
x ~ 0,427 m. Para decidir si queda alli hace falta el coeficiente estatico y precisar el contacto con el
resorte. Si este empuja todavia al bloque, el reposo requiere que su fuerza kx no exceda el maximo

estatico disponible.
SOLUCION 8.17.

El peso colgante es 20 N y el rozamiento estatico maximo es 0,50(30) = 15N, de modo que el sistema
comienza a deslizar al liberarse. La masa colgante pierde 2(10)(2) = 40J de potencial. Sobre el
bloque, N = 30N, fr = 6N y el trabajo resistente es —12J. El vinculo da igual rapidez, por lo que
$(3+2)v? =28J. Asi v? =56/5m?/s? y v ~ 3,35m/s. Los trabajos de tensién se cancelan al sumar

porque tensién y recorrido tienen médulos comunes y sentidos de aporte opuestos.
SOLUCION 8.18.

La energia util es mgh = 40(10)(5) = 2000 J. Su potencia media es 250 W. El rendimiento 0,8 exige
energia de entrada 2000/0,8 = 2500J y potencia media de entrada 312,5W. Los 500 J restantes

pertenecen a otras transferencias o cambios internos dentro del balance global del proceso.
SOLUCION 8.19.

La aceleracién es 6/3 = 2m/s?. Al final v = 8 m/s, por lo que la potencia final es 6(8) = 48 W. El
avance £(2)(4%) = 16m da trabajo 96 J y potencia media 24 W. También AK = 1(3)(8%) = 96J

confirma el trabajo neto.
SOLUCION 8.20.

La energfa inicial es (2)(4%) = 16 J y la aportada 20(3) = 60J. Asi Ky =76J y vy = v/76m/s =
2v/19m/s ~ 8,72m/s. Con fuerza paralela, Fy = P /vy = 10/v/19N ~ 2,29 N. El tiempo especificado
permite integrar la potencia directamente y obtener el trabajo con la aceleracion variable del
movimiento.
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SOLUCION 8.21.
El tiempo es 1/3h = 1200s. La energia recibida vale (1,5kW)(1/3h) = 0,5 kWh, o (1500 W)(1200s) =

1,8x 105 J. Multiplicar potencia por tiempo produce energia. La unidad kWh ya contiene ese producto.
SOLUCION 8.22.

En SI, los puntos con K = 0 satisfacen 4z — 22 = 2, es decir = 2 4+ v/2m. El primero desde z = 0
es 2 —v/2m ~ 0,586 m. Entre las dos raices U > 2J y la energfa cinética serfa negativa. Por tanto la
particula retorna y no alcanza la regién al otro lado de la barrera. En el primer punto la fuerza es
F, = —4+2(2 — v2) = —2V/2N, dirigida hacia atrds y no nula.

SOLUCION 8.23.

La normal es 20N y la friccién sobre la caja 5N hacia la derecha. Su trabajo es +5(1,8) = +9J,
exactamente el aumento de energfa cinética 1(2)(3%) = 9J. La reaccién sobre la cinta apunta a la
izquierda mientras esta recorre 3,6 m a la derecha: su trabajo es —18J. La suma de trabajos de
contacto es —9 J. Corresponde a energia mecanica convertida en formas internas por el deslizamiento
relativo de 1,8 m en este modelo. El motor que mantiene constante la velocidad de la cinta debe
compensar la extraccion de 18 J: 9J llegan a la caja como energia cinética y 9J al aumento interno

total, despreciando otras pérdidas.
SOLUCION 8.24.

En el suelo, a = (6 —2)/2 =2m/s?> y F = 4N. El avance es Az = [(2+6)/2](2) =8m y W = 32,
igual a 3(2)(6% — 2%). En la referencia que avanza a 2m/s, las velocidades son 0 y 4m/s y el
desplazamiento 8 — 2(2) = 4m. La misma fuerza hace W’ = 16 J, igual a $(2)(4% — 0%). El teorema
vale en ambas referencias inerciales; los valores de trabajo y energia cinética dependen de ellas.
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Diagnoéstico de salida

Una caja de 2kg llega con rapidez 4m/s al comienzo de un tramo horizontal rugoso de 2m, con
wr = 0,2. Después entra en una rampa lisa ascendente. Encuentra la energia cinética al final del
tramo rugoso, la altura maxima en la rampa y el trabajo de la friccion. Explica si la energia mecéanica
se conserva en todo el trayecto y si la respuesta determina cuanto tarda en llegar al punto mas alto.

Contraste después del intento. La energia inicial es 16 J. La normal es 20N y la fricciéon 4 N,
cuyo trabajo es —8J. Quedan 8J de energia cinética al llegar a la rampa. En ella se conserva K + U,
y mgh = 8J, asi que h = 0,40 m. La energia mecanica disminuy6 en el primer tramo y permanecio
constante en la rampa. El tiempo requiere informacion adicional, como la geometria de la rampa
y el andlisis del movimiento. Para revisar la suma de trabajos vuelve a la secciéon 8.2; para evitar
contar dos veces la gravedad, a la seccién 8.7.

Lecturas de apoyo

H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, serie Sears—Zemansky, 12.?
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potencial.

R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.2 edicién, Cengage Learning,
2012: capitulo 5, energia y sistemas. Los enunciados, desarrollos y figuras de este capitulo tienen
formulacion original.
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En una colisién breve, las fuerzas de contacto pue-
den cambiar mucho y resultar dificiles de medir ins-
tante a instante. Aun asi, las velocidades anteriores
y posteriores suelen guardar relaciones sencillas. Pa-
ra descubrirlas conviene estudiar juntos los cuerpos
que interactian y seguir la cantidad de movimiento
que intercambian.

El impulso enlaza las fuerzas con esos cambios. La
energia cinética aporta otra informacion, pero su
conservacién exige condiciones adicionales: dos ca-
rros que quedan unidos pueden conservar su mo-
mento total y perder parte de su energia cinética.
Al estudiar ambas magnitudes podremos distinguir
qué conocemos de un choque, qué falta medir y
como se mueve el conjunto aunque sus partes se
separen.

188
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9.1 Cantidad de movimiento y energia cinética

Para una particula de masa constante m > 0 y velocidad ¢ definimos su cantidad de movimiento,
o momento lineal, por p = mv. La introdujimos al final del capitulo 6; su caracter vectorial sera
decisivo al sumar movimientos. En SI se mide en kgm/s, equivalente a N's. Su direccién coincide
con la velocidad; cada componente puede tener signo positivo, negativo o ser cero.

La energia cinética K = %va es escalar. Si una particula invierte su velocidad conservando la

rapidez, su momento cambia de signo mientras su energia cinética permanece igual. Para una masa
dada, ambas magnitudes se relacionan por K = |p]2/(2m); con igual energia cinética, el médulo del
momento depende de la masa.

PROBLEMA RESUELTO 9.1 - La misma energia con distintos momentos

A, de 2kg, avanza a 3m/s y B, de 8kg, a 1,5m/s, ambos hacia la derecha. Compara sus energias
cinéticas y momentos. Considera ademéds dos carros de 2kg que avanzan a +3 y —3m/s.

Resolucion. Para A, K4 =9Jy pa = 6kgm/s; para B, Kg =9J y pp = 12kgm/s. La masa
mayor puede tener la misma energia a menor rapidez y, sin embargo, mayor momento. En el
segundo sistema, los momentos son +6 y —6kgm/s, cuya suma es cero; las energias se suman y
dan 18 J. Un sistema con momento total nulo puede contener movimiento relativo considerable.

Sistema o cuerpo p, en kgm/s K en J

A +6 9
B +12 9
Dos carros opuestos 0 18

La suma de momentos respeta las direcciones. Las energias cinéticas de las particulas son escalares no negativos.

. s1oe D __ — . 1, .2 s =
Para varios cuerpos, escribiremos P = >, m;U; y Kot = »_; 5m;v;j. La suma de médulos ), D]

y el médulo de la suma |P| expresan operaciones distintas. Mantendremos la misma referencia
al comparar estados y, salvo indicacién contraria, tomaremos el suelo como referencia inercial
aproximada. Las velocidades iniciales se denotaran con # y las finales con .

9.2 El impulso acumula la fuerza en el tiempo

—

La segunda ley para una particula de masa constante es dp/dt = Fyets. Integrarla durante el
intervalo estudiado produce el teorema impulso-momento:

- ty
Jneto = ~/t Fneta(t) dt = Pf — Di- (91)
El impulso es vectorial. Si la fuerza es constante, J= ﬁAt; para una fuerza variable podemos definir
la fuerza media F = J, /At. Esa media conserva el impulso durante el intervalo; conocer el maximo y
la evolucién temporal de la fuerza requiere informacién adicional.

El trabajo acumula fuerza a lo largo del desplazamiento; el impulso la acumula en el tiempo. Una
grafica F,—t da la componente de impulso J, mediante su area orientada, en Ns. Una grafica F,—x
da el trabajo correspondiente, en J. Los ejes identifican qué acumulacién representa cada area.
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PROBLEMA RESUELTO 9.2 - Rebotar exige contar el cambio de sentido

Una pelota de 0,20 kg llega a una pared con velocidad horizontal +5m/s y sale con —3m/s. El
contacto dura 0,040s y las otras fuerzas horizontales son despreciables. Encuentra el impulso y
la fuerza horizontal media de la pared.

Resolucion. Con derecha positiva, tp = +5
Jr = m(vy —uy) = 0,20(—3 —5) = —1,6 Ns.

La fuerza media es —1,6/0,040 = —40 N, dirigida hacia Vg = —3

la izquierda. Restar solo las rapideces perderia el cambio  Aptes v después del rebote. Velocidades
de sentido y subestimaria el impulso. El dato tempo-  en m/s; la pared est4 a la derecha.

ral permite hallar la media; una fuerza variable puede  Flechas esquematicas.

producir ese mismo impulso y alcanzar un maximo de
modulo distinto de 40 N.

PROBLEMA RESUELTO 9.3 - Una fuerza triangular en el tiempo

Sobre un carro de 0,50 kg actiia una fuerza neta horizontal que aumenta linealmente de cero a
40N en 0,10s y disminuye linealmente a cero en los siguientes 0,10s. La velocidad inicial es
—2m/s. Encuentra la final y la fuerza media.

Resolucién. El érea triangular es .J, = $(0,20)(40) = 4Ns. El momento inicial es —1kgm/s y
el final —1 +4 = 3kgm/s, luego vy = 3/0,50 = +6m/s. La fuerza media vale 4/0,20 = 20N,
la mitad del maximo. El impulso positivo primero reduce el médulo del momento negativo y
después invierte su sentido. El cambio de energia cinética es 9 — 1 = 8 J, una magnitud distinta
del impulso calculado.

F; (N)

A0 F-------m-m- -

t (s
0,10 0,20 (s)

El 4rea fuerza-tiempo es impulso. La fuerza media de 20N conserva esa area en los 0,20 s.
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PROBLEMA RESUELTO 9.4 - Un impulso con dos componentes

Una particula de 2kg tiene velocidad inicial (3,—1)m/s y recibe impulso neto (—4,6) Ns.
Encuentra su velocidad final y el cambio de energia cinética.

Resolucion. El momento inicial es (6,—2)kgm/s. Al sumar el impulso obtenemos py =
(2,4)kgm/s y ¥y = (1,2)m/s. Las energfas son K; = 3(2)(3%2 + (-1)?) = 10J y K; =
£(2)(12+2%) = 5J. Por tanto AK = —5J. Para masa constante, K = [p]?/(2m): el médulo del
momento disminuyé de /40 a v/20kgm/s, lo que explica la disminucién de energia cinética.
La direccién del impulso determina el cambio vectorial del momento.

Py

pr=(2,4)

J = (—4,6)
2

B = (6,—2)

Suma vectorial del momento inicial y el impulso. Todas las componentes se expresan en kgm/s = Ns.

9.3 Elegir el sistema y comprobar el impulso externo

Consideremos un conjunto fijo de particulas con masas constantes. Sobre cada una acttian fuerzas
externas y fuerzas que provienen de otras particulas del conjunto. Al sumar sus ecuaciones, cada
par interno de accién y reaccién se cancela segtn la tercera ley de Newton, en el modelo clasico
empleado. Resulta

dpP , L
dt:§ Fexta Pf_-P'L
Si la resultante externa es cero durante todo el proceso, el momento total permanece constante. Si
solo sabemos que su impulso integrado es cero, conocemos la igualdad entre los momentos de los
extremos; pudo variar en el intervalo. También puede conservarse una componente aunque otra no

lo haga.

= Jout. (9.2)

En un choque breve suele ser ttil despreciar el impulso externo frente a los cambios de momento
intercambiados entre los cuerpos. Para justificar la aproximacion debemos estimar el impulso externo
durante el choque; una pared o un soporte pueden ejercer una fuerza enorme incluso en un intervalo
breve. Debemos justificar una cota del impulso omitido o identificar una direccién en la cual sea
despreciable.
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PROBLEMA RESUELTO 9.5 - Cuanto error permite omitir una fuerza

Dos carros de masa total 5 kg interactian durante 0,020 s en una pista horizontal. E1 momento
horizontal inicial del conjunto es 12kgm/s. Se sabe que la resultante horizontal externa tiene
modulo no mayor que 2 N. Estima la variacién maxima de momento y el error en la velocidad
del centro de masa al despreciarla.

Resolucion. Incluso si la fuerza cambia de signo, la integral satisface |Jext z| < [ [Fext,o|dt <
2(0,020) = 0,040N's. Por tanto Py, queda entre 11,96 y 12,04kgm/s. La velocidad global
definida por V,, = P, /M, que justificaremos como velocidad del centro de masa, tiene error no
mayor que 0,040/5 = 0,008 m/s. Respecto del momento inicial no nulo, la cota es aproximada-
mente 0,33 %. Con momento inicial cero debemos utilizar la cota absoluta para expresar el
error.

|AP,| < 0,040N's

e l F————— P;. (kgm/s)
11,96 12,00 12,04

Intervalo permitido por la cota de fuerza externa. La amplitud del cambio global se acota sin conocer las fuerzas
internas.

El sistema debe incluir los cuerpos cuyos impulsos mutuos queremos cancelar. Para la pelota del
problema resuelto 9.2, la pared era externa y cambié su momento. Ampliar el sistema a pelota,
pared y Tierra permite incluir la reaccion, pero obliga a contabilizar también sus momentos. Los
cambios de momento de un cuerpo individual y los del conjunto responden a preguntas diferentes.

Las fuerzas internas pueden realizar trabajo total no nulo porque sus puntos de aplicacién no
recorren necesariamente el mismo desplazamiento. El balance energético debe considerar el trabajo
de las fuerzas internas, incluso cuando se cancelan en la ecuacién del momento. Durante un choque
pueden acumular energia elastica, deformar los cuerpos o aumentar su energia interna.

9.4 Choques en los que los cuerpos quedan unidos

En una colision perfectamente ineldstica, los cuerpos quedan con una misma velocidad inmediata-
mente después del impacto. Si el impulso externo es despreciable, la conservacién de momento en
una dimensién da
miul + Mmaus

miuy + maoug = (m1 +ma)V, V= (9.3)

my1 + mo

Los signos se asignan con un mismo eje. La velocidad comiin puede ser positiva, negativa o nula
segin el momento inicial. La igualdad de velocidades finales completa la ecuacién de momento y
permite determinar las dos velocidades.

La energia cinética del movimiento de los cuerpos, considerados como particulas, disminuye en
este modelo pasivo salvo que ya llevaran la misma velocidad. Su diferencia se transforma en otras
formas de energia, sin violar la conservacién de la energia total. El término perfectamente inelastico
describe la velocidad comin de los cuerpos después del choque.
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PROBLEMA RESUELTO 9.6 - Un carro alcanza y se une a otro

Un carro de 2kg avanza a 6 m/s y choca con otro de 4kg en reposo. Quedan unidos sobre pista
lisa. Encuentra velocidad comtn y disminuciéon de energia cinética.

Resolucion. El sistema de ambos carros recibe impulso horizontal externo despreciable. Su
momento inicial es 12kgm/s, de modo que 6V = 12 en ST y V' = 2m/s hacia la derecha.
Inicialmente K; = £(2)(6%) = 36 J; finalmente K; = £(6)(2?) = 12J. La disminucién es 24 J.
Los carros siguen moviéndose y conservan 12 J de energia cinética; el resto pas6 a deformaciones
y formas internas bajo las hipétesis del choque.

reposo
6m/s

2m/s
Después ’ A+B: 6kg ‘—)

Las masas se unen y comparten velocidad. El momento permanece en 12kgm/s; la energia cinética pasa de 36 a
12J.

PROBLEMA RESUELTO 9.7 -+ Un encuentro frontal con movimiento final
conjunto

A, de 3kg, avanza a +4m/s; B, de 1kg, se acerca a —2m/s. Chocan y quedan unidos, con
impulso externo despreciable. Encuentra velocidad final y cambio cinético.

Resolucion. El momento total es 3(4) + 1(—2) = 10kgm/s, positivo. La velocidad comin es
V =10/4 = 2,5m/s. Las energfas son K; =24 +2 = 26J y K; = £(4)(2,5)? = 12,5J. Por
tanto AK = —13,5J. Los cuerpos se acercaban en sentidos opuestos y su momento total era
distinto de cero; el conjunto termina por ello en movimiento.

Estado P, en kgm/s K en J

Inicial 10 26
Final 10 12,5

El momento positivo inicial fija el sentido de la velocidad comun. La diferencia cinética es 13,5 J.

9.5 Colisiones elasticas en una dimensién

Una colisién es eldstica cuando la energia cinética total anterior y posterior es la misma. Si ademaés

el impulso externo es despreciable, contamos con las dos ecuaciones

2 2 2 2
miul + Mol = Mi1v1 + Mov2, miuj] + mauy = mvy + movy.

El momento puede intercambiarse durante el contacto y parte de la energia cinética puede almacenarse
temporalmente como deformacion elastica. La igualdad de energias se refiere a los estados elegidos

antes y después, una vez terminada esa interaccion transitoria.
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Para el caso de intercambio no trivial, la primera ecuaciéon da mq(u; — v1) = ma(vy — u2).
Factorizando las diferencias de cuadrados en la segunda y dividiendo por esa cantidad no nula,
obtenemos u1 + v1 = ug + vo. Equivalentemente,

Vg — V1 = Ul — Ug. (94)

La rapidez relativa de separacién iguala la de acercamiento para una colision frontal. Al resolver con
el momento,

m; —m 2m
V1 = ! 2u1 -+ 2 us, (95)
mi + ms mi + mg
2m1 mo — My
vo = uy + Uug. 9.6
2 mi + mg ! mi + mg 2 ( )

La solucién algebraica v; = uy, vo = uo también satisface momento y energia: representa ausencia
de intercambio. Para describir el choque efectivo se elige la rama que separa los cuerpos después del
contacto. Esta eleccién fisica importa tanto como resolver las igualdades.

PROBLEMA RESUELTO 9.8 - Una masa ligera rebota ante otra mas pesada

Un carro de 2kg avanza a 5m/s hacia otro de 3kg en reposo. La colisién es frontal y eldstica,
con impulso externo despreciable. Encuentra las velocidades finales.

Resolucion. Las ecuaciones son 10 = 2v; + 3vg vy vo — v; = 5, en SI. De la segunda, vo = v1 + 5;
al sustituir, 10 = 5v; + 15. Luego v1 = —1m/s y va = 4m/s. El primer carro rebota. La
comprobacién energética da K; = 25J y Ky = £(2)(1)? + 3(3)(4)*> = 25 J. El momento final es
—2+ 12 = 10kgm/s, igual al inicial.

0
Antes

Después QJE

Velocidades en m/s. A rebota y B avanza; ambas conservaciones se verifican para las masas de 2 y 3kg.
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PROBLEMA RESUELTO 9.9 - Masas iguales intercambian velocidades

Dos carros de 1kg se acercan con velocidades +4 y —2m/s y chocan eldsticamente en una
pista lisa. Determina sus velocidades finales.

Resolucion. Para masas iguales, las expresiones anteriores se reducen a v; = ug y V3 = uq.
Asi, v; = —2m/s y vo = +4m/s. Antes y después, P, = 2kgm/s y Kiot = 10J. Con el
carro A inicialmente a la izquierda, la velocidad de separacién vy — v; = 6 m/s coincide con el
acercamiento inicial u; — ug = 6 m/s. El intercambio describe los valores de las velocidades
finales de los cuerpos, cuyas identidades se conservan.

Antes

Después

Velocidades en m/s. Para masas iguales, el choque frontal eldstico intercambia las velocidades.

9.6 Qué informacion falta en un choque general

En una colisién unidimensional sin unién final ni elasticidad declarada, la conservaciéon de momento
deja una familia de pares (vi,v2). Se necesita una medida o un modelo de la interaccién. Para
A inicialmente a la izquierda de B y acercdndose con u; > uo, podemos definir el coeficiente de
restitucién normal

e = 71)2 — U . (97)

Uup — u2
En el modelo frontal pasivo que usaremos, 0 < e < 1. El valor e = 1 representa la rama elastica y
e = 0 da igual velocidad inmediatamente después. Quedar permanentemente unidos requiere un
mecanismo que mantenga la unién después del instante en que igualan sus velocidades. Valores e > 1

pueden aparecer si se libera energia interna, pero quedan fuera de este modelo pasivo.

El coeficiente relaciona las velocidades normales de acercamiento y separacion y depende de los
materiales y del régimen del impacto. En una colisién oblicua debemos identificar la direccion del
impulso de contacto y aplicar la relacién a las componentes pertinentes. Para evitar ambigiiedades,
los casos de restitucién de esta seccién seran estrictamente unidimensionales.
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PROBLEMA RESUELTO 9.10 - Un choque parcialmente inelastico

Dos carros de 2kg estan sobre pista lisa. A llega desde la izquierda a 4m/s y B estd en reposo.
El coeficiente de restitucién frontal es e = 0,5. Encuentra velocidades, impulsos mutuos y
disminucion cinética.

Resolucion. El momento exige vi +v2 = 4 en SI, y la J = —6
restitucion ve — v; = 0,5(4) = 2. Por tanto v; = 1y <« A

vg = 3m/s, ambos hacia la derecha.

A recibe J1 =2(1—-4) = —6Nsy B J, =2(3-0) = B——>

46 Ns. Son opuestos. La energia pasa de 16J a 1+9 = Jo = +6

10J y disminuye 6 J. Se conserva el momento y parte de  Impulsos mutuos en Ns. Se cancelan al

la energia cinética se transforma durante el choque. sumar los dos cambios de momento,
aunque K disminuye.

PROBLEMA RESUELTO 9.11 - Un impulso externo durante la union

A, de 2kg, se mueve a 5m/s hacia B, de 3kg, en reposo. Durante el proceso en que quedan
unidos, un actuador externo comunica al conjunto un impulso horizontal de —2 Ns. Encuentra
la velocidad comtn y el cambio de energia cinética. ;Se puede atribuir todo ese cambio a
calentamiento por el choque?

Resolucion. El momento inicial es 10kgm/s y el final 10 — 2 = 8 kgm/s. La velocidad comin
es V =8/5=1,6m/s. Inicialmente K; = 25J y finalmente K; = 3(5)(1,6)> = 6,4J, de modo
que AK = —18,6J. Conservar indebidamente el momento darfa 2m/s.

El impulso externo permite calcular el momento final; para hallar el trabajo del actuador
necesitamos su relacion con el desplazamiento. El reparto de los 18,6 J requiere conocer ese
trabajo y los cambios de energia interna del choque.

Estado P, en kgm/s K en J

Inicial 10 25
Final 8 6,4

El cambio de momento es el impulso externo —2Ns. El cambio cinético es —18,6 J; su reparto requiere un
balance de trabajo e interaccién.

9.7 Separar etapas y reconocer la energia interna

Una experiencia puede contener un impacto breve seguido de un movimiento mucho mas lento.
Las condiciones de conservacion deben examinarse en cada etapa. Durante el impacto puede ser
despreciable el impulso externo horizontal y, a la vez, importante la transformacién de energia
cinética en energia interna. Después puede conservarse la energia mecanica mientras la gravedad
cambia el momento del cuerpo.
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PROBLEMA RESUELTO 9.12 - Impacto y ascenso de un péndulo

Una pequena pieza de 0,020 kg llega horizontalmente a 100m/s y queda incrustada en un
bloque de 0,980 kg suspendido de una cuerda ideal. El conjunto se modela como una particula,
sin rotacién interna. El impacto ocurre en el punto més bajo, dura muy poco y el impulso
externo horizontal es despreciable. Encuentra la altura méaxima posterior, sin aire ni pérdidas
durante el ascenso.

Resolucion. Durante el impacto se conserva el momento horizontal: 0,020(100) = 1,000V, de
donde V' = 2m/s. Durante la incrustacion, la energia cinética pasé de 100J a 2J.

Durante el ascenso, la tensién ideal es perpendicular a la trayectoria y realiza trabajo nulo. La
energia cinética inmediatamente posterior al impacto se convierte en potencial: %(1)1/2 = (1)gh.
Asi h = V?/(2g9) = 0,20m. Conservar los 100 J iniciales de energia mecénica hasta la cima
habria ignorado los 98 J transformados en el impacto. Durante el ascenso el momento del
conjunto si cambia por fuerzas externas, aunque su energia mecdnica permanezca constante.

Impacto Ascenso
mu = (m + M)V > V2 = 2gh
V = 2m/s h = 0,20m
100J — 2 J cinéticos 2 J cinéticos — 2 J potenciales

Cada etapa tiene su balance. El momento horizontal permite resolver el impacto y la energia mecénica el ascenso.

PROBLEMA RESUELTO 9.13 -+ Un resorte interno separa dos carros

Un dispositivo de masa total 6 kg estd en reposo sobre pista lisa. Un resorte interno libera
energia y sus dos partes, de 2 y 4kg, se separan. La primera sale a +6m/s. Determina la
velocidad de la segunda y la energia cinética adquirida, suponiendo despreciables otras pérdidas
y energia elastica remanente.

Resolucion. El momento total inicial era cero y el im- +6
pulso horizontal externo es despreciable. Por tanto >
2(6) + 4vy = 0, luego v = —3m/s. La energia ciné-

tica final es 1(2)(6%) + 3(4)(3%) = 54J. Esa energia <
procede de la reserva elédstica inicial y queda incluida -3

en el balance de energia total. La segunda parte recibe  velocidades en m/s. La parte de 4kg
momento de médulo 12kgm/s, igual al de la primera  sale mas despacio que la de 2kg; sus
y de sentido opuesto, pero solo 18 J de energia cinética ~ momentos son opuestos.

frente a los 36 J de la mas ligera.
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9.8 Conservar momento por componentes

En dos dimensiones, Py = P; representa dos ecuaciones escalares. Debemos conservar separada-
mente las componentes con un mismo juego de ejes. Si dos cuerpos quedan unidos, la velocidad final
se obtiene como vector: . .

‘—/» _ miuy + Mmau2

mi + ms
Su direccién se obtiene sumando las componentes vectoriales. Para un choque sin unién, dos

velocidades finales desconocidas aportan cuatro componentes; incluso afiadiendo conservacion de
energia cinética puede faltar informacién, como una direcciéon de salida o la geometria del contacto.

PROBLEMA RESUELTO 9.14 - Dos direcciones iniciales y una velocidad
comun

A, de 2kg, llega con velocidad (3,0) m/s y B, de 1kg, con (0,6) m/s sobre una mesa horizontal
lisa. Chocan y quedan unidos. Encuentra velocidad, rapidez final y disminucién cinética.

Resolucion. El momento inicial en el plano es (6,6)kgm/s. La masa conjunta es 3kg y
V = (2,2)m/s. Su rapidez es 2¢/2m/s y su direccién forma 45° con 4. La energfa inicial es
9+ 18 =27J y la final $(3)(2% + 2%) = 12J. La disminucién es 15J. Sumar los médulos de los
momentos habria producido 12kgm/s en vez del vector correcto, cuyo médulo es 6v/2kgm/s.

Py

(2,2)m/s
| =2v2m/s

<y

P,

Y

Construccion de la suma inicial: los momentos perpendiculares se suman como vectores. Componentes de P en
kgm/s.
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PROBLEMA RESUELTO 9.15 - Reconstruir la otra salida de un choque
elastico

Dos discos de 1kg interactian sin rotacién apreciable sobre una mesa lisa. A llega con (5,0) m/s
y B estd en reposo. Después A tiene (3,2,2,4) m/s. Encuentra la velocidad de B y comprueba
si los datos son compatibles con una colisién elastica.

Resolucion. La conservacién por componentes da vp = (5,0) — (3,2,2,4) = (1,8, —2,4) m/s. Las
rapideces finales son 4 y 3m/s. La energfa inicial es 12,5 J y la final 8 +4,5 = 12,5 J, compatible
con elasticidad en el modelo declarado.

Ademés, U4 - U = 3,2(1,8) + 2,4(—2,4) = 0: las salidas son perpendiculares. Para masas
iguales y una inicialmente quieta, & = ¥4 + Up; elevar su médulo al cuadrado y comparar con
u? = v4 + v} da 204 - T = 0. Si ambas velocidades finales son no nulas, la perpendicularidad
es una consecuencia general de esas hipétesis. Para masas distintas o discos que adquieren
rotacién debemos resolver los balances correspondientes a esas nuevas condiciones.

Uy

75 = (1,8, —2,4)

Las velocidades finales suman la inicial porque las masas son iguales y B estaba quieto. Sus direcciones son
perpendiculares. Unidades: m/s.

9.9 El centro de masa describe el movimiento del conjunto

Las interacciones internas pueden cambiar las velocidades individuales sin alterar el momento
total. Podemos asociar a ese movimiento global un punto geométrico: el centro de masa. Para masas
constantes m; y masa total M = >, m; > 0, definimos
=
Es un promedio de posiciones ponderado por las masas. Se acerca a las particulas méas pesadas y
puede estar situado en una regién vacia del cuerpo. Su posiciéon depende de como se distribuye la
masa; la forma geométrica solo basta cuando se conocen ademés densidad y simetrias.

Rom = (9.8)

Al derivar la definicién, como las masas son constantes, obtenemos
. )2 . .
Vem = —, MAom = Fext. (9'9)
M
sta relacion justifica describir la traslacién global como si la masa estuviese concentrada en ese punto

Esta rel tifica d bir la trasl lobal 1 t trad t
para estudiar su aceleracion. Las partes pueden moverse respecto del centro de masa y almacenar
energia cinética en ese movimiento relativo y en la rotacion.
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PROBLEMA RESUELTO 9.16 - Una posicién ponderada y una velocidad
global

Dos particulas de masas 2 y 3kg estan en (0,0) y (4,2)m. Sus velocidades son (3,0) y
(—1,2) m/s. Encuentra posicién y velocidad del centro de masa.

Resolucion. La masa total es 5kg y y
2(0,0) + 3(4,2 i
Roum = © >"g (42) - (2,4,1,2) m.
CM
El momento es 2(3,0)+3(—1,2) = (3,6) kgm/s, de modo .
que Veu = (0,6,1,2) m/s. El centro de masa divide el ng'

segmento entre ambas posiciones y queda mas cerca de

y : 208 2 El tro d ta al del
la particula de 3kg. El punto medio geométrico seria S S i Gl 2 (07 6o

o segmento desde la masa ligera hacia la
(2,1) m, distinto. pesada. Posiciones en metros.

En una dimension, si la resultante externa es nula y el sistema parte con momento total cero, la
posicion del centro de masa permanece fija. Las partes pueden desplazarse unas respecto de otras,
pero sus desplazamientos ponderados deben compensarse. Esto permite resolver situaciones a partir
del balance externo, aun con informacién incompleta sobre las fuerzas internas o la duracién de cada
paso.

PROBLEMA RESUELTO 9.17 - Caminar dentro de una barca libre

Una persona de 60kg estd en una barca de 120 kg inicialmente quieta. Camina 3m hacia la
derecha respecto de la barca. Durante todo el recorrido, la resultante horizontal de las fuerzas
externas sobre persona y barca es despreciable; la barca se mantiene horizontal. Encuentra el
desplazamiento de cada uno respecto de la orilla.

Resolucion. El centro de masa de persona y barca conserva su posicion horizontal. Sea b el
desplazamiento de la barca respecto de la orilla. La persona se desplaza b + 3 m respecto de la
orilla, por la suma de posiciones relativas. Entonces

60(b + 3) + 120b = 0

en SI, de donde b = —1m. La persona avanza 2m respecto de la orilla y 3 m respecto de la
barca. La compensacién es 60(2) + 120(—1) = 0kgm. La persona utiliza energia interna y
puede cambiar su manera de caminar; la relacién de desplazamientos se mantiene bajo las
hipétesis dadas, con independencia del balance de energia mecanica.

persona barca

+2m —1m
-

Axpcrsona - Axbarca =3m

Desplazamientos respecto de la orilla. La suma ponderada por las masas es cero y la diferencia da el avance
relativo.
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PROBLEMA RESUELTO 9.18 -+ El centro de masa después de una separacién
en vuelo

Un objeto de 3kg se separa en dos fragmentos en el punto mas alto de su vuelo, donde su
velocidad es (4,0) m/s. Los fragmentos tienen 1y 2kg; el primero sale con (0,6) m/s. El impulso
externo durante la separaciéon es despreciable. Después solo actiia gravedad uniforme y no
hay impactos durante el siguiente medio segundo. Encuentra la velocidad inicial del segundo
fragmento y la posiciéon del centro de masa a los 0,50 s respecto del punto de separacion.
Resolucion. El momento inmediatamente anterior es (12,0) kgm/s. Por conservacién en la
separacién, (0,6) + 202 = (12,0) en SI, luego v = (6, —3) m/s. Las velocidades individuales
son distintas, pero Vo = (4,0) m/s en ese instante.

Después la resultante externa es el peso total y XCM = (0,—g). Con origen en la separacion,

Rom(t) = ((4m/s)t, —1gt?).

A los 0,50s esta en (2,—1,25) m. El centro de masa sigue la trayectoria que habria seguido el
objeto sin separarse, mientras la gravedad sea uniforme y no aparezcan otras fuerzas. Durante
ese medio segundo el impulso gravitatorio cambia el momento vertical del sistema.

y (m)

1kg

2kg

Trayectorias desde la separacién. Los puntos indican ¢t = 0,50s; el CM contintia con la trayectoria del objeto sin
fragmentar.

La distincién entre traslacion global y movimiento relativo también aclara la pérdida cinética
en una unién. Escribamos v; = Vo + w;. La suma ), m;w; es cero; al expandir los cuadrados, los
términos cruzados se anulan y queda

Kot = sMVE\ + Y smawy. (9.10)
%

Para masa y momento total fijados, la primera contribucion estd fijada y la segunda es no negativa.
El minimo cinético se alcanza cuando todas las particulas comparten la velocidad del centro de
masa. Para dos particulas, la energia relativa es %u!ﬁl — )%, donde p = mymsa/(m1 + ma) se
llama masa reducida. Una unién sin impulso externo elimina ese movimiento relativo traslacional

y transforma esa energia en otras formas. En el modelo frontal con restitucion, la disminucion es

(1 =€) (ur —u2)*.

Los resultados se refieren a un conjunto fijo de particulas. Un cohete que expulsa masa requiere
contabilizar el momento que cruza la frontera si se elige solo el cohete como sistema. Describir ese
proceso requiere incorporar el flujo de momento asociado a la masa que entra o sale.
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Registrar un choque y decidir qué se conserva

Graba dos carros ligeros sobre una pista horizontal estable, con cAmara fija y una escala en el
mismo plano. Estima velocidades inmediatamente antes y después del contacto usando varios
fotogramas y conserva sus incertidumbres. Calcula por separado el momento horizontal total y
la energia cinética traslacional. Repite con carros que se unan y, si dispones de topes elasticos,
con un rebote.

Compara las diferencias con el error de medicién. La resistencia de la pista aporta impulso
externo; las ruedas almacenan ademads energia rotacional, que debe contabilizarse por separado
de la suma traslacional. Los imanes o topes pueden guardar energia durante parte de la
interaccién. Esas contribuciones deben considerarse antes de atribuir una discrepancia a una
ley fisica. Elige los instantes de comparacién cuando el contacto transitorio ya haya terminado
y evita impactos fuertes o masas suspendidas.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa g = 10m/s?. Las velocidades se refieren al suelo inercial, salvo otra indicacién. Desprecia
rotacién y modela los cuerpos como particulas; cuando se declare aislado un choque, entiende
despreciable su impulso externo en la direccién estudiada.

EJERCICIO 9.1 -+ Igual energia y distinta masa

A tiene 1kg y velocidad +4 m/s; B tiene 4kg y +2m/s. Compara sus energias y momentos.

EJERCICIO 9.2 - Momento total nulo

Dos particulas de 3 kg tienen velocidades +2 y —2m/s. Encuentra momento y energia cinética
totales y explica por qué los resultados son compatibles.

EJERCICIO 9.3 - Un rebote horizontal

Una pelota de 0,10 kg llega a +8m/s y sale a —4m/s tras 0,020 s. Encuentra impulso neto y
fuerza horizontal media.

EJERCICIO 9.4 - Area fuerza—tiempo

Una fuerza neta crece linealmente de cero a 30 N y vuelve a cero formando un triangulo de
base 0,40s. Acttia sobre una masa de 2 kg inicialmente a —1 m/s. Encuentra impulso, fuerza
media y velocidad final.
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EJERCICIO 9.5 - Dos componentes

Una masa de 3kg tiene velocidad (2, —1) m/s y recibe impulso neto (—3,9) N's. Halla velocidad
final y cambio cinético.

EJERCICIO 9.6 - Cota del impulso omitido
La resultante horizontal externa sobre un sistema de 4 kg tiene médulo no mayor que 3N

durante 0,010s. Acota el cambio de momento y de velocidad del centro de masa. ;Sirve un
error porcentual referido al momento inicial si este es cero?

EJERCICIO 9.7 - Unién tras alcanzar un carro

Un carro de 1kg llega a 6m/s y se une a otro de 2kg en reposo, en choque aislado horizontal-
mente. Halla velocidad final y pérdida cinética.

EJERCICIO 9.8 - Encuentro frontal y union

Dos masas de 2 y 3kg se acercan con +5 y —1m/s y quedan unidas. Encuentra velocidad
comun y disminucién cinética, con impulso externo despreciable.

EJERCICIO 9.9 - Velocidad comun cero

Dos carros de 2kg llegan uno contra otro a +3 y —3m/s y quedan unidos sobre pista lisa.
Encuentra velocidad final y energia cinética transformada.

EJERCICIO 9.10 - Chogque elastico frontal

Un carro de 1kg llega a 6 m/s hacia otro de 2 kg en reposo. Encuentra las velocidades posteriores
a una colision elastica aislada y verifica ambas conservaciones.

EJERCICIO 9.11 -+ Dos carros iguales

Dos carros de 2kg llevan velocidades +3 y —1 m/s. Colisionan frontalmente de manera elastica
en pista lisa. Determina velocidades, momento y energia antes y después.

EJERCICIO 9.12 - Restitucion parcial

Dos masas de 1kg tienen velocidades iniciales +6 y Om/s, A inicialmente a la izquierda. El
choque aislado tiene e = 0,5. Halla velocidades finales, impulsos y pérdida cinética.
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EJERCICIO 9.13 - Datos necesarios para determinar un choque

Una masa de 1kg llega a 4m/s hacia otra igual en reposo. El choque tiene impulso externo
despreciable, pero no se conoce su restitucion ni se sabe si se unen. Da dos salidas compatibles
con conservaciéon de momento y explica qué dato falta.

EJERCICIO 9.14 - Impulso externo conocido

Una masa de 2kg a 4m/s se une a otra de 2kg en reposo. Durante el proceso el conjunto recibe
impulso externo de +4 Ns. Halla velocidad comiin y cambio cinético; explica si el impulso
permite hallar el trabajo externo.

EJERCICIO 9.15 - Dos etapas de un péndulo

Una pieza de 0,050 kg llega horizontalmente a 40m/s y queda incrustada en un bloque sus-
pendido de 0,950kg. En el punto mas bajo, el impulso horizontal externo durante el choque
es despreciable. Sin pérdidas durante el ascenso posterior, halla velocidad inmediata, altura
maxima y disminucién cinética del impacto. Usa el modelo de particula.

EJERCICIO 9.16 - Separaciéon desde el reposo

Un sistema de 8 kg inicialmente quieto se separa sobre pista lisa en partes de 2 y 6kg. La
primera sale a +9m/s. Encuentra la velocidad de la otra y la energia cinética total adquirida.

EJERCICIO 9.17 - Unién en un plano

Dos masas de 1kg llegan con velocidades (4,0) y (0,3) m/s y quedan unidas sobre mesa lisa.
Halla velocidad, rapidez final y pérdida cinética.

EJERCICIO 9.18 - Una salida conocida en dos dimensiones

En un choque aislado de discos de 2kg, A llega con (5,0)m/s y B estd quieto. Después A
tiene (3,2,2,4) m/s. Encuentra la velocidad de B y verifica si la energia cinética traslacional se
conserva, sin rotacion.

EJERCICIO 9.19 - Posicién y velocidad del centro de masa

Dos masas de 1 y 3kg estdn en x = 0 y 4m y tienen velocidades +6 y —2m/s. Encuentra zcyy,
Veum vy energia cinética total.
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EJERCICIO 9.20 - La resultante externa acelera al centro de masa

Un sistema de masa total 5kg tiene inicialmente momento (5, —10) kg m/s. Recibe una fuerza
externa neta constante (10,5) N durante 2s. Encuentra aceleracién y velocidad final del centro
de masa, y su desplazamiento en ese intervalo.

EJERCICIO 9.21 - Caminar sobre una plataforma libre

Una persona de 40 kg sobre una plataforma de 80kg, ambas inicialmente quietas y sin fuerza
horizontal externa, camina 1,5 m respecto de la plataforma. Halla los desplazamientos de ambas
respecto del suelo.

EJERCICIO 9.22 - Separaciéon en vuelo

Un objeto de 4kg se separa en partes de 1 y 3kg cuando su velocidad es (3,0) m/s. La primera
sale con (0,6) m/s. Desprecia el impulso externo durante la separacién; después solo actia
gravedad uniforme. Encuentra la otra velocidad inicial y el desplazamiento del centro de masa
en 0,40s, antes de cualquier impacto.

EJERCICIO 9.23 - Energia relativa y unién

Dos masas de 1y 3kg llevan +4 y Om/s. Calcula la velocidad del centro de masa y separa la
energia cinética inicial en global y relativa. ;Cudnta disminuye si quedan unidas sin impulso
externo?

EJERCICIO 9.24 - Cambiar la referencia

En el choque del ejercicio 9.7, considera otra referencia inercial que se mueve a +1m/s respecto
del suelo. Calcula momentos y energias cinéticas totales antes y después. Comprueba si cambian
la conservacién de momento y la pérdida cinética.

Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 9.1.

Para A, K4 = 3(1)(4?) =8J y pa = 4kgm/s. Para B, Kg = $(4)(2?) =8J y pg = 8kgm/s. Las
energias coinciden, pero el momento de B tiene el doble de médulo. La relacién |p| = v2mK muestra
la dependencia con la masa para energfa fija.

SOLUCION 9.2.

Los momentos +6 y —6kgm/s se cancelan, de modo que P, = 0. Cada particula tiene 6 J de energia
cinética y la suma es 12J. La primera suma es vectorial; la segunda agrega escalares no negativos.
Las particulas pueden moverse mientras su centro de masa permanece quieto bajo resultante externa
nula.
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SOLUCION 9.3.
El cambio de momento es J, = 0,10(—4 — 8) = —1,2N's. La fuerza media es —1,2/0,020 = —60 N.
Ambos apuntan hacia la izquierda. Restar 8 —4 como si fueran componentes del mismo signo omitiria

la inversiéon de movimiento.
SOLUCION 9.4.

El 4rea triangular es J, = $(0,40)(30) = 6Ns y la media 6/0,40 = 15N. El momento inicial es
2(—1) = —2kgm/s y el final 4kgm/s, por lo que v, = +2m/s. La fuerza maxima es 30 N; la media

se obtiene dividiendo el impulso por la duracion.
SOLUCION 9.5.

El momento inicial es (6, —3) kgm/s; al sumar el impulso queda (3,6) kgm/s. Dividir por 3kg da
7 = (1,2)m/s. Como u? = 22+ (—1)2 =5 y v? = 12 + 22 = 5 en SI, ambas energias son 7,5J y
AK = 0. Un impulso no nulo puede cambiar la direccién sin cambiar la rapidez final.

SOLUCION 9.6.

La cota es |AP;| < 3(0,010) = 0,030 N's. Por ello |[AVowm 2| < 0,030/4 = 0,0075m/s. Con momento
inicial cero, dividir por ese valor no define un error porcentual. Se conserva la cota absoluta, que

puede compararse con otra escala fisica pertinente.
SOLUCION 9.7.

El momento inicial es 6kgm/s y la masa conjunta 3kg. Entonces V' = 2m/s. Las energias son
K; =18J y Ky = $(3)(2?) = 6 J, con disminucién 12 J. El momento se conserva horizontalmente y

parte de la energia cinética se transforma.
SOLUCION 9.8.

Con un mismo eje, P; = 2(5) + 3(—1) = 7Tkgm/s. La velocidad comin es V = 7/5 = 1,4m/s.
Inicialmente K; = 25+ 1,5 = 26,5J y finalmente K; = %(5)(1,4)2 =4,9J. La disminucioén es 21,6 J.
Sumar los m6dulos de los momentos habria predicho otra velocidad y otro proceso.

SOLUCION 9.9.

El momento inicial se anula, de modo que la masa conjunta de 4kg tiene V = 0. Inicialmente habia
$(2)(3%) + 3(2)(3%) = 18J y finalmente cero. Los 18J pasan a formas distintas de la energfa cinética

traslacional. Este reposo final depende de la compensacién inicial de momentos.
SOLUCION 9.10.

Las ecuaciones son 6 = v; + 2v9 y vy — v1 = 6, en SI. Sustituir vo = v1 + 6 da v;1 = —2m/s y
vy = 4m/s. El momento final es —2 4+ 8 = 6kgm/s; la energfa inicial 18 J y la final 2+ 16 = 18 J. La

velocidad de separacion positiva identifica la rama del choque, frente a la solucién sin intercambio.
SOLUCION 9.11.

Las masas iguales intercambian velocidades: v1 = —1m/sy v = +3m/s. Antes, P; = 2(3)+2(—1) =
4kgm/sy K; = 941 = 10J. Después los sumandos se intercambian y dan Py = 4kgm/sy Ky = 10J.

Se conservan las dos magnitudes bajo las hipétesis declaradas.
SOLUCION 9.12.

La conservacién da v; + vg = 6 y la restitucién vy — v; = 0,5(6) = 3, por lo que v; = 1,5m/s y
ve = 4,5m/s. Los impulsos son J; = 1(1,5 —6) = =4,5Ns y Jo = +4,5Ns. La energia pasa de 18J
a 3(1)(1,5% 4+ 4,5%) = 11,25 J, con disminucién 6,75 J. Es consistente con 0 < e < 1.

SOLUCION 9.13.

La ecuacion disponible es v; + v = 4 en SI. La pareja (2,2) m/s corresponde a velocidad comin, con
energia final 4J. La pareja (0,4) m/s corresponde al choque eldstico de masas iguales, con energia
final 8 J. Ambas conservan los 4 kg m/s iniciales y conducen a resultados distintos. Hace falta una
condicién adicional, como unién, restituciéon o una velocidad final medida.
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SOLUCION 9.14.

El momento inicial es 8kgm/s y el final 8 +4 = 12kgm/s. La velocidad comin es V = 12/4 = 3m/s.
La energia inicial es 16 J y la final %(4)(32) = 18 J: aumenta 2 J aunque los cuerpos queden unidos.
El actuador externo aporta momento y puede aportar energia; calcular su trabajo requiere conocer
céOmo actiia durante el desplazamiento. Con aportes externos, una velocidad final comin puede

acompanarse de un aumento de energia cinética.
SOLUCION 9.15.

En el choque, 0,050(40) = (1)V, luego V' = 2m/s. La energia cinética anterior era 40J y la
posterior 2J, por lo que disminuye 38 J. En la etapa de ascenso se conserva la energia mecénica
y h = V?/(2g9) = 0,20m. El balance de momento se aplica al choque; la conservacién de energia

mecanica, al ascenso posterior a la incrustacién.
SOLUCION 9.16.

La conservacién horizontal exige 2(9) + 6ve = 0, asi que v = —3m/s. La energfa cinética final vale
$(2)(9%) + 1(6)(3%) = 81 + 27 = 108 J. Proviene de energfa interna liberada por el mecanismo. El

momento total puede mantenerse en cero mientras aumenta la energia cinética de las partes.
SOLUCION 9.17.

El momento inicial es (4,3) kgm/s y la masa total 2kg. Asi V = (2,1,5)m/s y |V| = 2,5m/s. La
energia inicial es 8 + 4,5 = 12,5J y la final %(2)(2,5)2 = 6,25 J. Disminuye 6,25 J. La direccién final
cumple tana = 1,5/2, de donde o ~ 36,9°.

SOLUCION 9.18.

Las masas se cancelan en cada componente: v = (5,0) — (3,2,2,4) = (1,8, —2,4) m/s. Las rapideces
finales son 4 y 3m/s. La energfa inicial es 25 J y la final §(2)(42+3%) = 25 J; los datos son compatibles
con elasticidad traslacional. Ademas, el producto escalar de las dos salidas se anula, como corresponde

a masas iguales, una quieta inicialmente y ambas velocidades finales no nulas.
SOLUCION 9.19.

La posicion es zoy = [1(0) +3(4)]/4 = 3m. El momento es 1(6) +3(—2) = 0kgm/s, asi que Ve = 0.
Sin embargo K = 1(1)(62) + 1(3)(2?) = 24 J. En esta referencia toda la energfa cinética es relativa

al centro de masa.
SOLUCION 9.20.

La aceleracion global es Ay = (10,5)/5 = (2,1)m/s2. La velocidad inicial es (5,—10)/5 =
(1,-2)m/s y la final (1,-2) 4+ (2,1)(2) = (5,0) m/s. Como la resultante externa es constante, el
desplazamiento del centro de masa es V;At + %/TAtz = (2,—-4) + (4,2) = (6,—2) m. El impulso
(20,10) N's lleva el momento a (25,0) kgm/s, lo que confirma la velocidad final.

SOLUCION 9.21.

Si b es el desplazamiento de la plataforma, la persona se desplaza b+ 1,5m respecto del suelo. El
centro de masa permanece fijo y 40(b+ 1,5) + 80b = 0 en SI. Resulta b = —0,50 m y desplazamiento

de la persona +1,00m. La razén inversa de masas se refleja en 40(1) + 80(—0,5) = 0.

SOLUCION 9.22.

El momento inicial es (12,0) kgm/s. De (0, 6) + 39> = (12,0) resulta > = (4, —2) m/s. La velocidad
inicial del centro de masa sigue siendo (3,0) m/s y después su aceleracién es (0, —10) m/s%. En 0,40s
su desplazamiento es (3(0,4), —5(0,4)?) = (1,2, —0,8) m. Esto vale antes de cualquier impacto y bajo
gravedad uniforme.

SOLUCION 9.23.

El momento total es 4kgm/sy M = 4kg, luego Vo = 1 m/s. La energia total inicial es 8 J y la global
$(4)(1%) = 2J. Las velocidades relativas son +3 y —1m/s, que aportan 3(1)(3%) + $(3)(1%) = 6 J. Si
quedan unidas, esa parte relativa desaparece y la disminucién cinética es 6 J, mientras permanecen
los 2 J globales.
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SOLUCION 9.24.

En la nueva referencia las velocidades iniciales son 5 y —1m/s y la comtn final 1 m/s. El momento
inicial es 1(5)42(—1) = 3kgm/s y el final 3(1) = 3kgm/s. La energfa inicial es 1(1)(5%)+3(2)(1%) =
13,5J y la final %(3)(12) = 1,5J. La disminucién sigue siendo 12 J. Los valores de momento y energia
cambiaron, pero la conservacion y la pérdida cinética coinciden. Para masa total fija y momento
conservado, los términos anadidos por un cambio galileano se cancelan al tomar la diferencia de
energias.

Diagnostico de salida

Un carro de 2kg llega a 4m/s y queda unido a otro de 2kg en reposo sobre pista lisa. El choque
dura 0,10s y su impulso horizontal externo es despreciable. Encuentra velocidad comiin, impulso y
fuerza media que recibe el primer carro, disminucién de energia cinética y velocidad del centro de
masa. Explica si la fuerza neta sobre cada carro tuvo que ser cero durante el contacto.

Contraste después del intento. El momento total es 8kgm/s y V = 2m/s. El primer carro
recibe J; = 2(2 — 4) = —4Ns y fuerza media —40N; el segundo recibe el impulso opuesto. La
energia pasa de 16 a 8 J y disminuye 8 J. La velocidad del centro de masa es 2m/s antes y después,
y permanece constante si la resultante externa es despreciable durante todo el contacto. Los carros
individuales si reciben fuerzas netas que cambian sus momentos; la suma interna se cancela para el
sistema. Para revisar esa distinciéon vuelve a la seccién 9.3; para la pérdida cinética, a la seccién 9.9.

Lecturas de apoyo

H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, serie Sears—Zemansky, 12.?
edicion, Pearson Educacion, 2009: capitulo 8, momento lineal, impulso, choques y centro de masa.

R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.* edicién, Cengage Learning, 2012:
capitulo 6, cantidad de movimiento y colisiones. Los datos, enunciados, soluciones y figuras del
presente capitulo tienen formulacién original.
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10.1 El torque depende de la linea de accién

Tomemos un punto O y una fuerza F aplicada en una posiciéon 7 medida desde él. Su torque,
también llamado momento de una fuerza, respecto de O se define por

—

5 =7xF. (10.1)

El producto vectorial es perpendicular al plano de los dos vectores y su médulo es rF sin ¢, donde ¢
es el angulo entre ellos. La regla de la mano derecha fija el sentido: los dedos se curvan desde 7 hacia
F por el angulo menor y el pulgar indica el del torque. En un dibujo en el plano zy, tomaremos +z
hacia el lector; un torque positivo corresponde a la tendencia antihoraria.

Podemos obtener el médulo sin construir el producto vectorial. Si d es la distancia perpendicular
desde O a la linea de accién de la fuerza, entonces |7o| = F'd. Ese d es el brazo de palanca. También
podemos usar rF'|, con F| perpendicular a 7. La componente radial no aporta torque respecto de O.

En problemas planos resulta especialmente 1til escribir
TO,z = xFy —yF;. (102)

El signo contiene informacion que se perderia al sumar médulos. El torque se mide en N m; aunque
esta combinacién tiene las dimensiones del joule, un torque y una energia representan magnitudes
diferentes. El trabajo aparecerd al considerar ademaés un desplazamiento angular.

PROBLEMA RESUELTO 10.1 - La componente que hace girar la llave

Una llave horizontal recibe una fuerza F = (30,40) N en el punto (0,40,0) m respecto del
tornillo. Encuentra el torque y el brazo de palanca.

Resolucion. Con antihorario positivo,

'F
7, = 0,40(40) — 0(30) = 16 N m. o . /

La fuerza tiene médulo 50 N, por lo que d = 16/50 = d >~
0,32m. La distancia al punto de aplicacién es 0,40 m; /
el brazo es menor porque la fuerza es oblicua. Los 30 N El brazo d es perpendicular a la linea de

paralelos a la llave no producen torque sobre el tornillo. ~ accion; puede diferir de . Torque
positivo hacia el lector.

Un par de fuerzas puede mantener resultante nula y producir una tendencia al giro. Un par de
fuerzas consiste en dos fuerzas opuestas, de igual médulo, cuyas lineas de accién son paralelas y
distintas. La fuerza total es cero, pero sus torques se suman y dan un médulo F/, donde £ es la
separacion perpendicular entre las lineas.
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PROBLEMA RESUELTO 10.2 - Dos fuerzas que se cancelan y aun asi hacen
girar

Sobre un cuerpo actian (20,0) N en (0,0,15) my (—20,0) N en (0, —0,15) m. Calcula la resultante
y el torque total respecto del origen.

Resolucion. La suma de fuerzas es cero. Los torques son —0,15(20) = —3Nm y —(—0,15)(—20) =
—3Nm. El total es —6 N m, horario. También se obtiene F'¢ = 20(0,30) = 6 N m con ese sentido.
El centro de masa puede tener aceleracién cero mientras cambia el movimiento de rotacién.

20N

Oe 0,30m

20N

Las fuerzas se cancelan; sus torques horarios se suman. La separacién indicada es perpendicular a las lineas de
accion.

Debemos mantener el mismo punto al sumar torques. Si O’ estd en la posicién @ respecto de O,
cada posicién nueva es 7; — d. Por distributividad,

ZFO/:ZFO—ﬁxZﬁ. (10.3)

Asi se explica por qué el torque de un par es independiente del origen. También se explica por qué,
al comprobar equilibrio con fuerza neta cero, basta imponer torque neto cero respecto de un punto:
serd cero respecto de todos.

PROBLEMA RESUELTO 10.3 - Cambiar el punto de referencia cambia el
torque

Una fuerza (0, —10) N acttia en A = (2,1) m. Calcula su torque respecto de O = (0,0) y de
B =(2,0) m.

Resolucion. Respecto de O, 170, = 2(—10) — 1(0) = —20Nm. Respecto de B, la posicién
relativa es (0,1) m y el torque es cero: la linea de accién pasa por B. La ecuacién 10.3 da el
mismo resultado, pues (@ x ﬁ) » = —20Nm. La fuerza conserva su valor; cambi6 la pregunta
acerca de su efecto alrededor de un punto.

La fuerza vertical tiene brazo 2 m respecto de O y brazo cero respecto de B.
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10.2 Equilibrio de un cuerpo extenso

Un cuerpo rigido ideal conserva las distancias entre sus particulas. Si esta inicialmente en reposo
en una referencia inercial, las condiciones del equilibrio estdtico son

S F =0, Y Toext=0. (10.4)

La primera impide la aceleracién del centro de masa; la segunda impide que comience a girar. En un
problema plano proporcionan tres ecuaciones escalares: ) F, =0, > Fy, =0y > 70, = 0. Elegir el
punto O en un apoyo suele eliminar del balance de torque sus fuerzas desconocidas. Esas fuerzas
siguen perteneciendo al diagrama de cuerpo libre y a las ecuaciones de traslacion.

En un campo gravitatorio uniforme, la suma de los torques de los pesos es ), 5 X m;§ = Roy x M g
Para calcular el efecto exterior del peso podemos representarlo aplicado en el centro de masa. Bajo
esa hipdtesis coincide con el centro de gravedad. Una barra uniforme tiene su centro en el punto
medio; una barra cuya masa se concentra hacia un extremo puede tenerlo en otro lugar.

Las ecuaciones deben acompaiiarse de las condiciones del contacto. Un cable ideal tira a lo largo de
su direccién; un apoyo simple transmite una normal de compresién. Una articulacion ideal permite el
giro libre y puede ejercer dos componentes de fuerza en el plano. La friccién estatica se determina con
el equilibrio y después se compara con pus/N; la igualdad solo se impone en el umbral de deslizamiento.

PROBLEMA RESUELTO 10.4 - Repartir una carga entre dos apoyos

Una barra horizontal uniforme de 4 m pesa 80 N. Descansa en apoyos simples en sus extremos
A y B y sostiene una carga de 120N a 3m de A. Encuentra las reacciones verticales.
Resolucion. El peso propio actia a 2m de A. Tomando torques respecto de A,

ARp —80(2) —120(3) =0,  Rp = 130N.

La suma vertical exige R4 + R = 200N, luego R4 = 70N. Ambas reacciones son positivas
y el contacto supuesto es posible. Como control independiente, respecto de B obtenemos
—4(70) 4+ 80(2) 4+ 120(1) = 0. La carga proxima a B explica que ese apoyo sostenga mas peso.

4m

3m

S8ON
120N

Diagrama de cuerpo libre de la barra. El peso propio actia en el punto medio; los dos apoyos empujan hacia
arriba.
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PROBLEMA RESUELTO 10.5 - Un cable inclinado y una articulacién

Una barra horizontal uniforme de 3 m, articulada a una pared por su extremo izquierdo, pesa
60 N y sostiene 90 N en el extremo derecho. Un cable desde ese extremo hacia la pared forma un
angulo /8 con la horizontal, con sin 8 = 3/5 y cos 5 = 4/5. Encuentra su tensién y la reaccién
de la articulacién.

Resolucion. La componente vertical del cable es T'sin 5. Su componente horizontal pasa por la
articulacion y no aporta torque sobre ella. Por tanto

3
3T —60(1,5) —90(3) =0, T =200N.

El cable tira hacia arriba con 120N y hacia la izquierda con 160 N. Las ecuaciones de fuerzas
dan R, = 160N hacia la derecha y R, = 60 + 90 — 120 = 30 N hacia arriba. El apoyo comparte
la carga y la oblicuidad del cable determina la relacién entre la tensién y su componente
vertical.

60N 90N

El cable tira hacia la pared. El brazo de su componente horizontal respecto de la articulacién es cero.
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PROBLEMA RESUELTO 10.6 - La friccion que necesita una escalera

Una escalera uniforme de 5m y peso 200 N apoya su pie en un suelo rugoso y su extremo
superior en una pared lisa. La separacién horizontal es 3m y la altura 4 m. Encuentra las
fuerzas de contacto y el coeficiente estatico minimo para el equilibrio.

Resolucion. Situemos el pie en (0,0) y la parte superior en (3,4) m. La pared empuja horizon-
talmente hacia la izquierda con fuerza H. El peso actia en (1,5,2) m. El balance de torque
sobre el pie da 4H — 200(1,5) = 0, luego H = 75 N. El suelo debe ejercer friccién de 75N hacia
la derecha y normal de 200N hacia arriba. El contacto permite ese equilibrio si

75 < us(200), s > 0,375.

Con un coeficiente mayor, la friccion sigue siendo 75 N; solo aumenta su limite disponible. No
hay friccién en la pared segin el enunciado.

H

4m

200N

f

separacion: 3 m

Pared lisa: su reaccién es horizontal. El suelo debe proporcionar normal y friccién; el peso actia en el centro de
la escalera.

Para estudiar la estabilidad debemos examinar la respuesta del cuerpo a un pequeno desplazamiento
respecto del equilibrio. Al desplazar ligeramente un cuerpo, el torque puede devolverlo a su posicién,
alejarlo de ella o dejarlo en una nueva posicion de equilibrio. Bajo gravedad, un minimo local de
energia potencial es una sefial de estabilidad. Un bloque sobre una base finita puede volcar cuando
la linea de accién de la reaccién requerida alcanza el borde. Antes de ese umbral, la distribucién de
presion desplaza su resultante dentro de la base; superarlo exige revisar la configuracién de contacto.

10.3 Describir el giro con una sola coordenada

En una rotacién alrededor de un eje fijo, cada punto del cuerpo describe un circulo cuyo radio es
su distancia perpendicular al eje. Todos comparten el mismo desplazamiento angular Af. Elegido
un sentido positivo de giro, el arco orientado cumple As = rA#f, con 6 en radianes. La longitud
recorrida acumula la rapidez: ¢ = r fti_f |w(t)|dt. En un tramo de un solo sentido resulta ¢ = r|Af|;
los cambios de sentido exigen sumar las longitudes de los tramos, como en r10-8. Una revolucién
equivale a 27 rad.

Elegimos un sentido positivo y seguimos el angulo acumulado, sin reducirlo necesariamente al
intervalo de una vuelta. Definimos
db dw

w=— o=—.
dt

10.5
=, (105)
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La velocidad angular w tiene signo; su médulo es la rapidez angular. En SI usamos rad/s y rad/s?.
El radian es una razén de longitudes y es adimensional; conservar su nombre ayuda a reconocer el
significado de una tasa.

Si « es constante, integrar estas definiciones produce
w = wy + at, Al = wot + %at2, w? = Wi + 2aA6. (10.6)

La tultima igualdad pierde informacién del signo al elevar al cuadrado; el movimiento y sus intervalos
deben decidirlo. En un punto a distancia r del eje, la rapidez es v = r|w|, la aceleracién tangencial
tiene componente a; = ra en el sentido positivo de giro y la aceleracién normal, hacia el eje,
tiene médulo a, = rw?. Las dos aceleraciones son perpendiculares. Incluso con o = 0 puede haber
aceleracién normal.

PROBLEMA RESUELTO 10.7 - Arranque con aceleraciéon angular constante

Una rueda tiene wy = 2rad/s y a = 3rad/s? durante 4s. Calcula el 4ngulo barrido, la velocidad
angular final y las magnitudes cinematicas de un punto a 0,20m del eje al final.

Resolucién. Las ecuaciones 10.6 dan w = 2 + 3(4) = 14rad/s y A = 2(4) + 3(3)(4%) = 32rad,
unas 5,09 vueltas. El punto tiene rapidez 0,20(14) = 2,8 m/s, aceleracién tangencial 0,20(3) =
0,60m/s? y aceleracién normal 0,20(14?) = 39,2m/s?. Esta tltima cambia la direccién de su
velocidad, aunque su valor sea mucho mayor que la aceleraciéon que cambia la rapidez.

w,a >0 7

En el punto de la derecha, la velocidad y la aceleraciéon tangencial apuntan hacia arriba; la aceleracién normal
apunta al eje. Flechas de magnitudes esquematicas.
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PROBLEMA RESUELTO 10.8 - Un giro que primero retrocede

La posicién de una rueda es 0(t) = (2rad/s3)t3 — (3rad/s?)t? entre t = 0 y t = 2s. Encuentra
w y « al final, el desplazamiento angular y el dngulo total recorrido.

Resolucién. Al derivar obtenemos w = (6rad/s3)t? — (6rad/s?)t y a = (12rad/s3)t — 6rad/s>.
En 2s valen 12rad/s y 18 rad/s?. La velocidad es negativa entre 0 y 1s y positiva después. Las
posiciones son #(0) =0, #(1s) = —1rad y 0(2s) = 4rad. El desplazamiento es 4rad, mientras
el recorrido suma 1+ 5 = 6rad. La aceleracién varia con el tiempo y debemos incorporar esa
dependencia al calcular el movimiento.

0 (rad)

La pendiente cambia de negativa a positiva en ¢ = 1s. El recorrido suma ambos tramos; el desplazamiento resta
las posiciones extremas.

10.4 La distribucién de masa y el momento de inercia

Una rueda rigida obliga a sus particulas a compartir w, pero cada una tiene rapidez r;|w|. La
energia cinética total alrededor de un eje fijo es entonces

K= Z tmiriw? = 11w?, I= Zmﬂ“f (10.7)
i i
La cantidad I es el momento de inercia respecto de ese eje. Se mide en kg m?. En una distribucién

continua reemplazamos la suma por I = [ rf_ dm. Alejar una masa al doble de distancia cuadruplica
su contribucién; predecir la respuesta al torque requiere conocer su distribucién respecto del eje.



Equilibrio, rotaciones y momento angular 217

PROBLEMA RESUELTO 10.9 - La misma masa a distintas distancias

Dos masas puntuales de 1kg se unen por una varilla sin masa y giran alrededor de un eje
perpendicular por su punto medio. Compara las configuraciones con cada masa a 0,30m y a
0,60m del eje, a rapidez angular 10rad/s.

Resolucion. Los momentos son I; = 2(1)(0,30%) = r =0,30m

0,18kgm? e I» = 2(1)(0,602) = 0,72kgm?. Las ener- & 0lk
glas a la misma rapidez son 9J y 36J. Con la misma
masa total, la nueva distribuciéon cuadruplicé tanto I
como la energia necesaria para ese giro. La comparacion
se refiere a dos estados con igual w; mantener ese valor

[ @®lkg

r=0,60m

Cada punto extremo representa 1kg. Los

o ejes son perpendiculares al dibujo y
durante el traslado de las masas requeriria un balance  jasan por los puntos medios.

dindmico propio.

Para un aro delgado de radio R, todo dm estd a distancia R y I = MR? en su eje central
perpendicular. Para un disco uniforme de radio R, dividimos en anillos. Con densidad superficial
o= M/(rR?),
noR* 1

2 2
El eje central de simetria es esencial en ambas expresiones. Un disco y un aro con igual M y R
tienen distintos momentos porque una parte de la masa del disco estd més cerca del eje.

MR?.

R
I:/ r2(2mordr) =
0

Podemos trasladar un eje sin rehacer toda la integral. Si un eje es paralelo a otro que pasa por el
centro de masa, y estan separados por d, se cumple el teorema de ejes paralelos:

I =Icy+ Md2. (10.8)

Para verlo, elijamos coordenadas perpendiculares con el nuevo eje desplazado d en x. Al expandir
S my[(zi — d)? + y?], aparece Iom + Md? — 2d Y. m;x;. La tltima suma es cero porque el origen
estaba en el centro de masa. Para relacionar dos ejes paralelos arbitrarios debemos referir ambos al
eje paralelo que pasa por el centro de masa.



Equilibrio, rotaciones y momento angular 218

PROBLEMA RESUELTO 10.10 - Una barra que gira por el centro o por un
extremo

Una barra delgada uniforme de masa 3 kg y longitud 2 m gira alrededor de un eje perpendicular
a ella. Encuentra su momento por el centro y por un extremo, y compara las energias a 3rad/s.
Resolucion. Con x medido desde el centro y dm = (M/L) dz,

M L/2 ML2
Ioy = — 2dx = = 1kgm?.
M= T /_L/2$ % 12 gm

El eje del extremo es paralelo y dista L/2 = 1m. Asi, Io,y = 1 +3(1)? = 4kgm? = ML?/3.
Las energfas son 5(1)(3%) = 4,5J y 3(4)(3?) = 18J. La segunda es mayor porque cambiaron las
distancias de las particulas al eje, aunque la barra sea la misma.

Eje perpendicular I en kgm? K en J

Por el centro 1 4,5
Por un extremo 4 18

La barra tiene M = 3kg y L = 2m. Las dos energias corresponden a w = 3rad/s.

10.5 Del torque a la aceleraciéon angular

Para una particula que gira a distancia fija r; de un eje fijo z, la fuerza tangencial neta es m;r;a.
Su torque axial es mirfa. Al sumar sobre el cuerpo, los torques de las fuerzas internas centrales se
cancelan por pares y queda

ZText,z = L. (109)

Estamos usando un cuerpo rigido de masa y distribucién constantes alrededor de un eje fijo en
una referencia inercial. Es una igualdad para la componente axial; una reaccién en el eje puede ser
necesaria para mantenerlo fijo, aunque no produzca torque axial. La relacién vectorial 7 = I& con
un solo escalar I requiere condiciones particulares; la rotacién tridimensional general utiliza una
descripcion mas completa de la distribucién de masa. Mas adelante formularemos la ley general
mediante el momento angular.

El signo de « indica cémo cambia w. Un torque negativo frena un giro positivo, pero acelera un

giro negativo. Si el rozamiento se opone al movimiento, su sentido debe reconsiderarse al detenerse
el cuerpo para describir correctamente la evoluciéon posterior.
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PROBLEMA RESUELTO 10.11 -+ Un disco con torque motor y resistencia

Un disco uniforme de 4kg y radio 0,50 m gira sobre su eje central fijo. Una fuerza tangencial
de 8N inicia un giro positivo desde el reposo. Durante ese giro actiia un torque resistente
constante de 1 N m. Encuentra el estado a los 3s.

Resolucién. El momento de inercia es I = 1(4)(0,50%) = 0,50kgm?. El torque motor es
8(0,50) = 4Nm y el neto 4 — 1 = 3Nm. Luego a = 3/0,50 = 6rad/s?, w = 18rad/s y Af =
(6)(3%) = 27rad. Su energfa es 1(0,50)(182) = 81 J. El balance de trabajo, 4(27) —1(27) = 81J,
comprueba el resultado y distingue los 108 J suministrados por el motor de los 27 J disipados.

8N

1Nm

El motor favorece giro antihorario y la resistencia lo frena. I se expresa en kgm?.

Una polea con momento de inercia puede exigir tensiones diferentes a sus dos lados. Suponer una
cuerda ligera asegura tensiéon uniforme en un tramo libre; las tensiones a ambos lados de una polea
masiva deben satisfacer también su balance de torque. En el contacto sin deslizamiento, la fuerza
tangencial distribuida entre cuerda y polea permite esa diferencia.
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PROBLEMA RESUELTO 10.12 -+ Una polea que también debe acelerarse

Masas de 3kg y 1kg cuelgan de una cuerda ligera e inextensible que pasa por una polea disco de
masa 2 kg y radio 0,20 m. El eje es fijo y sin rozamiento, y la cuerda no desliza. Usa g = 10 m/s2.
Encuentra la aceleracién y las tensiones.

Resolucion. La masa mayor baja con aceleracién a > 0. Sus ecuaciones y la de la polea son

30 — T = 3a, Ty — 10 = a, (Th —To)R = Ia.

Aqui I = $(2)(0,20%) = 0,040kg m? y la condicién de no deslizamiento da o = a/R. Al sumar
las ecuaciones de las masas y eliminar la diferencia de tensiones,
(3—1)10

=2 ym/s,
O Ty IRE /s

Por tanto 77 = 18N, Ty = 14N y a = 20rad/s?. La diferencia 4 N produce 0,80 N m, igual a Ia.
La polea almacena energia cinética: ignorar su inercia habria predicho una aceleracién mayor.

polea: I = 0,040 kg m?

15

La cuerda no desliza: a = R|a|. Las tensiones diferentes producen el torque que acelera la polea.

10.6 Trabajo y potencia de un torque

Cuando el cuerpo gira un angulo infinitesimal df sobre un eje fijo, la fuerza tangencial realiza
trabajo dW = Fyrdf = 7, df. Las componentes radiales realizan trabajo nulo en esa rotaciéon porque
son perpendiculares al desplazamiento. Al sumar fuerzas externas e integrar,

_ [ _A(L1.2 _
Wext = Text,» df = A 51w” ), P = Tw. (10.10)
0;

La expresién integral en funcién de 6 supone que podemos representar el torque a lo largo del
recorrido; si el giro invierte su sentido conviene separar los tramos o integrar 7, (t)w(t) dt. La potencia
es positiva cuando el torque entrega energia al giro y negativa cuando la retira. Para un cuerpo
rigido con eje fijo, los apoyos ideales inméviles realizan trabajo nulo, incluso con fuerzas grandes.
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PROBLEMA RESUELTO 10.13 -+ Un torque que aumenta con el angulo

Un rotor de momento 2kgm? comienza con wy = 3rad/s. Durante un giro positivo de § =0 a
2rad recibe torque neto 7, = 4Nm + (2N m/rad)f. Encuentra la rapidez final y la potencia
neta al terminar.

Resolucion. El area bajo la grafica torque—angulo es

2rad
W:/ T,d0 =121].
0

La energfa inicial es 3(2)(3%) = 9J y la final 21 J. Asi, wy = v/21rad/s ~ 4,58 rad/s, positiva
porque el torque refuerza el giro inicial. El torque final es 8 N m y la potencia 8v/21 W =~ 36,7 W.
El trabajo usa toda el area; multiplicar el torque final por todo el angulo lo sobreestimaria.

7, (Nm)

W =12]

> 0 (rad)

El trabajo es el area del trapecio bajo el torque. El valor final del torque sirve para la potencia instantédnea final.

10.7 Rodar combina traslaciéon y rotacion

Una rueda que avanza también hace girar sus particulas alrededor del centro de masa. La
descomposicién de energia del capitulo anterior toma, para un cuerpo rigido en movimiento plano,
la forma

K = IMVEy + $omw?. (10.11)

El segundo término corresponde al giro respecto del centro de masa; usar en él el momento sobre el
punto de contacto y conservar ademas el primer término contaria una parte dos veces.

Si una rueda circular de radio R rueda sin deslizar sobre un suelo inmévil, el punto que toca
el suelo tiene velocidad instantanea cero. Al sumar su velocidad relativa al centro y la del centro
resulta Voy = R|w|. El punto superior tiene rapidez 2V respecto del suelo. En una pendiente
recta la condicién también relaciona los médulos de las aceleraciones tangencial y angular: a = R|«|.
Con deslizamiento debemos calcular por separado la traslacién y la rotacién.

En movimiento plano podemos emplear » 7cm,. = Ioma, junto con F=M /TCM, aun cuando

el centro se traslade y acelere. La ley respecto del centro de masa justifica este uso aun cuando el
punto de contacto cambie durante el movimiento.
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PROBLEMA RESUELTO 10.14 - La friccién necesaria para rodar cuesta abajo

Un disco uniforme de masa 3kg y radio 0,20m parte del reposo en una pendiente de 30°.
Supén rodadura sin deslizamiento y usa ¢ = 10 m/s?. Encuentra la aceleracién, la friccion y la
condicion sobre .

Resolucion. Tomemos positivo hacia abajo de la pendiente. El peso tangencial es M gsin 30° =
15N. Una friccién f hacia arriba produce el giro necesario. Los balances son

15— f=3a, fR= ICM%, Iom = AMR2.
De la segunda ecuacién, f = %M a; por tanto a = 10/3m/s? y f = 5N. La aceleracién angular
tiene médulo a/R = 50/3rad/s?. Como N = Mgcos30° = 15v/3 N, se requiere

psd 1
N 33

Si no se cumple esta desigualdad, la solucién de rodadura es incompatible con el contacto
y debemos permitir deslizamiento. La friccién se obtiene del balance dindmico y después se
compara con el maximo f = usN.

~ (,192.

Diagrama de fuerzas y direccién de la aceleracién del centro. La friccidén estatica apunta cuesta arriba y
proporciona el torque de rodadura.

En la rodadura ideal sobre un suelo rigido e inmévil, el trabajo de la fricciéon estatica es cero
porque la velocidad instantanea del punto de aplicacién es nula. Puede disminuir la contribucién
traslacional respecto de una caida libre por la pendiente y aumentar la rotacional, sin disipar energia
mecanica. La resistencia real a la rodadura implica deformaciones y otros efectos que este modelo
excluye.
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PROBLEMA RESUELTO 10.15 -+ Un aro y un disco desde la misma altura

Un aro delgado y un disco uniforme, ambos de masa 2kg y radio 0,50 m, ruedan sin deslizar
desde el reposo y descienden una altura de 0,60 m. Compara sus rapideces finales y el reparto
de energia. Usa g = 10m/s?.

Resolucién. Escribamos Ioy = kM R2. Al conservar energia y usar |w| = V/R obtenemos

2gh
Mgh =iMV?*(1+k Vis 2
gh=53MV=(1+k), Tk
Para el disco, k = 1/2 y V = /8m/s; para el aro, k =1y V = v/6m/s. Ambos tienen 12J de
energia final. El disco reparte 8 J en traslacion y 4 J en rotacién; el aro reparte 6J en cada una.
El disco llega mas rapido porque dedica una fraccién menor de la misma energia al giro. La
comparacién supone que ambos contactos permiten rodar sin deslizar.

Cuerpo Kiasen J Ko en J

Disco 8 4
Aro 6 6

Los dos cuerpos tienen 12J de energfa cinética total. El reparto depende del cociente Icn /(M R?).

10.8 El momento angular y su ley de cambio

El momento lineal nos permiti6 estudiar interacciones sin conocer su fuerza en cada instante. Para
relacionar una interacciéon con el giro definimos el momento angular de una particula respecto de un
punto O:

Lo=7Xp (10.12)

Sus unidades son kgm?/s. Depende del punto elegido y puede ser distinto de cero incluso para una
trayectoria recta. En un plano, Lo . = xp, — yp,; su médulo equivale al momento lineal multiplicado
por la distancia perpendicular desde O a la recta de movimiento.

Si O esta fijo en una referencia inercial y la masa es constante, derivar la definicién da

dLo . Lo _odp
—— = UXMU+T X — =T0O.
dt dt
El primer término se anula porque los vectores son paralelos. Para un conjunto fijo de particulas
sumamos sus momentos angulares. Las fuerzas internas centrales tienen torque total cero por pares:

(75 — 75) F;j = (. Bajo esas hipétesis queda la ley

dl_jo N =g tf =
dt = ZTO,exm ALo = /t ZTO,ext dt. (10.13)

La integral es el impulso angular. Respecto del centro de masa también se cumple la ley de torque
externo, aunque ese centro acelere: al usar posiciones relativas, el término adicional es proporcional a
SomTh = 0. Esta propiedad justifica el balance de rodadura que empleamos antes. Aplicarla respecto
de otro punto acelerado requiere incluir el término correctivo correspondiente.
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PROBLEMA RESUELTO 10.16 -+ Momento angular en una trayectoria general

Una particula de 2kg estd en (3,2) m y tiene velocidad (4, —1) m/s. En ese instante su fuerza
neta es (0, —10) N. Calcula su momento angular respecto del origen y su tasa de cambio.

Resolucion. El momento lineal es (8, —2) kgm/s. Asi,
L, =3(—2) — 2(8) = —22kgm?/s.

El torque es 3(—10) —2(0) = —30Nm, igual a dL,/dt en
ese instante. El signo indica sentido horario respecto del
origen y describe una tasa instantanea; la trayectoria y 0

su evolucién posterior requieren conocer las condiciones L y 7 apuntan hacia dentro del dibujo en
del movimiento. este instante. Las flechas representan
direcciones; sus escalas son diferentes.

En un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo z, cada particula aporta L; , = miriiw. Por
tanto
L,=1lLw. (10.14)

Si I, es constante, derivar recupera Text . = I.a. En los discos y aros que giran alrededor de su eje
central de simetria, el momento angular apunta en la direccién y sentido de la velocidad angular
y cumple L = LI.&. Para un cuerpo rigido que gira alrededor de otro eje fijo, la igualdad axial
L, = ILw sigue siendo valida, mientras la direcciéon del vector completo depende de la distribucion
tridimensional de masa respecto del punto elegido.

10.9 Conservar el momento angular sin conservar la energia cinética

Si el torque externo neto respecto de un punto fijo es cero durante todo un intervalo, el momento
angular correspondiente permanece constante. Si solo es nula una componente del torque, se conserva
la componente correspondiente de L. Como en el impulso lineal, una integral nula garantiza igualdad
entre extremos, sin exigir constancia en todos los instantes.

El torque y la fuerza externa netos responden a preguntas distintas. Una fuerza dirigida hacia
un punto fijo tiene torque cero respecto de ese punto y puede modificar el momento lineal. Un par
de fuerzas, en cambio, puede modificar el momento angular sin acelerar el centro de masa. En un
sistema que redistribuye su masa, la conservaciéon de L, debe acompafarse de un balance energético
que incluya el trabajo interno.



Equilibrio, rotaciones y momento angular

PROBLEMA RESUELTO 10.17 - Recoger los brazos aumenta la energia del
giro

Una persona sobre una plataforma giratoria reduce el momento de inercia total respecto del
eje vertical de 6 a 2kgm?. La velocidad angular inicial es 2rad/s y el torque externo vertical
es despreciable. En los dos estados comparados las partes giran juntas y no hay movimiento
radial apreciable. Encuentra la velocidad final y el cambio cinético.

Resolucion. Se conserva L, = Liw; = 12kg m2/s. Por I, =6 Ip=2
tanto wy = 12/2 = 6rad/s. Las energias son K; =
$(6)(2%) =12J y Ky = 1(2)(6%) = 36 J. El aumento de . @
24 J procede del trabajo interno al recoger los brazos.

La expresiéon K = L2/(2) muestra por qué disminuir 1
aumenta K cuando L, se conserva. Durante el cambio,

la persona redistribuye su masa y modifica I. Esquema de redistribucién, sin escala
geométrica. I en kgm? y w en rad/s;
Jw = 12 en ambos estados.

w; =2 wyr =6

PROBLEMA RESUELTO 10.18 - Dos discos que terminan girando juntos

Dos discos coaxiales tienen momentos de inercia 2 y 1kgm?. El primero gira a 6rad/s y el
segundo estd en reposo. Al ponerlos en contacto, la friccién los lleva a una velocidad comin. El
torque externo respecto del eje comun es despreciable. Encuentra esa velocidad y la energia
cinética transformada.

Resolucion. Incluimos ambos discos en el sistema. Los torques mutuos son internos y opuestos;
los cojinetes ideales no aportan torque axial. El momento angular inicial es 2(6) = 12kgm?/s
y el momento de inercia final total 3kgm?. De aqui wy = 4rad/s. La energia inicial es
1(2)(6%) = 36J y la final £(3)(4?) = 24J. La diferencia de 12J se transforma durante el
deslizamiento relativo. El torque externo nulo conserva momento angular, mientras la friccion
interna reduce energia cinética. Suponer ademas conservacion de esta iltima daria una velocidad
final incompatible con el balance angular.

Estado wen rad/s K en J
Discos separados 6y 0 36
Giro conjunto 4 24

El momento angular total conserva 12kgm?/s. La friccién interna transforma 12 J de energfa cinética.

El capitulo anterior y este ofrecen balances complementarios: fuerza e impulso para 15, torque
e impulso angular para E, y trabajo para la energia. La eleccién depende de lo que sepamos del
proceso y de lo que podamos justificar sobre las interacciones externas. En una captura sobre un
pivote, por ejemplo, el apoyo puede cambiar el momento lineal con un impulso considerable y tener
torque cero respecto del propio pivote.
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Equilibrar una regla y poner a prueba los brazos de palanca

Localiza el centro de masa de una regla equilibrandola sobre un apoyo estrecho. Anade dos
grupos de monedas iguales a distancias medidas a ambos lados y predice dénde colocar uno
para equilibrar el otro. Incluye el peso de la regla si el apoyo no pasa por su centro de masa.
Registra las distancias desde el apoyo hasta los centros de los grupos.

Repite con un grupo de masa doble y compara la distancia predicha con la observada. Estima
la incertidumbre debida al ancho del apoyo, al tamafio de las monedas y a la lectura de la
escala. Si el apoyo transmite un pequeno par por rozamiento, puede existir un intervalo de
posiciones aparentemente equilibradas: su anchura limita la precisién del ensayo. Explica con
las dos condiciones de equilibrio por qué la reaccion del apoyo cambia al afiadir monedas,
aunque se mantenga el balance de torques.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa g = 10m/s?. Los ejes y apoyos se consideran ideales cuando se indica. Toma antihorario
positivo en los problemas planos y expresa los dangulos en radianes al usar las relaciones entre
magnitudes lineales y angulares. Comprueba las condiciones del contacto antes de aceptar una
solucién de equilibrio o de rodadura.

EJERCICIO 10.1 - Brazo de una fuerza oblicua

Una fuerza (12,16) N acttia en (0,30,0) m. Calcula su torque respecto del origen y el brazo de
palanca.

EJERCICIO 10.2 - Ambas componentes aportan

En el punto (2, —1) m actia una fuerza (3,4) N. Encuentra el torque respecto del origen y su
sentido.

EJERCICIO 10.3 - Un par independiente del punto

Dos fuerzas horizontales de 15 N acttiian en sentidos opuestos sobre lineas separadas 0,40 m. La
superior apunta a la izquierda y la inferior a la derecha. Encuentra la resultante y el torque
total. Justifica su independencia del origen.

EJERCICIO 10.4 - Dos apoyos y una carga

Una barra uniforme de 3m pesa 60 N y sostiene 30 N a 2,5 m del extremo izquierdo. Encuentra
las reacciones de los apoyos simples situados en ambos extremos.
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EJERCICIO 10.5 - Un cable sostiene una barra

Una barra horizontal uniforme de 2m y peso 40 N esta articulada por la izquierda y sostiene
60N en el extremo derecho. Un cable desde ese extremo tira hacia arriba y a la izquierda con
sin 8 = 4/5, cos 8 = 3/5. Encuentra la tensién y la reaccién de la articulacién.

EJERCICIO 10.6 - Equilibrio de una escalera

Una escalera uniforme de 5m y peso 160 N apoya sobre un suelo rugoso y una pared lisa. Su pie
dista 3m de la pared y alcanza 4 m de altura. Encuentra la friccién, las normales y ;s minimo.

EJERCICIO 10.7 - Volcar antes de deslizar

Un bloque uniforme pesa 100N, tiene base de 0,60 m y altura 1m. Una fuerza horizontal
creciente hacia la derecha actiia en su borde superior. El suelo tiene us; = 0,50. Encuentra los
umbrales de vuelco y deslizamiento y decide cudl se alcanza primero en un aumento cuasiestatico
de la fuerza.

EJERCICIO 10.8 - Invertir el sentido del giro

Una rueda tiene wy = —4rad/s y a = 2rad/s? durante 3s. Encuentra la velocidad final, el
desplazamiento angular, el instante de inversion y el recorrido angular total.

EJERCICIO 10.9 - Una ley angular variable

Una rueda sigue 0(t) = (1rad/s)t3. Encuentra 6, w y « en 2s, y la rapidez y las aceleraciones
tangencial y normal de un punto a 0,50 m del eje.

EJERCICIO 10.10 -+ De revoluciones a radianes

Una rueda gira uniformemente a 120 revoluciones por minuto. Encuentra su rapidez angular,
el periodo y la rapidez de un punto a 0,25 m del eje.

EJERCICIO 10.11 - Cambiar la distribucion

Dos masas puntuales de 2kg giran con una varilla sin masa alrededor de su punto medio.
Calcula I con cada masa a 0,50m y a 1 m. Para cada configuracién rigida, encuentra « bajo
torque neto 2 N m.
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EJERCICIO 10.12 -+ Ejes paralelos en una barra

Una barra uniforme de 6 kg y longitud 2 m gira alrededor de ejes perpendiculares a ella. Calcula
sus momentos por el centro y por un extremo.

EJERCICIO 10.13 - Un disco con resistencia

Un disco uniforme de 2kg y radio 0,40 m parte del reposo sobre un eje central fijo. Una fuerza
tangencial de 5N impulsa el giro y un torque resistente de 0,40 N m se opone. Encuentra «, w,
el dngulo y la energia a los 2s.

EJERCICIO 10.14 - Frenar hasta el reposo

Un rotor de momento 0,50kgm? gira a 10rad/s. Un freno ejerce torque de médulo 2N m
opuesto al giro hasta detenerlo. Calcula el tiempo, el &ngulo recorrido y el trabajo del freno.
Explica por qué no debe prolongarse sin mas la aceleracién calculada después del reposo.

EJERCICIO 10.15 -+ TUna polea masiva

Masas de 4 y 2kg cuelgan de una cuerda ligera que no desliza sobre una polea disco de masa
4kg y radio 0,50 m, con eje fijo sin rozamiento. Encuentra a, ambas tensiones y a.

EJERCICIO 10.16 - Area bajo torque y éngulo

Un rotor de momento 3 kgm? tiene velocidad angular inicial 1rad/s. El torque neto es 7, =
(3N m/rad)f durante el giro positivo entre 0 y 2rad. Encuentra el trabajo, la rapidez final y la
potencia final.

EJERCICIO 10.17 - Trabajo y potencia constantes

Un motor aplica torque de 5 Nm en el sentido de un giro de rapidez angular constante 6 rad/s.
Encuentra su potencia y su trabajo durante dos revoluciones. ;Cuél es el torque resistente total
si el giro permanece uniforme?

EJERCICIO 10.18 -+ Comprobar una rodadura

Un disco uniforme de 6 kg y radio 0,30 m rueda sin deslizar por una pendiente de 30°. Encuentra
a, la friccién, el médulo de o y s minimo.
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EJERCICIO 10.19 -+ La misma energia y distinta rapidez

Un disco uniforme y un aro delgado, ambos de 2kg y el mismo radio, ruedan sin deslizar desde
el reposo y bajan 0,90m de altura. Encuentra sus rapideces y el reparto final entre energia
traslacional y rotacional.

EJERCICIO 10.20 - Velocidades en una rueda que avanza

Una rueda de radio 0,40 m rueda sin deslizar hacia la derecha a 2m/s sobre un suelo inmévil.
Encuentra su velocidad angular con antihorario positivo y las velocidades respecto del suelo de
los puntos inferior y superior.

EJERCICIO 10.21 -+ Momento angular de una particula

Una particula de 3kg estd en (2,1) m y tiene velocidad (—1,4) m/s. Su fuerza neta instantanea
es (6,0) N. Encuentra L, respecto del origen y dL./dt.

EJERCICIO 10.22 - Trabajo interno en un giro

Una persona y su plataforma cambian su momento de inercia de 5 a 2kgm? con torque externo
axial despreciable. La velocidad angular inicial es 4rad/s. En los extremos hay giro conjunto
sin movimiento radial apreciable. Encuentra la velocidad final y el cambio de energia cinética.

EJERCICIO 10.23 - Un impulso angular triangular

Sobre un rotor de momento 0,50 kg m? actta un torque neto que sube linealmente de cero a
8 Nm y baja linealmente a cero, en un intervalo total de 0,50s. La velocidad angular inicial es
—2rad/s. Encuentra el impulso angular, la velocidad final y el cambio cinético.

EJERCICIO 10.24 - Una captura sobre un pivote

Una barra uniforme de 3kg y longitud 2m estd en reposo y gira libremente en un plano
horizontal sobre un pivote fijo en un extremo. Una particula de 0,10 kg llega al extremo libre a
20m/s, perpendicular a la barra, y queda adherida. El torque externo axial durante la captura
es despreciable. Encuentra la rapidez angular posterior y la energia cinética transformada.
Explica por qué puede usarse momento angular respecto del pivote sin imponer conservaciéon
de momento lineal.
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Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 10.1.
El torque axial es 0,30(16) = 4,8 Nm, antihorario. El médulo de la fuerza es v/122 + 162 = 20N
y el brazo d = 4,8/20 = 0,24 m. Usar 0,30m como brazo habria supuesto que toda la fuerza es

perpendicular.
SOLUCION 10.2.

Aplicando ambas contribuciones, 7, = 2(4) — (—1)(3) = 11 N m. La fuerza vertical aplicada a la
derecha y la horizontal aplicada por debajo del origen favorecen ambas el sentido antihorario. Los

signos de los torques se determinan a partir de las posiciones y direcciones de las fuerzas.
SOLUCION 10.3.

La resultante es cero. Cada fuerza favorece el giro antihorario y el torque total es 15(0,40) = 6 N m.
Al cambiar el origen, la variacién del torque total es —a x > F' = 0. Su valor permanece igual aunque

cambien los torques individuales.
SOLUCION 10.4.

Respecto del extremo izquierdo, 3Rp — 60(1,5) — 30(2,5) = 0. Asi Rp = 55N. La suma vertical da
R4 =90 — 55 = 35N. Las dos reacciones son positivas y son compatibles con apoyos simples que

empujan hacia arriba.
SOLUCION 10.5.

El balance sobre la articulacién es 27°(4/5) —40(1) —60(2) = 0, de donde 7" = 100 N. Las componentes
del cable son (—60,80) N. El equilibrio de fuerzas exige reaccién (60,20) N. Omitir la componente

horizontal dejaria el cuerpo sin equilibrio traslacional.
SOLUCION 10.6.

La pared ejerce H horizontal. Sobre el pie, 4H —160(1,5) = 0, luego H = 60 N. El suelo ejerce normal
160N y friccién 60 N hacia la pared. Se requiere 60 < 160us, es decir ps > 0,375. En equilibrio la

friccién tiene ese valor cualquiera que sea el margen adicional disponible.
SOLUCION 10.7.

Mientras la base completa puede mantener contacto, la normal total es 100N y la friccion requerida
es F. La fuerza horizontal aplicada a 1 m del suelo desplaza la resultante normal una distancia
x = F(1)/100 a la derecha del centro de la base. El limite geométrico es x = 0,30 m: Fyyelco = 30 N.
El limite por friccién, si no volcara antes, seria Fyegi, = 0,50(100) = 50 N. El primer umbral es el
vuelco. En él todavia basta una friccién de 30 N < 50 N; superarlo inicia el vuelco y exige cambiar la

configuraciéon de contacto.
SOLUCION 10.8.

La velocidad final es —4 + 2(3) = 2rad/s y el desplazamiento —4(3) + 3(2)(3%) = —3rad. Se detiene
e invierte en ¢t = 2s. Hasta alli gira 4rad en sentido negativo; entre 2 y 3s gira 1rad positivo. El

recorrido total es 5rad, distinto del médulo del desplazamiento.
SOLUCION 10.9.

La derivada da w = (3rad/s?)t? y la segunda derivada a = (6rad/s®)t. En 2s obtenemos § =
8rad, w = 12rad/s y a = 12rad/s?. El punto tiene v = 0,50(12) = 6m/s, a; = 6m/s? y a, =
0,50(122) = 72m/s? hacia el eje. Las aceleraciones tienen direcciones perpendiculares y deben

sumarse vectorialmente.
SOLUCION 10.10.

La frecuencia es 120/60 = 2s~!. Por vuelta hay 2mrad, luego |w| = 4mrad/s. El periodo es
1/2 =10,50s y la rapidez lineal 0,25(47) = wm/s. El giro uniforme anula « y conserva la aceleracién

normal de ese punto.
SOLUCION 10.11.

La suma I = 2mr? da 1kgm? para r = 0,50m y 4kgm? para » = 1 m. En cada configuracién rigida,
a = 7/I vale 2 y 0,50rad/s?, respectivamente. Al duplicar las distancias la misma accién externa
produce la cuarta parte de aceleraciéon angular.
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SOLUCION 10.12.

El eje por el centro da Icy = ML?/12 = 6(22)/12 = 2kgm?. El extremo estd a 1 m de ese eje y es
paralelo: Ioxy = 2+ 6(1)? = 8kgm?. Coincide con M L?/3.

SOLUCION 10.13.

El disco tiene I = %(2)(0,402) = 0,16 kgm?. El torque neto es 5(0,40) — 0,40 = 1,60 N m, luego
o =10rad/s?. En 2s, w = 20rad/s y A = 20rad. La energfa es £(0,16)(20%) = 32 J, igual al trabajo
neto 1,60(20).

SOLUCION 10.14.

Con el giro inicial positivo, @ = —2/0,50 = —4rad/s%. El primer reposo ocurre en 10/4 = 2,5s.
El dngulo es 10(2,5) — %(4)(2,52) = 12,5rad y el trabajo —2(12,5) = —25J, opuesto a la energia
inicial $(0,50)(102). La ley dada describe el frenado hasta el reposo; la evolucién posterior requiere

especificar cémo actia el dispositivo una vez detenido el rotor.
SOLUCION 10.15.

La polea tiene I = %(4)(0,502) = 0,50 kg m?. Con la masa de 4 kg bajando, 40 — T} = 4a, Tb —20 = 2a
y Ty — Ty = (I/R?)a = 2a. Al combinar, a = 20/8 = 2,5m/s?. Asi T} = 30N, T, = 25N y
a =a/R = 5rad/s?. El torque 5(0,50) = 2,5 N m coincide con Ia.

SOLUCION 10.16.

El trabajo es el drea triangular: W = 1(2)(6) = 6 J. La energfa inicial es 1(3)(1%) = 1,5J y la final
7,5J. De %(S)w]% = 7,5 resulta wy = v/5rad/s en el sentido positivo. Al final 7 =6Nm y P = 6,/5W.

La aceleracién crece durante el giro y su variacién se incorpora mediante el balance de trabajo.
SOLUCION 10.17.

La potencia del motor es 5(6) = 30 W. Dos revoluciones equivalen a 4w rad y su trabajo es 5(47) =
207 J. Para mantener w constante con I constante, el torque neto debe ser cero, por lo que el

resistente total vale —5 N'm. En ese intervalo retira la misma energia que entrega el motor.
SOLUCION 10.18.

Con positivo cuesta abajo, 30— f = 6ay fR = (A MR?)(a/R), luego f = 3a. Resultan a = 10/3m/s?,
f = 10N hacia arriba y || = /0,30 = 100/9rad/s?. La normal es 60 cos 30° = 30v/3 N y la condicién
f < psN da ps > 1/(3v/3). La condicién obtenida se mantiene para un disco ideal en la misma

pendiente, cualquiera sea su masa o radio.
SOLUCION 10.19.

Cada cuerpo pierde Mgh = 18 J de energia potencial. Con V2 = 2gh/(1 + k), el aro tiene V = 3m/s
y el disco V' = +/12m/s. El aro reparte 9J en traslacién y 9J en giro. El disco reparte 12J y 6J. En
el modelo de rodadura sobre superficie inmévil se conserva la energia mecanica bajo la accion de la

friccién estatica.
SOLUCION 10.20.

El giro es horario, por lo que w = —V/R = —5rad/s. En el punto inferior, la velocidad respecto del
centro es 2m/s hacia la izquierda y cancela la del centro: la velocidad respecto del suelo es cero. En
el punto superior es 2m/s hacia la derecha y se suma: resulta 4m/s hacia la derecha. La relacién

V = R|w| utiliza especificamente la rapidez del centro.
SOLUCION 10.21.

El momento lineal es (—3,12) kgm/s. Luego L, = 2(12) — 1(—3) = 27kgm?/s. La fuerza produce
7, =2(0)—1(6) = —6 Nm y esa es la tasa instantanea dL,/dt. El torque negativo reduce inicialmente
el momento angular positivo; reconstruir la trayectoria posterior requiere informacién adicional sobre

las fuerzas.
SOLUCION 10.22.

Se conserva L, = 5(4) = 20kgm?/s, por lo que wy = 20/2 = 10rad/s. Las energias son K; =
$(5)(4?) =40J y Ky = 3(2)(10?) = 100 J. El aumento de 60 J procede de reservas internas y trabajo
durante la redistribucién. Con torque externo nulo se conserva el momento angular; los cambios de
energia cinética dependen también del trabajo interno.
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SOLUCION 10.23.

El impulso angular es £(0,50)(8) = 2N ms. El momento inicial es 0,50(—2) = —1kgm?/s y el final
+1kgm?/s. Asf wy = +2rad/s. Las energfas inicial y final son ambas 1J y AK = 0. El torque
primero frena el giro negativo y luego acelera el positivo; entre esos extremos el cambio cinético

resulta nulo.
SOLUCION 10.24.

El pivote es el punto fijo elegido. Antes del impacto, la particula aporta L, = mvL = 0,10(20)(2) =
4kgm?/s en el sentido de la captura. La barra aporta inicialmente cero. Después el momento de
inercia es ML?/3 + mL? = 4 + 0,40 = 4,40kgm?, de modo que wy = 4/4,40 = 10/11rad/s. La
energfa inicial es 20J y la final L2/(21) = 20/11J; se transforman 200/11J ~ 18,18 J. El pivote
puede transmitir impulso lineal externo y su brazo respecto de si mismo es cero. Por eso el balance
angular puede conservarse sin que se conserve el momento lineal del sistema barra—particula.

Diagnéstico de salida

Un disco uniforme de 2kg y radio 0,50 m parte del reposo sobre su eje central fijo. Una fuerza
tangencial constante de 4 N actia durante 2s y no hay resistencia al giro. Encuentra I, el torque, «,
wy, el dngulo, el trabajo y el momento angular final. Explica por qué el centro puede permanecer
inmévil aunque el disco acelere angularmente.

Contraste después del intento. El momento es I = 0,25kgm?, el torque 2N m y la aceleraciéon
8rad/s®. En 2s, wy = 16rad/s y A0 = 16rad. El trabajo es 32J, igual a %ij%, y Ly, = Iwy =
4kgm? /s, igual al impulso angular 7At. Las fuerzas del eje mantienen fijo el centro y el torque
axial aplicado produce la aceleracion angular. Si fall6 el equilibrio de fuerzas y torques, vuelve a la
seccion 10.2; para las condiciones de la ecuacion rotacional, a la seccién 10.5.

Lecturas de apoyo

H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, serie Sears—Zemansky, 12.?
edicion, Pearson Educaciéon, 2009: capitulos 9 y 10 sobre rotacién de cuerpos rigidos y dindmica
rotacional; secciones 11.1-11.2 sobre equilibrio y centro de gravedad.

R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.* edicién, Cengage Learning, 2012:
capitulo 8, equilibrio y dindmica rotatorios. Los datos, enunciados, soluciones y ayudas de este
capitulo tienen formulacién original.
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Una piedra que cae y un satélite que permanece en
Orbita estan sometidos a la misma interaccion. La
diferencia se encuentra en sus posiciones y veloci-
dades: la piedra alcanza el suelo; el satélite avanza
mientras la gravedad curva su trayectoria. Compren-
der esa relacion exige abandonar la aproximacién
de un campo uniforme cuando las distancias llegan
a ser comparables con el tamafio del planeta.

La ley de gravitaciéon permitira calcular cémo cam-
bia la fuerza con la distancia. La energia determi-
nard hasta dénde puede llegar un lanzamiento, y
el momento angular explicard cémo se reparte el
movimiento en una 6rbita. Las leyes de Kepler reu-
nirdn esas ideas en relaciones entre formas, areas y
periodos.
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11.1 Una ley para la atraccién entre masas

Dos particulas de masas m; y mo, separadas por una distancia r, se atraen con fuerzas de médulo

mims

F=G : (11.1)

r2

La constante G se mide en N m?/kg?, equivalentes a m3/(kgs?). Usaremos G = 6,67x 10~ Nm? /kg?
cuando haga falta un valor numérico. La fuerza apunta hacia la otra masa: si 7 va desde la fuente M
hacia la particula m, la fuerza sobre esta tltima es F' = —GMm#/r?. El signo expresa atraccién.

Las dos fuerzas tienen igual médulo y sentidos opuestos, incluso si las masas son muy diferentes.
Cada una actiia sobre un cuerpo distinto; las aceleraciones correspondientes dependen de sus
respectivas masas. La ley describe particulas. Para un cuerpo extenso se suman las contribuciones
de sus partes, con sus respectivas direcciones y distancias.

Un resultado especialmente til de esa suma es el teorema de las capas esféricas: una capa de
masa con simetria esférica produce, en su exterior, el mismo campo que una masa puntual situada
en el centro; en su interior produce campo nulo. Al superponer capas, el campo exterior de cualquier
distribucién esféricamente simétrica equivale al de toda su masa concentrada en el centro. La densidad
puede variar con el radio. Esta propiedad, cuya demostracion requiere integrar las contribuciones
angulares de la capa, serd un resultado de partida del modelo. Un cuerpo de forma irregular requiere
considerar como contribuyen sus distintas partes al campo.

PROBLEMA RESUELTO 11.1 - Fuerzas iguales, aceleraciones distintas

Dos particulas de 2 y 3kg estan separadas 0,50 m. Calcula sus fuerzas de atraccién y las
aceleraciones que produciria esa interaccion si no actuaran otras fuerzas.

Resolucion. La ley da 0,50 m
F=6,67x1071! (3) ~ 1,60 x 1079 N. o> <@
0,502 7 7,

Ese moédulo es el mismo en ambos cuerpos. Las ace-  Las fuerzas tienen igual médulo y
leraciones valen F/2 ~ 8,00 X 10-10 m/s2 y F/3 ~  sentidos opuestos. Los tamafos de los
5,34 x 1071%m /s?, cada una hacia la otra particula. La  Puntos solo distinguen las particulas.
masa menor cambia su velocidad mas deprisa. La pe-

queniez de las fuerzas explica por qué la gravitacién

entre objetos cotidianos suele quedar oculta por otras

interacciones.
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PROBLEMA RESUELTO 11.2 - Comparar sin recalcular la constante

Una interaccion tiene fuerza de médulo F'. Se duplica la primera masa, se triplica la segunda y
la separacién pasa a ser cuatro veces la inicial. ;Qué fuerza resulta?
Resolucion. Dividir las dos expresiones elimina G y los datos originales:

F m1Mmsy

F' (2m1)(3mg) (r )2 _ 166 _ 2

" _
La fuerza disminuye a pesar del aumento de las masas, porque la distancia entra al cuadrado.
Si solo se duplicara la separacién, el resultado serfa F'/4; reducirla a la mitad darfa 4F. Estas

comparaciones suponen que se mantienen los modelos de masas puntuales o de cuerpos esféricos
exteriores entre si, sin superposiciéon de sus voltimenes.

F'/F

r'/r

Con las masas multiplicadas por 2 y 3, la razén de fuerzas es 6/¢>, con ¢ la razén de separaciones. El punto
marcado corresponde a cuadruplicar la separacion.

11.2 El campo gravitatorio y la distancia al centro

El campo gravitatorio en una posicion es la fuerza por unidad de masa de una particula de prueba:

g = F'/m. La particula debe ser lo bastante pequena para no alterar apreciablemente la distribucién
que estudiamos. Para una fuente esférica de masa M, en el exterior,

I [N -~

g=—-5, w=GM. (11.2)

r

La cantidad j, llamada pardmetro gravitacional, se mide en m3/s2. La constante gravitatoria es
universal; la aceleracién g depende de la posiciéon y de la distribucion de masa. Si existen varias
fuentes, sus campos se suman vectorialmente, § = >, ;. Sumar sus médulos ignoraria posibles
cancelaciones.



Gravitacién, leyes de Kepler y 6rbitas 236

PROBLEMA RESUELTO 11.3 - Dos fuentes en direcciones perpendiculares

Dos fuentes puntuales tienen pardmetros 1 = 9m3/s? y us = 16 m3/s? y se encuentran en
(3,0)m y (0,4) m. Encuentra el campo en el origen y la fuerza sobre una particula de prueba
de 2kg.

Resolucion. La primera fuente produce 9/32 = 1m/s? hacia +z; la segunda, 16/42 = 1 m/s?
hacia +y. Por tanto § = (1,1)m/s2, cuyo médulo es v2m/s?. La fuerza es F = 25 = (2,2)N y
su médulo 2v/2N. La direccién forma 45° con +2. Ninguna fuente ocupa el origen; el campo
alli describe lo que experimentaria la particula de prueba.

Y

o =1 (ii

92 A
> °® x
0] g1 w1 =9

Posiciones de las fuentes en metros y pardmetros en m? / s2. Los campos se dibujan en el punto donde se evaltian,
con una escala diferente de las posiciones.

Para una superficie esférica de radio R, la altura h corresponde a la distancia al centro r = R + h;
usar 7 = h omitiria el radio del cuerpo central. Asi,

2
o) = o (7)) - (113

El peso gravitatorio debido al planeta tiene médulo mg(h), mientras la masa permanece igual.
En varios ejemplos usaremos un planeta ideal P, esférico, de radio R = 1,00 x 10" m y parametro
p = 4,00 x 101 m3/s2. Su campo superficial es gy = 4,00m/s?. Estos datos describen un planeta
idealizado. Para los movimientos alrededor de P se despreciara la masa del mévil frente a la del
planeta, la atmésfera, la rotacién de P y las demaés fuentes, salvo indicacion contraria.

PROBLEMA RESUELTO 11.4 - Subir una altura igual al radio

Una persona de 60kg se encuentra a altura h = R sobre P. Calcula su peso gravitatorio y
comparalo con el superficial.

Resolucion. La distancia al centro es 2R. Entonces g = h=R

go/4 = 1m/s? y el peso 60N, frente a los 240N de la D

superficie. La masa sigue siendo 60kg. Sustituir r =

h = R habria dejado el peso sin variacién, por medir -

desde el lugar equivocado. La lectura de una balanza r—9R
acompanante dependera también del movimiento del

soporte. El radio se mide desde el centro. Duplicar

esa distancia divide el campo exterior por
cuatro.
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Dentro del planeta debemos calcular el campo con la masa encerrada a cada radio, en lugar de
extender g = GM/r? con la masa total. Las capas exteriores al punto dan campo total cero; las
interiores equivalen a la masa M(r) encerrada. Para una esfera de densidad uniforme, M(r) =
M(r/R)3, pues la masa es proporcional al volumen. Por tanto g(r) = GMr/R? = gor/R en el
interior. Se anula en el centro y se une de forma continua al valor superficial. Una densidad no
uniforme produce otra funcién M (r).

PROBLEMA RESUELTO 11.5 - El interior de una esfera uniforme

Supén que P tiene densidad uniforme. Encuentra el campo a r = R/2 y compéralo con la
sustitucion incorrecta de toda la masa en GM /r?.
Resolucion. La masa encerrada es M /8. Su campo tiene médulo

G(M/8

g = 7( /2) W 2m/s?.

(R/2) 2
Apunta hacia el centro. Usar toda M habria dado 4gp = 16 m/s?, ocho veces el valor correcto.
Las contribuciones vectoriales de las capas exteriores se cancelan exactamente bajo la simetria
esférica. El resultado depende ademéds de la uniformidad supuesta para hallar M ().

9/90

> /R

Campo de una esfera uniforme: crece linealmente dentro y disminuye con el cuadrado del radio fuera. Ambas
ramas coinciden en la superficie.

11.3 Energia potencial con un campo que cambia

Al desplazarse una particula en el exterior de una fuente esférica fija, la componente radial de la
fuerza es F, = —um/rQ. Su trabajo entre r1 y 7o es

T2 um 1 1
Wg:/ —erT:Mm 7—* .
r1 2 1

En un movimiento no radial, la fuerza es perpendicular a la parte tangencial del desplazamiento; la
misma integral describe el trabajo. Solo dependen los radios extremos, de modo que la interaccion es
conservativa. Elegir U — 0 cuando » — oo conduce a

U(r) = —@, AU = pm (1 — 1) . (11.4)

Con el origen U(oo) = 0, la energia potencial es negativa y aumenta hacia cero al alejarnos. Si las
energias cinéticas de los extremos son iguales, el trabajo externo necesario para separar los cuerpos
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desde r hasta una distancia indefinidamente grande es Weyy = —U(r) = pm/r > 0. El potencial
gravitatorio ® = U/m = —p/r se mide en J/kg; los potenciales de fuentes multiples se suman como
escalares. Un punto con campo nulo puede tener potencial distinto de cero.

PROBLEMA RESUELTO 11.6 - Elevar una carga hasta dos radios

Una carga de 500kg se eleva lentamente desde la superficie de P hasta r = 2R. Encuentra
Ui, Uy, el trabajo gravitatorio y el trabajo externo ideal, con energias cinéticas inicial y final
iguales.

Resolucion. Las energias son U; = —(4,00 x 1014)(500)/10" = —2,00 x 10'°J y Uy = —1,00 x
1019J. Asi, AU = +1,00 x 101°J y W, = —1,00 x 10'°J. Como AK = 0, el agente externo
debe aportar Wey; = +1,00 x 100 J. Al retirar el sostén después de una elevacién lenta, la
carga empieza a caer; para situarla en orbita debemos darle ademas la velocidad tangencial
apropiada.

r/R

Al elevar la carga de R a 2R, su energia potencial pasa de —2 x 10'° a —10'° J. El cero corresponde al limite de
separacién infinita.

La expresién mggh reaparece como aproximaciéon cerca de la superficie. Desde R hasta R + h, la

férmula exacta da
pmh — mgoh

R(R+h) 1+h/R

Cuando h/R < 1, el denominador es préximo a uno. Para h > 0, el valor mgph sobreestima el
aumento exacto: mantiene durante toda la subida un campo igual al superficial, aunque el campo
disminuye. Su error relativo respecto del valor exacto es precisamente h/R. Esta comparacién permite
decidir la calidad de la aproximacién con un criterio cuantitativo.

AU = (11.5)
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PROBLEMA RESUELTO 11.7 - Cuando basta la formula local

Una masa de 10kg sube h = 1,00 x 10° m sobre P. Compara mgoh con el aumento exacto de
energia potencial.

Resolucién. La razén h/R es 0,0100. La aproximaciéon produce 10(4)(10%) = 4,00 x 10%J. La
formula exacta da 4,00 x 10°/1,01 ~ 3,96 x 10° J. El error relativo de la aproximacién es 1,00 %.
La diferencia importa si la precisién requerida es mejor que ese porcentaje. Una altura grande
en kilémetros puede seguir siendo pequena frente al radio del planeta; la razén entre longitudes
decide el régimen.

h/R AU/(mgoh) Error relativo de mgoh

0,01 1/1,01 1%
0,10 1/1,10 10%
1 1/2 100 %

Para h > 0, el error se mide respecto del aumento exacto de energia potencial. La aproximacién siempre
sobreestima ese aumento.

Sin otros trabajos, la energia mecénica E = %va

— pwm/r permanece constante. Por unidad
de masa escribiremos ¢ = E/m = %’L)Q — p/r. La rapidez en una posicién se obtiene comparando

energias, aunque la trayectoria no sea recta.
PROBLEMA RESUELTO 11.8 -+ Una caida desde gran altura

Una particula se suelta desde el reposo en r = 2R respecto de P y cae radialmente. Encuentra
su rapidez justo antes de alcanzar la superficie.
Resolucion. La energia inicial por unidad de masa es —u/(2R). En la superficie,

v? = % = 4,00 x 107 m?/s2.

Asi, v = 2000v/10m/s ~ 6,32 km/s. La masa se cancela. Tratar go como constante a lo largo de
una caida de altura R habria dado v? = 2ggR, el doble del valor correcto. La férmula exterior
deja de describir una caida libre sin contacto cuando la particula llega al suelo.

R
>
Vo — 0
@
a)
>
2R

Caida radial desde el reposo en 2R. La energia se compara hasta el instante anterior al contacto con la superficie.
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11.4 Una 6rbita circular es una caida continua

Supongamos un mévil de masa despreciable frente a P, sin propulsién ni resistencia. En una érbita
circular de radio r, la tnica fuerza es gravitatoria y produce la aceleracién normal necesaria. La
ecuacion de Newton es um/r? = mv?/r, de donde

3
Ve = \/ﬁ =2 o | (11.6)
r ve o

La atracciéon gravitatoria proporciona la fuerza centripeta requerida por la orbita circular. Es el
nombre de su funcién en este movimiento. Para ese radio, la velocidad debe ser tangencial y tener
la rapidez indicada; una direccion diferente o una rapidez diferente producira otra trayectoria, que

puede alcanzar la superficie.
PROBLEMA RESUELTO 11.9 - Rapidez, aceleracion y periodo orbitales

Un satélite de 1000 kg describe una o6rbita circular de radio 4R alrededor de P. Encuentra su
rapidez, aceleracién, periodo y fuerza gravitatoria.

Resolucién. El radio es 4,00 x 10" m. Entonces v, = V107 = 1000\/ﬁm/s ~ 3,16 km/s. La
aceleracion es p/r? = 0,250m/s? y la fuerza 250 N. El periodo vale

~ 27m(4,00 x 107)
~1000v/10

La velocidad cambia de direccién durante toda la vuelta. La rapidez es constante y la aceleracion
apunta al centro; la altura del satélite es 3R y su distancia al centro, 4R.

= 8000mv10s ~ 7,95 x 10%s.

La velocidad es tangente y la fuerza gravitatoria apunta al centro. La gravedad proporciona la resultante
centripeta.
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PROBLEMA RESUELTO 11.10 -+ Una balanza en caida orbital

Una astronauta de 60 kg acompana al satélite del ejemplo anterior. Encuentra su peso gravita-
torio y la lectura ideal de una balanza que flota con ella, sin presionarla.

Resolucion. Su peso gravitatorio es 60(0,250) = 15N

hacia P. La astronauta y la nave comparten aproximada- @
mente la misma aceleraciéon orbital y permanecen juntas

en caida libre. La normal es cero y la balanza ideal mar- La nave y la astronauta cacn juntas. La
ca cero. Esta ingravidez aparente es compatible con un  gravedad produce la caida; la lectura
campo no nulo. El modelo desprecia las pequeiias dife-  nula corresponde a la ausencia de fuerza
rencias del campo entre partes de la nave, responsables  de soporte.

de efectos de marea.

En una 6rbita circular, sustituir v2 = u/r en la energia produce

wm um wm
K.=—, U.=——, E.=—"—. (11.7)
2r T 2r
Una érbita circular méas alta tiene energia mecanica mayor y rapidez menor. El aumento de potencial
supera la disminucién cinética. Para calcular los impulsos de una maniobra o su consumo de
combustible necesitamos describir también céomo actiia el vehiculo entre los estados orbitales.

PROBLEMA RESUELTO 11.11 + Una 6rbita mas alta y mas lenta

Compara las energias de un satélite de 1000 kg en érbitas circulares de radios 2R y 4R alrededor
de P.

Resolucion. A 2R, K1 = 1,00 x 10'1°J, U; = —2,00 x 10'°J y E; = —1,00 x 10'°J. A 4R, las
tres magnitudes se reducen a la mitad en valor absoluto: Ko = 5,00 x 10? J, Uy = —1,00 x 1010 J
y Ey = —5,00 x 10°J. La energia total aumenta 5,00 x 10? J, aunque la cinética disminuye
en esa misma cantidad. La rapidez pasa de 2000+/5 a 1000+/10 m/s. Para conectar realmente
ambos estados habria que describir la transferencia y el agente que aporta energia.

Radio K U E

2R 10 —-20 -10
4R 5 —-10 -5

Energias en 10° J para el mismo satélite de 1000 kg. A mayor radio circular, menor rapidez y energia total menos
negativa.
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11.5 Escape y lanzamientos que regresan

Con U(co) = 0, alcanzar distancias indefinidamente grandes exige ¢ > 0. El umbral ideal se
obtiene imponiendo rapidez asintética cero:

2
esc

2

V,

EERS

2
=0,  Vesc = 7“ = V2. (11.8)

Esta rapidez es una condicién energética en el modelo de una fuente aislada, sin atmoésfera ni
propulsién posterior. Para un lanzamiento desde el exterior debe elegirse ademas una trayectoria
que no choque con el planeta; una velocidad dirigida hacia él puede causar una colisién aunque su
modulo supere el umbral. Llegar “al infinito” describe el limite del movimiento cuando la distancia
crece indefinidamente. Otros astros o una fuerza propulsora cambian el problema.

PROBLEMA RESUELTO 11.12 -+ Escape con rapidez residual

Desde » = 2R de P se lanza una particula radialmente hacia afuera. Encuentra la rapidez de
escape y la rapidez asintética si parte a 8,00 km/s.

Resolucién. El umbral es /2u/(2R) = 2000v/10m/s ~ 6,32km/s. Para vy = 8000m/s, la
energia especifica es e = 1(8000)% — 1/(2R) = 1,20 x 107 J/kg > 0. Cuando r — oo, el potencial
tiende a cero y v = v/2¢ = 2000/6 m/s ~ 4,90km/s. La gravedad reduce la rapidez durante
el alejamiento, que tiende a un valor positivo.

K/m d c

- \\

;3 [

—
—0,5

Energias por unidad de masa en unidades p/R. La suma de la curva azul y la terracota es la constante positiva
e = 0,3u/R. La energia cinética tiende a ese valor al alejarse.




Gravitacién, leyes de Kepler y érbitas 243

PROBLEMA RESUELTO 11.13 -+ Un lanzamiento radial que vuelve

Una particula parte radialmente hacia afuera desde la superficie de P a 4000 m/s. Encuentra
su radio maximo y su altura maxima.

Resolucién. La energia especifica inicial es 8,00 x 106 — LT

4,00 x 10" = —3,20 x 107 J/kg. Al ser radial, el mo- —> v=0
vimiento llega a un punto con velocidad cero. Alli R 1,25R "
€ = —t/Tmax, de donde 7y = 1,25 x 10°m = 1,25R ‘m’

V hmix = 0,25R = 2,50 x 10°m. En una 6rbita con
momento angular no nulo, el punto més lejano conserva ~ Tramo radial desde la superficie hasta el

. . . 2 4. g . L loci 1
velocidad tangencial; imponer allf v = 0 serfa incorrecto. ~ Punto de retorno. La velocidad se anula
alli porque no existe componente

tangencial.

11.6 Elipses y las tres leyes de Kepler

Las érbitas planetarias motivaron las tres relaciones conocidas como leyes de Kepler. En el modelo
newtoniano de dos cuerpos aislados se expresan con precision asi: una 6rbita ligada y no radial
es eliptica; el radio vector barre areas iguales en tiempos iguales; y el cuadrado del periodo es
proporcional al cubo del semieje mayor, con una constante que depende de las masas. Cuando una
masa domina, la fuente puede tratarse aproximadamente fija en uno de los focos. El circulo es el
caso particular de una elipse con excentricidad cero.

Una elipse tiene dos focos: la suma de las distancias de cualquier punto a ambos es 2a, donde a es
el semieje mayor. Si la distancia de cada foco al centro geométrico es ¢, la excentricidad es e = ¢/a,
con 0 < e < 1. Su semieje menor es b = av/1 — e2. La fuente ocupa un foco, generalmente distinto
del centro de la elipse; el segundo foco es otro punto geométrico de la curva.

Las distancias minima y maxima a la fuente, llamadas periapsis y apoapsis, son

_Ip e _TaTTp (11.9)
2 Ta +7p

rp=a(l —e), re = a(l+e), a

Para érbitas alrededor del Sol se emplean perihelio y afelio; alrededor de la Tierra, perigeo y apogeo.
Para una érbita exterior libre completa, la elipse debe permanecer fuera del cuerpo central. Para
nuestros satélites debe cumplirse ademds r, > R.
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PROBLEMA RESUELTO 11.14 -+ Reconstruir la geometria de una orbita

Una orbita eliptica alrededor de P tiene r, = 2R y r, = 6R. Encuentra sus semiejes, excentrici-
dad y distancia entre el centro geométrico y el foco ocupado.

Resolucion. De las distancias extremas obtenemos a = (2R + 6R)/2 = 4R y e = (6R —
2R)/(6R+2R) = 1/2. Luego ¢ = ae = 2R y b = 4R\/1 — 1/4 = 2+/3R. El foco est4 desplazado
2R respecto del centro geométrico. Las distancias extremas se miden desde el foco ocupado;
el semieje mayor caracteriza el tamafio de la elipse. Como r, = 2R > R, la elipse permanece
fuera del planeta en este modelo.

La fuente estd en un foco. El semieje mayor se mide desde el centro geométrico, mientras periapsis y apoapsis se
miden desde la fuente.

11.7 La ley de las areas nace de un torque nulo

Respecto de una fuente ﬁJa la fuerza grav1tat0r1a es central: F' y 7 son colineales. Por tanto
F=FxF=0 y se conserva L=mFx¥SiL # 0, su direccién constante fija el plano de la 6rbita.
Un movimiento radial tiene L = 0 y no barre areas.

En un tiempo infinitesimal dt, el radio vector barre area dA = %r2d9. Como la componente
transversal de la velocidad es v, = rdf/dt,
dA 1 L)
— =TV = —. 11.10
dt 2t om ( )
Esta tasa constante demuestra la segunda ley. La conservaciéon del momento angular y de la velocidad
areolar se cumple para cualquier fuerza central respecto de un punto fijo, incluida la proporcional a
1/72. La forma eliptica y la relacién particular entre periodo y semieje mayor si dependen de la ley
gravitatoria inversa del cuadrado.
En periapsis y apoapsis la velocidad es perpendicular al radio vector. Alli r,v, = r,v,. En un
punto intermedio debe usarse la componente transversal; sustituirla sin mas por la rapidez total
puede alterar el resultado.
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PROBLEMA RESUELTO 11.15 -+ Velocidades distintas, areas iguales

En la ¢rbita del resuelto anterior, la rapidez en periapsis es v, = 1000v/30 m/s. Encuentra la
rapidez en apoapsis, la tasa de area barrida y el 4drea recorrida por el radio vector en 100s.
Resolucién. Como los dos puntos son extremos radiales, v, = (2R/6R)v, = (1000v/30/3) m/s ~
1,83km/s. La tasa de drea es

dA 1
— = 5(2,00 x 107)(1000v/30) = 10'°V/30m’ /s.

En 100s barre 10'2y/30 m?, cualquiera que sea el tramo orbital considerado. Cerca del periapsis,
el radio menor permite un avance angular mayor durante el mismo tiempo manteniendo igual
el area barrida.

areas iguales en el mismo At

Los sectores se construyeron con areas iguales respecto del foco ocupado. El tramo préximo al periapsis abarca
un angulo y un arco mayores.

11.8 La energia distingue las orbitas

Podemos obtener la energia eliptica sin resolver toda la ecuaciéon de la trayectoria. Para e > 0, en
los extremos se conservan energia y momento angular especifico ¢ = |L|/m:

Restar y factorizar las diferencias da ¢* = 2uryre/(rp, + r4). Al sustituir en cualquiera de las
dos energias resulta ¢ = —pu/(rp + rq) = —p1/(2a). El circulo satisface la misma expresion por la
ecuacion 11.7. Para toda elipse exterior del modelo,

Hm 2 2 1) 2 2
E=—-—— v = -——, 0° = pa(l —e“). 11.11
- w(i-2 pa(l - %) (11.11)
La relacién de rapidez se conoce como ecuacion vis viva. La forma eliptica de una érbita ligada bajo
la ley 1/72 se estd usando como resultado de la dindmica newtoniana; aqui deducimos sus relaciones
de energia a partir de ella, sin presentar una demostracion completa de la forma de la trayectoria.

Una energia negativa, con ese cero de potencial, impide llegar al infinito. Una energia nula
corresponde al umbral y una positiva deja rapidez asintética no nula. Con momento angular distinto
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de cero, las trayectorias ideales no ligadas son parabolas para E = 0 e hipérbolas para £ > 0. Las
trayectorias radiales son casos degenerados y una colisiéon con el cuerpo central puede interrumpir
cualquiera de estas descripciones exteriores.

PROBLEMA RESUELTO 11.16 -+ Igual rapidez en 6rbitas diferentes

En la elipse a = 4R, e = 1/2 alrededor de P, encuentra la rapidez cuando r = 4R. Compérala
con la circular a ese radio y calcula las magnitudes de sus componentes transversal y radial.

Resolucién. Como r = a, la ecuacién vis viva da v? = p/a = 10" m?/s?> y v = 1000/10m/s,
igual a la rapidez circular del mismo radio. Sin embargo, 2 = pa(1 — e?) = 1,20 x 10*2 m*/s2.

Por tanto ’

vy = — =500v30m/s, lvp| = y/v? — 03 =500v10m/s.
r

La componente radial puede ser positiva al alejarse o negativa al acercarse. En el circulo es

cero. Identificar una érbita requiere conocer la posicién y el vector velocidad completo, incluida

su direccion.

satélite

Descomposicién en el punto superior de la elipse, donde r = a. La velocidad total apunta a la izquierda y tiene
componente radial hacia la fuente. Las escalas de posicion y velocidad son diferentes.

11.9 Periodos, observaciones y masas comparables

El drea de una elipse es mab y la tasa areolar es £/2. Usando las relaciones anteriores obtenemos

2mab a3 T2 B 472

7 @ o

(11.12)

Esta deduccién extiende el resultado circular al semieje mayor de una elipse. En érbitas alrededor de
la misma fuente dominante, igual a implica igual periodo, aunque cambie e. El “radio medio” de
algunas formulaciones escolares designa aqui la media de las distancias extremas, a = (1, 4+ 74)/2. Si
cambia la masa central, cambia la constante de proporcionalidad.
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PROBLEMA RESUELTO 11.17 -+ Una 6rbita que acompana la rotacion

P gira con periodo T, = 8000mv/10s. ;A qué radio podria un satélite circular permanecer
sobre el mismo punto del ecuador? Indica las condiciones geométricas y compara el periodo
con el de la elipse a = 4R, e = 1/2.

Resolucion. Igualar los perfodos exige r = uT2,/(47%) = 6,40 x 10?2m?, luego r = 4,00 x
10"m = 4R. La altura es 3R. Permanecer sobre el mismo punto requiere una érbita circular en
el plano ecuatorial, con el sentido y el periodo de la rotacion de P. La elipse indicada tiene
también a = 4R y, por la tercera ley, el mismo periodo, aunque su distancia y rapidez varian.
Para el planeta ideal usamos su rotacién como referencia geométrica y conservamos el campo
esférico supuesto.

vista desde el polo

Para permanecer sobre el mismo punto se requieren 6rbita circular ecuatorial, sentido de giro comun e igualdad
de periodos. El radio orbital es 4R.

Cuando ninguna masa es despreciable, ambas orbitan alrededor de su centro de masa. Si 7 va
desde M hasta m, restar sus aceleraciones produce

G(M +m)

2 r.

F=—

r

La trayectoria relativa obedece al mismo tipo de ecuacién, con pardmetro po = G(M + m). Por
tanto la tercera ley exacta del sistema aislado de dos masas es

3

4 2
T Orel (11.13)

T =
G(M +m)

Aqui a. pertenece a la elipse de la separacién entre los cuerpos; las érbitas individuales se refieren
al centro de masa. Las fuerzas de otros astros, las irregularidades del campo y otros efectos limitan
la descripcién por elipses keplerianas exactas. El modelo sigue siendo 1til cuando esas correcciones
son pequenias para la pregunta y la precisién elegidas.
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PROBLEMA RESUELTO 11.18 - Dos cuerpos que giran alrededor de su centro
de masa

Un sistema binario aislado tiene M = 4m, separacién circular constante d = 1,00 x 10" m y
G(M +m) = 1,00 x 10> m?/s?. Encuentra los radios de ambas érbitas respecto del centro de
masa, el periodo y las rapideces.

Resolucion. Si ryy + rp, = d 'y Mry = mry, resultan ryy = d/5 = 2,00 x 105m y rpy, =
4d/5 = 8,00 x 10m. La velocidad angular comin satisface w? = G(M +m)/d® = 1076572,
de donde w = 1073rad/s y T = 20007s. Las rapideces son 2000 y 8000m/s. Usar solo
GM = 8,00 x 10 m?/s? con separaciéon d como si M estuviera fijo darfa un perfodo /5/4
veces el correcto, aproximadamente un 11,8 % mayor. Al ser las masas comparables, debemos
conservar esa correccion.

Cuerpo Radio al CM en m Rapidez en m/s

M =4m 2x108 2000
m 8 x 106 8000

Los dos cuerpos tienen periodo 20007 s. La separaciéon que entra en la ley de la érbita relativa es la suma de los
radios, 107 m.

Construir una orbita mediante pasos pequenos

En una hoja de calculo usa unidades escaladas en las que p = 1. Comienza con posicién
(x,y) = (1,0) y velocidad (v, vy) = (0,1): el modelo continuo predice una 6rbita circular. Para
un paso At = 0,02, calcula primero @, = —7, /|7 |3, después @, 1 = ¥, + @, At y finalmente
T+l = Tn + Un+1At. El orden importa: la nueva posiciéon usa la velocidad ya actualizada.
Representa unos 6,3 intervalos de tiempo escalado y repite con la mitad del paso, manteniendo
la misma duracién total. Compara la forma orbital y la variacién de &, = |7,|?/2 — 1/|7%,|. La
simulacion permite explorar las predicciones del modelo y su aproximacién numérica. Este
esquema conserva algebraicamente /., = x,vy, — YnVzn pPorque la aceleraciéon es radial,
mientras la energia presenta un error de discretizacién. Comprueba esa diferencia y separa las
pequenas desviaciones numeéricas de los cambios fisicos que produciria una fuerza adicional.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Salvo indicacién contraria, usa el planeta ideal P con R = 1,00 x 10" m y p = 4,00 x 104 m?3/s?,
masa del movil despreciable, campo exterior esférico, sin atmosfera ni otras fuerzas. Usa G =
6,67 x 1071 N m? /kg? cuando se pida una masa. Distingue siempre radio y altura.

EJERCICIO 11.1 - Atraccion entre dos particulas

Dos particulas de 4 y 5 kg estan separadas 0,20 m. Calcula el médulo de cada fuerza y compara
las aceleraciones debidas a la interaccion.
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EJERCICIO 11.2 - Cambiar masas y distancia

Se duplica la masa de una fuente, se reduce a la mitad la masa de prueba y se triplica la
separacion. Encuentra las razones entre fuerzas y entre aceleraciones de la masa de prueba,
antes y después.

EJERCICIO 11.3 - Campo nulo y potencial no nulo

Dos fuentes puntuales de pardmetros 16 y 4m?/s? estdn en z = 0 y = 6 m. Encuentra el
punto entre ellas donde el campo se anula y calcula alli ®, con cero de potencial en el infinito.
EJERCICIO 11.4 - Superposicion en un plano

Dos fuentes puntuales tienen = 25m?/s? cada una y estan en (—3,0) y (3,0) m. Encuentra el

campo en (0,4) m y la fuerza sobre una masa de prueba de 5kg situada alli.

EJERCICIO 11.5 - Peso a gran altura

Una masa de 90 kg se encuentra a altura 2R sobre P. Encuentra g y su peso gravitatorio.

EJERCICIO 11.6 - Buscar una altura a partir del campo

LA qué altura sobre P se reduce el campo a gy/167 Da también la distancia al centro.

EJERCICIO 11.7 - Mismo médulo dentro y fuera

Supén densidad uniforme en P. Compara los campos en r = R/4 y r = 2R. ;Qué fraccién de la
masa de P queda encerrada por la primera esfera?

EJERCICIO 11.8 - Otro planeta

Un planeta esférico tiene tres veces la masa de P y el doble de su radio. Encuentra su campo
superficial y la razén de su densidad media a la de P.

EJERCICIO 11.9 - Trabajo al elevar una carga

Una carga de 200kg pasa de r = R a r = 3R respecto de P. Calcula las energias potenciales,
su variacion y el trabajo gravitatorio.
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EJERCICIO 11.10 - Controlar la aproximacién local
Una masa de 2kg sube 2,00 x 10° m desde la superficie de P. Calcula el aumento exacto de

potencial y el valor mgoh. Encuentra el error relativo de la aproximacién respecto del valor
exacto.

EJERCICIO 11.11 - Caida radial

Una particula se suelta desde el reposo en r = 3R y cae hasta la superficie de P. Encuentra su
rapidez justo antes del contacto.

EJERCICIO 11.12 - Orbita circular a dos radios

Un satélite describe una 6rbita circular de radio 2R alrededor de P. Encuentra su rapidez,
aceleracién y periodo.

EJERCICIO 11.13 - Comparar dos 6rbitas circulares

Compara un mismo satélite en dérbitas circulares de radios 2R y 8 R. Encuentra las razones de
rapidez, periodo, aceleracion y energia mecéanica final a inicial.

EJERCICIO 11.14 - Peso y lectura de una balanza

Una astronauta de 80kg estd en una nave en érbita circular de radio 2R. Encuentra su peso
gravitatorio y la normal de una balanza que la acompana sin presionarla.

EJERCICIO 11.15 -+ Energia de un satélite

Una masa de 500 kg describe una érbita circular de radio 4R. Encuentra K, U y E, con cero
de potencial en el infinito.

EJERCICIO 11.16 - Escape desde dos posiciones

Encuentra las rapideces de escape desde R y desde 4R de P. Compara ambas.

EJERCICIO 11.17 - Rapidez al alejarse indefinidamente

Una particula parte radialmente hacia afuera desde r = 2R a 10,0 km/s. Clasifica su energia y
calcula su rapidez asintética.
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EJERCICIO 11.18 - Radio de retorno

Una particula sale radialmente desde la superficie de P a 6,00 km/s. Encuentra su radio y
altura méaximos, y justifica que regresa.

EJERCICIO 11.19 - Geometria de otra elipse

Una elipse alrededor de P tiene 1, = 2R y 7, = 8R. Encuentra a, e, b y su periodo.

EJERCICIO 11.20 - Aplicar la ley de las areas

En la érbita del ejercicio 11.19, la rapidez en periapsis es 4000/2 m/s. Encuentra la rapidez en
apoapsis y la tasa de area barrida.

EJERCICIO 11.21 - Rapidez en un punto intermedio

En esa misma elipse, encuentra la rapidez cuando » = 5R y la energia mecénica por unidad de
masa. jEl dato de rapidez basta para afirmar que el movimiento es circular?

EJERCICIO 11.22 - Cambiar la masa central

Un satélite de masa despreciable orbita una fuente M con semieje mayor a. Otro orbita una
fuente de masa 8 M con semieje mayor 4a. Encuentra la razén de periodos y explica por qué no
basta usar la razén de semiejes.

EJERCICIO 11.23 - Inferir una masa por su satélite

Alrededor de una fuente esférica desconocida, un satélite de masa despreciable tiene 6érbita,
circular de radio 2,00 x 107 m y periodo 40007 s. Encuentra el pardmetro gravitacional y la
masa central.

EJERCICIO 11.24 - Un binario de masas iguales

Dos masas iguales aisladas describen orbitas circulares alrededor de su centro de masa, separadas
d = 2,00 x 10" m. Se sabe que G(M + m) = 8,00 x 10 m?/s2. Encuentra el radio de cada
orbita, el periodo comin y sus rapideces. Distingue el radio individual de la separacién usada
en la ley de dos cuerpos.



Gravitacién, leyes de Kepler y orbitas

Soluciones completas de los ejercicios

SOLUCION 11.1.

Cada fuerza tiene médulo G(4)(5)/(0,20)? = 500G ~ 3,34 x 1078 N, con sentidos opuestos sobre
cuerpos distintos. Las aceleraciones tienen médulos F/4 ~ 8,34 x 107" m/s? y F/5 = 6,67 x 1077 m/s2.
La razén de la primera a la segunda es 5/4; las aceleraciones difieren porque cada masa recibe una

fuerza de igual médulo.
SOLUCION 11.2.

La fuerza se multiplica por (2)(1/2)/3% = 1/9. La aceleracién de prueba es GM /r? y se multiplica
por 2/9. También resulta de dividir la nueva fuerza, F'/9, por la nueva masa, m/2. La reduccién de

la masa de prueba modifica la fuerza y conserva el campo de la fuente.
SOLUCION 11.3.

Entre las fuentes los campos tienen sentidos opuestos. La igualdad 16/2% = 4/(6 — x)? permite tomar
raices positivas: 4/x = 2/(6 — z). Resulta x = 4m. El potencial alli es & = —16/4 —4/2 = —6 J /kg.
Las fuerzas por unidad de masa se cancelan vectorialmente; los potenciales negativos se suman y

dan un valor negativo.
SOLUCION 11.4.

La distancia desde cada fuente hasta el punto es v/32 4+ 42 = 5m y cada campo tiene mdédulo
25/5% = 1m/s?. Sus componentes horizontales son opuestas, de médulos 3/5; sus componentes
verticales apuntan ambas hacia abajo, de médulo 4/5. Asi § = (0,—8/5)m/s2 y F = 5§ = (0, —8) N.
SOLUCION 11.5.

La distancia al centro es 7 = R + 2R = 3R. Por tanto g = 4/9m/s? y el peso 90(4/9) = 40N.

Sustituir la altura como radio produciria un campo mayor que el que corresponde al punto.
SOLUCION 11.6.

La ecuacién g/go = R?/(R+ h)? = 1/16 da R+ h = 4R con distancias positivas. La altura es
h=3R=3,00x 10"m y el radio 4,00 x 10" m.

SOLUCION 11.7.

En el interior uniforme, g = go(r/R); en R/4 vale 1 m/s?. En el exterior a 2R, g = go/4 = 1m/s?.
Los moédulos coinciden, aunque se han usado leyes distintas en sus respectivos dominios. La masa
encerrada en R/4 es la fracciéon (1/4)% = 1/64 de la total. Los dos campos apuntan hacia el centro

desde cada posicién.
SOLUCION 11.8.

El cociente superficial es ¢'/go = (3M/M)(R/2R)? = 3/4, luego ¢’ = 3m/s?. La densidad media
divide masa por volumen, por lo que p’/p = 3/23 = 3/8. Para comparar el campo superficial debemos

conocer tanto la masa como el radio del cuerpo.
SOLUCION 11.9.

Las energfas son U; = —u(200)/R = —8,00 x 10°J y Uy = —u(200)/(3R) = —(8/3) x 10 J. El
aumento es AU = (16/3) x 10° J ~ 5,33 x 10° J. El trabajo gravitatorio es el opuesto, —(16/3) x 10° J,

porque la fuerza se opone al alejamiento.
SOLUCION 11.10.

Aqui h/R = 0,0200 y mgoh = 2(4)(2 x 10%) = 1,60 x 10°J. El aumento exacto es 1,60 x 10°/1,02 ~
1,57 x 10 J. La sobreestimacion relativa respecto de este tltimo es h/R = 2,00 %. Comparar solo

cifras redondeadas a dos decimales puede ocultar parte de esa diferencia.
SOLUCION 11.11.

La conservacién de energia da —u/(3R) = v?/2 — u/R. Luego v? = 2u(1/R — 1/(3R)) = 16 x
107/3m?/s?. La rapidez es 4000,/10/3m/s ~ 7,30 km/s. Se toma la raiz positiva por pedir rapidez;
la velocidad radial al llegar apunta hacia dentro.
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SOLUCION 11.12.
En r = 2R, v. = /u/(2R) = 2000v/5m/s ~ 4,47km/s. La aceleracién es u/(2R)?> = 1m/s? y el
periodo 27(2R) /v, = 4000m/5s. La altura es R y el periodo no depende de la masa despreciable del

satélite.
SOLUCION 11.13.

La razén de radios es cuatro. Como v, o r 12 T oc r3/2 y g oc r—2, resultan vpfvi=1/2, Tf/T; = 8
y 9f/9; = 1/16. La energia es negativa e inversamente proporcional al radio: Ef/E; = 1/4. Esa
razoén positiva menor que uno significa que el estado final es menos negativo y tiene mayor energia

mecénica.
SOLUCION 11.14.

El campo en 2R vale 1m/s? y el peso gravitatorio 80 N. La balanza y la astronauta comparten la
caida orbital sin contacto que las comprima, de modo que N = 0. La lectura nula expresa que la

fuerza de soporte es cero durante la caida libre compartida.
SOLUCION 11.15.

Con m = 500kg y r = 4R, K = pm/(2r) = 2,50 x 10°J, U = —um/r = —5,00 x 10°J y
E = —250 x 10° J. Se verifica U = —2K y E = —K, relaciones especificas de la érbita circular en

este potencial.
SOLUCION 11.16.

En la superficie, vese = /2p1/R = 4000/5m/s =~ 8 94km/s. En 4R vale \/21/(4R) = 2000v/5m /s ~
4,47 km/s. Cuadruplicar la distancia reduce el umbral a la mitad. La comparacién supone lanzamiento

exterior sin una colisién posterior con el planeta.
SOLUCION 11.17.

La energia especifica es ¢ = (104)2/2 — u/(2R) = 3,00 x 107 J/kg > 0. Es un movimiento radial no
ligado en el modelo exterior. La rapidez asintética es v/2¢ = 2000y/15m/s ~ 7,75 km/s. La direccién

inicial hacia afuera evita una intercepcién con la superficie durante el alejamiento.
SOLUCION 11.18.

La energia especifica inicial es (6000)2/2 — u/R = —2,20 x 107 J/kg. Al ser negativa, no puede
alcanzar el infinito. Como el movimiento es radial, en el extremo v = 0y rmsx = p/|e| = (20/11)R ~
1,82 x 107 m. La altura méaxima es (9/11)R ~ 8,18 x 10°m. La gravedad sigue apuntando hacia el

planeta y el movimiento invierte su sentido alli.
SOLUCION 11.19.

El semieje mayor es a = (2R + 8R)/2 = 5R, la excentricidad (8R —2R)/(8R+2R) = 3/5 y el menor

b = 5R\/1—9/25 = 4R. El periodo es 27\/(5R)3/u = 25000m+/2s. El periapsis queda fuera del

planeta, por lo que la geometria es compatible con una 6rbita exterior completa.
SOLUCION 11.20.

La conservacién angular en los extremos da v, = (2R/8R)v, = 1000v/2m/s. La tasa areolar es
rpUp/2 = (2 x 107)(4000v/2)/2 = 4 x 101%/2m?/s. Solo en los extremos se pudo usar la rapidez

completa en ese producto; en puntos intermedios debe emplearse la componente transversal.
SOLUCION 11.21.

Enr = a = 5R, v> = p/a = 8,00 x 10°m?/s? y v = 2000v/2m/s. La energia especifica es
—n/(2a) = —4,00 x 10° J /kg. La rapidez coincide con la circular de ese radio, pero la 6rbita dada
tiene e = 3/5 y componente radial no nula en esa posicién. Falta la direccién para deducir una 6rbita

a partir de posiciéon y rapidez solamente.
SOLUCION 11.22.

La tercera ley, con fuentes dominantes diferentes, da T3 /T? = (4a)3/a® (M/(8M)) = 64/8 = 8. Por
tanto To /Ty = 24/2. La constante 472 /(GM) toma un valor propio en cada sistema, segiin la masa
de su fuente. Usar solo el factor geométrico habria dado una razén de periodos de ocho.
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SOLUCION 11.23.
De T? = 472r3/u, resulta p = 472(2 x 107)3/(40007)% = 2,00 x 10" m3/s2. Asi M = pu/G ~
3,00 x 105 kg. Se infiere el pardmetro gravitacional a partir de la érbita y se usa después G para

convertirlo en masa; son pasos distintos.
SOLUCION 11.24.

Por simetria el centro de masa est4 a mitad de camino y cada radio es d/2 = 1,00 x 10" m. La
velocidad angular comin cumple w? = 8 x 1014/(2 x 107)? = 10~7s72. El periodo es 20007/10s y
cada rapidez w(d/2) = 1000v/10m/s. La ley de dos cuerpos usa la separaciéon d como radio de la
orbita relativa. Sustituir en ella el radio individual reduciria indebidamente el periodo.

Diagnostico de salida

Un satélite de 1000 kg describe una orbita circular de radio 2R alrededor de P. Encuentra su
altura, campo, rapidez, periodo y energias K, U y E. Calcula ademads la rapidez de escape desde esa
posicién y explica por qué el satélite puede permanecer en érbita sin una fuerza de soporte.

Contraste después del intento. La altura es R, el campo 1m/s?, la rapidez 2000v/5m/s y
el periodo 4000mv/5s. Las energias son K = 101°J, U = -2 x 101°J y E = —10'°J. La rapidez
de escape es 2000v/10 m/s. El satélite estd en caida libre: la fuerza gravitatoria proporciona la
aceleracion normal requerida por su érbita. Si fallaron las distancias, revisa la seccion 11.2; para
rapidez y energia orbitales, las secciones 11.4 y 11.5.

Lecturas de apoyo

H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, serie Sears—Zemansky, 12.?
edicion, Pearson Educacion, 2009: capitulo 12, gravitacién, energia, satélites y leyes de Kepler.

R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.* edicién, Cengage Learning, 2012:

secciones 7.5-7.6, gravitaciéon newtoniana y leyes de Kepler. Los datos, enunciados, soluciones y
ayudas de este capitulo tienen formulacién original.
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Una botella llena de agua puede sostener un objeto
que se hundiria en el aire. Una prensa permite
levantar una carga grande mediante una fuerza
pequenia. Y un chorro se estrecha mientras cae,
aunque nadie retire agua de sus costados. Estos
hechos parecen diferentes; todos pueden estudiarse
siguiendo las fuerzas, la masa y la energia de un
fluido.

Comenzaremos por el equilibrio. La presiéon permi-
tird expresar cémo se distribuye una fuerza sobre
una superficie, y su variacion con la altura explicara
tanto la flotacion como los instrumentos de medida.
Después dejaremos moverse al liquido: conservar
la masa fijara el caudal; conservar la energia rela-
cionara presién, rapidez y elevacién. En cada paso
habra que decidir qué condiciones hacen razonable
el modelo.

255
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12.1 Densidad y presiéon: dos cocientes con distinto significado

Un fluido puede deformarse continuamente bajo una fuerza tangencial sostenida. Los liquidos
conservan aproximadamente su volumen; los gases cambian de volumen con mucha mayor facilidad.
En reposo, un fluido ordinario ejerce sobre una pared una fuerza perpendicular a ella. Si pudiera
sostener una tensién tangencial sin deformarse, el modelo de fluido en reposo dejaria de describirlo.

La densidad media es la masa dividida por el volumen ocupado, p = m/V, y se mide en kg/m?.
Para un material homogéneo coincide con su densidad local. En una distribucién no uniforme, la
definicién local es p = dm/dV; la masa total se obtiene sumando dm = pdV. Usaremos liquidos de
densidad constante y tomaremos pagua = 1000kg/ m? y g = 9,8m/s?, salvo indicacién distinta. La
temperatura y la composicién pueden modificar esas densidades.

La presién media sobre una superficie plana es pmedia = F'1 /A = (1/A) [, p dA. Su definicién local
es p = dF'| /dA; una distribucién uniforme tiene presion local igual a ese promedio. Un pascal es
un newton por metro cuadrado: 1 Pa = 1 N/m?. La presion es escalar; la direccién de la fuerza se
obtiene de la orientacion de cada superficie. Sobre un area curva, las fuerzas elementales tienen
direcciones distintas y se suman como vectores.

PROBLEMA RESUELTO 12.1 -+ Un volumen pequeiio en unidades coherentes

Una pieza homogénea tiene masa 540 g y volumen 200 cm?®. Calcula su densidad en unidades SI.

Resolucion. Como 1cm?® = 1075 m3, el volumen es 2,00 x

10~*m3 y la masa, 0,540 kg. Por tanto, bl
200 cm?
0,540
= = 2700kg/m?>.
& 2,00 x 104 e/ p = 2700kg/m3

También resulta 2,70 g/cm?. El factor de conversién afec- ~ Masa y volumen describen la misma
ta a las tres dimensiones del volumen: convertir solo una otz L o difbufade e esypemd i
longitud daria una densidad equivocada.

PROBLEMA RESUELTO 12.2 - La misma fuerza sobre dos areas

Una fuerza normal de 600N se distribuye uniformemente primero sobre 0,030 m? y después
sobre 0,0060 m?. Compara las presiones.

Resolucion. Las presiones son p; = 600/0,030 = 20kPa y py = 600/0,0060 = 100 kPa. Reducir
el area a la quinta parte multiplica la presién por cinco. La fuerza total sigue siendo 600 N en
cada caso. Si dos superficies tienen igual presion pero areas distintas, en cambio, las fuerzas
normales seran distintas: F' = pA.

FL A p:FL/A

600N 0,030m2? 20kPa
600N 0,0060m? 100kPa

La fuerza es la misma. Reducir el drea a la quinta parte quintuplica la presion.
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12.2 Coémo cambia la presiéon con la altura

Tomemos un pequeno prisma de liquido en reposo, con area horizontal A y espesor dz. El eje z
apunta hacia arriba. En su base actia p(z)A hacia arriba; en su cara superior, p(z 4+ dz)A hacia
abajo; su peso es pgA dz. El equilibrio exige

p(2)A —p(z+dz)A— pgAdz = 0.

Al dividir por Adz y tomar el limite obtenemos dp/dz = —pg. Para densidad y gravedad constantes,
integrar entre dos niveles da

p2—p1 = —pg(z2 —z1),  p=ps+ pgh. (12.1)

En la segunda forma, h es la profundidad bajo una superficie cuya presién es ps. La presion depende
del desnivel, del fluido y de la presién de referencia, cualquiera sea la forma del recipiente. A igual
altura, dos puntos de un mismo liquido conectado y en reposo tienen la misma presiéon. Comparar
fluidos distintos o recipientes aislados con presiones superficiales diferentes requiere incluir esos datos
en el balance.

La presion absoluta se mide respecto del vacio. La presion manométrica €s pman = Pabs — Patm-
Puede ser negativa sin que lo sea la presién absoluta. En un recipiente abierto, ps = patm; €n uno
cerrado, la presion del gas superior debe conocerse. Al calcular la fuerza neta sobre una pared que
tiene aire al otro lado se resta esa presion exterior. Si se emplea pman, €sa resta ya esta hecha.

PROBLEMA RESUELTO 12.3 - Una ventana bajo el agua

El centro de una ventana pequeiia de area 0,020m? estd 3,0m bajo una superficie de agua
abierta. Dentro hay aire a 101 kPa, igual que fuera en la superficie. Calcula la presion absoluta
en el centro y la fuerza neta aproximada. Supén pequena la variacion de profundidad sobre la
ventana.

Resolucion. El incremento hidrostatico es pgh = 1000(9,8)(3) = 29,4 kPa. Asi, p.ps = 130,4 kPa.
La fuerza neta usa la diferencia con el aire interior:

Fheta = (130,4 — 101)103(0,020) = 588 N.

Apunta hacia dentro. Multiplicar la presion absoluta por el drea calcularia la fuerza del agua
sobre una cara; la resultante requiere combinar las fuerzas de ambas caras. Para una ventana
plana vertical de area conocida, la presién media coincide ademas con la presién en su centroide,
si la densidad es constante.

Patm

aire interior
h=3,0m 101 kPa

—3 > 7

neta

La presion exterior en el centro es absoluta. Para hallar la fuerza neta se resta la presion del aire interior.
Esquema sin escala.
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PROBLEMA RESUELTO 12.4 - Leer el signo de un manémetro

Un tubo en U contiene mercurio de densidad 13600 kg/m?. Un brazo comunica con un gas y el
otro con la atmosfera. El mercurio queda 8,0 cm méas alto en el brazo abierto. Determina la
presiéon manométrica del gas. Desprecia la variacién de presién en los gases.

Resolucion. En el brazo abierto descendemos 0,080 m gas  aire
hasta el nivel de la interfaz del otro brazo. La presién

aumenta en pgh; a ese nivel ambas ramas del mercurio Ih
tienen la misma presién. Resulta I

Pg — Patm = 13600(9,8)(0,080) ~ 10,7 kPa.

El gas tiene mayor presion que el ambiente: ha deprimido

el mercurio de su lado. Invertir las alturas cambiaria el

signo de la lectura. La rama abierta queda mas alta: la
presién del gas es mayor. Se comparan
presiones al mismo nivel dentro del
mercurio.

Pg > Patm

PROBLEMA RESUELTO 12.5 - Dos liquidos, dos incrementos

Un depésito abierto contiene 0,50 m de aceite de densidad 800 kg/m? sobre 1,20 m de agua.
Halla la presion manométrica en el fondo. Los liquidos son inmiscibles; desprecia efectos de
tension superficial.

Resolucion. La presién es continua al atravesar una interfaz plana sin tensién superficial
apreciable. Sumamos el aumento en cada capa:

P — Datm = 800(9,8)(0,50) + 1000(9,8)(1,20) = 15680 Pa.

Equivale a una columna de agua de 1,60 m, menor que la altura geométrica total de 1,70 m.
Usar una sola densidad para toda la columna perderia la contribucién distinta del aceite.

aceite 0,50 m

agua 1,20m

Df — Patm = 15,68 kPa

Cada capa aporta un incremento p;gh;. La presién es continua al cruzar la interfaz en el modelo usado.
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PROBLEMA RESUELTO 12.6 - Una compuerta: sumar fuerzas distribuidas

Una compuerta vertical rectangular tiene ancho b = 1,0m y altura H = 2,0m. Su borde
superior coincide con la superficie de agua abierta; al otro lado hay aire a presion atmosférica.
Calcula la fuerza neta y la profundidad a la que actda su resultante.

Resolucion. A profundidad h, la presién manométrica es pgh. Una franja horizontal de espesor
dh recibe dF' = pghbdh. Por tanto,

H 1
F= / pabhdh = - pgbIT* = 19600 .
0

Para ubicar la resultante igualamos su momento respecto del borde superior al de todas las

franjas:

H 1 2H
Fhpg :/ hdF = 5png?’, hr = o 1,33 m.
0

La fuerza actiia por debajo del centro geométrico porque las franjas inferiores reciben mayor
presién. Su médulo también se obtiene con pg(H/2)bH; localizar el punto de aplicacién requiere
calcular el momento de la distribucién, que difiere del correspondiente a H /2.

pIIla.Il

2H/3 > [ =19,6kN

pgH

La distribucién de presién es triangular. Su centroide estd a 2H/3: alli debe pasar la resultante para conservar el
momento de todas las franjas.

12.3 Pascal y el intercambio entre fuerza y recorrido

Si aumentamos la presiéon en una frontera de un liquido confinado, su nuevo equilibrio sigue
cumpliendo p = ps + pgh. Cuando la geometria y la densidad se mantienen, cada punto recibe el
mismo incremento Aps. Este es el principio de Pascal: se transmite el incremento de presién. Las
presiones totales de puntos a distinta altura pueden seguir siendo diferentes.

En una prensa ideal con pistones a la misma altura, sin rozamiento ni peso de los pistones, y con

la misma presion exterior en ambos, las fuerzas aplicadas satisfacen

F F.

o2 (12.2)

A Ay
Para un desplazamiento pequeno, el liquido incompresible obliga a que A1s1 = Aasg, donde los s
son modulos de recorridos opuestos. Multiplicar ambas relaciones da Fis; = Fbss: la mayor fuerza
se obtiene a costa de un menor recorrido. La igualdad de trabajos supone pérdidas despreciables y
un cambio despreciable de energia potencial del liquido. Para desniveles apreciables hay que anadir
el término hidrostatico; para movimientos grandes, actualizar las alturas.
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PROBLEMA RESUELTO 12.7 - Una prensa y sus dos recorridos

Los pistones de una prensa ideal tienen &reas de 4,0cm? y 100 cm?. Se aplica una fuerza de
120N al menor, que desciende 0,25 m. Calcula la fuerza de salida, el ascenso mayor y los
trabajos. Desprecia las correcciones por desnivel durante el movimiento.

Resolucion. La razén de dreas es 25, por lo que Fy = 25(120) = 3000 N. La conservacién del
volumen da sy = $1/25 = 0,010 m. Los trabajos de entrada y de salida tienen el mismo médulo:

Wentrada = 120(0,25) = 30J,  Waaliaa = 3000(0,010) = 30 J.

El trabajo que la carga realiza sobre el dispositivo tiene signo negativo; el que el dispositivo
realiza sobre la carga es positivo. Las dreas pueden compararse en cm? porque sus unidades se
cancelan en la razon.

Magnitud Piston menor Piston mayor
Area 4 cm? 100 cm?

Fuerza 120N 3000 N
Recorrido 0,25 m 0,010 m
Trabajo (médulo) 30J 30J

La razoén de fuerzas es 25 y la de recorridos es su inversa. Las condiciones ideales del enunciado hacen iguales los
trabajos.
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PROBLEMA RESUELTO 12.8 - El piston de salida esta mas arriba

En equilibrio, un pistén de 0,010 m? sostiene una carga de 2000 N y estd 1,50 m por encima de
otro de 4,0 x 10~* m?. El aceite tiene densidad 800 kg/m>. Ambos pistones carecen de peso y
rozamiento y estan expuestos a la misma atmosfera. ;Qué fuerza hacia abajo requiere el piston
menor?

Resolucion. Bajo el pistén mayor, pa man = 2000/0,010 = 200000 Pa. Como el menor estd mas
abajo, su presion debe ser mayor:

Pl.man = 200000 + 800(9,8)(1,50) = 211760 Pa.

Luego F1 = pimand1 = 84,704 N ~ 84,7N. Ignorar el desnivel daria 80 N. El principio de
Pascal sigue siendo vélido; lo que cambia con la altura es el valor de equilibrio sobre el que se
transmite un incremento de presién.

2000 N

17

l 1,50 m

P1,man = P2,man + pgAZ

El piston menor estd més abajo. Las dimensiones y los tamafios de pistén son esquematicos; el cdlculo usa las
areas del enunciado.

12.4 Arquimedes: del gradiente de presiéon al empuje

Imaginemos un volumen de liquido en reposo y marquemos su frontera sin retirar materia. Las
fuerzas que el liquido circundante ejerce sobre esa frontera equilibran el peso del volumen marcado.
Si lo sustituimos por un cuerpo de la misma forma, las presiones en las mismas posiciones producen
la misma resultante, siempre que se mantengan el campo hidrostatico y el contacto del fluido con la
superficie. Esa resultante es el empuje:

B = psgVa. (12.3)

V3 es el volumen de fluido desplazado; para un cuerpo parcialmente sumergido, solo cuenta la porcién
sumergida. El empuje apunta hacia arriba y su linea de accién pasa por el centro de volumen
desplazado cuando py es uniforme. Para capas de densidad diferente, se suman p;gV;. El aire también
ejerce empuje, aunque aqui lo despreciaremos frente al del agua y frente al peso de objetos densos.

El empuje queda determinado por el fluido desplazado y el campo gravitatorio. Un cuerpo
sostenido e inmerso puede tener B < mg o B > mg. Para flotar libremente en equilibrio vertical, sin
otros apoyos ni tensiones, si debe cumplirse B = mg. Si es homogéneo, de densidad p., se obtiene
Va/V = pc/pg. Una fraccion mayor que uno indica que la flotacion parcial es imposible. La igualdad
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de densidades permite equilibrio totalmente sumergido, idealmente neutro frente a desplazamientos
verticales. La estabilidad ante un giro requiere ademaés estudiar los momentos de las fuerzas.

La derivacién necesita fuerzas de presién alrededor del volumen desplazado. Un objeto sellado
contra el fondo, sin liquido debajo, requiere estudiar las presiones efectivamente presentes en sus
superficies. En ese caso deben calcularse las fuerzas de presién y de contacto con la distribucion real
del liquido.

PROBLEMA RESUELTO 12.9 - Lo que mide el dinamémetro

Un cuerpo de masa 5,0kg v volumen 2,0 x 1072 m? permanece completamente sumergido en
agua, suspendido de un dinamoémetro. No toca el fondo. Calcula el empuje y la lectura.
Resolucion. El empuje es B = 1000(9,8)(0,0020) = 19,6 N. El equilibrio vertical del cuerpo
exige T'4+ B — mg = 0; por tanto,

T = 49,0 — 19,6 = 29,4N.

El dinamémetro mide la tensién, llamada aqui peso aparente; la fuerza gravitatoria sigue siendo
49,0 N. En el equilibrio vertical, la tensién aporta 29,4N y el empuje los 19,6 N restantes.

T =294N
— 10 &N
B=19,6N, T

'mg =49,0N

Diagrama de fuerzas del cuerpo sumergido. Las flechas indican sentidos; los médulos se obtienen del calculo.

PROBLEMA RESUELTO 12.10 + Cuanto emerge y cuanto puede cargar

Un cubo homogéneo de arista 0,10m y densidad 600kg/m? flota en agua con sus caras
horizontales. Halla su calado y la masa adicional méxima que puede sostener justo antes de
sumergirse por completo. La carga permanece fuera del agua y no altera la orientacién.

Resolucién. Su volumen es 1072 m? y su masa, 0,60 kg. pe = 600

La fraccién sumergida vale 600/1000 = 0,60, de modo

que el calado es 0,060 m. Al limite, el agua desplazada ) —— -
tiene masa 1,00 kg. La carga maxima resulta 60 % Ih

Mearga = 1,00 — 0,60 = 0,40 kg.
El calado es el 60

La carga de 0,40 kg corresponde al limite ideal de equi-
librio vertical en la orientacién supuesta. El oleaje y la
estabilidad de una carga alta exigen margenes adiciona-
les.
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PROBLEMA RESUELTO 12.11 - Inferir la densidad a partir del peso aparente

Una pieza pesa 9,80 N en aire y el dinamémetro marca 7,35 N cuando se sumerge por completo
en agua. Ignora el empuje del aire y el volumen del hilo. Calcula la densidad de la pieza.
Resolucion. La disminucién de lectura es el empuje: B = 9,80 — 7,35 = 2,45 N. Entonces

2,45 s 9,80
2 _950%10 _
1000(9,8) _ 70 M =g

= 1,00kg.

La densidad es m/V = 4000 kg/m?. También puede deducirse directamente p. = psW/(W —T).
La pieza debe estar completamente sumergida, sin burbujas adheridas ni apoyo en el recipiente,
para que la diferencia de lecturas permita determinar su volumen completo.

aire agua
T, =9,80
Ty, ="17,35
B =245
/
W =9.80 W = 9,80

Fuerzas en newtons. Al despreciar el empuje del aire, la diferencia entre lecturas determina el empuje del agua.
Las flechas son esquemaéticas.

PROBLEMA RESUELTO 12.12 - Hielo que flota y después se funde

Un bloque de hielo de densidad 900 kg/m? flota primero en agua dulce de densidad 1000 kg/m3
y después en agua salada de densidad 1025 kg/m?. Compara las fracciones sumergidas. ; Cambia
el nivel al fundirse en el recipiente de agua dulce? Desprecia evaporacion, variaciones térmicas
del liquido y el volumen del aire desplazado.

Resolucion. La fraccién sumergida es py,/ps: vale 0,900 en agua dulce y 900/1025 ~ 0,878 en
agua salada. El mismo peso requiere menos volumen desplazado en el liquido méas denso.
Para una masa de hielo m, antes de fundirse se desplaza Vj = m/pagua. Después se incorpora
agua liquida de volumen m/p,gua, exactamente el mismo. El nivel del recipiente de agua dulce
permanece constante en este modelo. Para estudiar hielo dulce que se derrite en agua salada
debemos incorporar la densidad y la mezcla del agua anadida.

Estado del hielo Volumen desplazado Fracciéon sumergida
Flotando en agua dulce  m/1000 0,900
Flotando en agua salada m/1025 0,878

Fundido en agua dulce ~ Volumen anadido: m/1000 —

Con m en kilogramos y densidades en kg/m?, los voliimenes se expresan en m®. En agua dulce el volumen
anadido al fundirse coincide con el que desplazaba el hielo.
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12.5 Conservar la masa de un fluido que circula

En un flujo estacionario, las propiedades de cada punto fijo permanecen constantes mientras las
particulas siguen moviéndose. Una linea de corriente es tangente a la velocidad local. Consideremos
un tramo de tuberia sin fugas ni ramificaciones. En un intervalo dt atraviesa una secciéon de area
A un volumen dV = Av dt si la velocidad es uniforme y normal a la seccién. Si varia sobre ella, v
representard aqui su componente normal media.

El caudal volumétrico es Q = dV/dt = Av, medido en m3/s; 1L/s = 1073 m?/s. El caudal méasico
es ™ = pAv para densidad uniforme en la seccién. La ausencia de acumulacién de masa exige

,01A1v1 = p2A2’U2. (124)

En un liquido incompresible, p1 = p2 y queda Ajv1 = Asve. En una unién, la suma de caudales
masicos entrantes iguala a la de salientes. Igualar caudales volumétricos requiere ademaés igual
densidad. Una seccién estrecha exige mayor rapidez para transportar el mismo caudal; determinar el
caudal producido por una bomba o un depdsito requiere completar el modelo.

PROBLEMA RESUELTO 12.13 -+ Reducir un didmetro a la mitad

Agua circula de forma estacionaria por una tuberia que pasa de 4,0 a 2,0cm de didmetro. En
la seccién ancha la rapidez media es 0,50 m/s. Calcula la rapidez estrecha y el caudal.

Resolucién. El rea circular es A = 7d?/4. La razén de ﬂ
areas vale cuatro, de modo que vy = 4v; = 2,0m/s. El U1

- e
caudal es

do = 2cm

Q = 7(0,020)2(0,50) ~ 6,28 x 10~ *m3/s, dy =4cm
. ., Diametros en razén 2:1; dreas en razén
unos.0,628 L/s. El camb/lo Fle dla@etro entra al cuadrado; ;.4 1.4 longitudes de las flechas solo
duplicar la rapidez serfa insuficiente para conservar el  indican el aumento de rapidez.
caudal.
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PROBLEMA RESUELTO 12.14 - La continuidad en una bifurcacién

En una unién estacionaria entran 6,0 L/s de agua. Por una rama de area 10 cm? salen a 3,0 m/s.
La otra rama tiene area 15cm?. Halla su caudal y rapidez. No hay fugas ni acumulacion.
Resolucion. La primera rama transporta @, = (10 x 1074)(3) = 0,0030m?3/s = 3,0L/s. La
segunda debe llevar @ = 6,0 — 3,0 = 3,0L/s. Por ello,

Vp =

El caudal de entrada se reparte entre las ramas, y su suma conserva el valor de entrada. Las dos
ramas tienen igual caudal y distinta rapidez porque sus areas son distintas. Las presiones y las
resistencias del circuito determinan si ese reparto puede realizarse; la continuidad comprueba
su compatibilidad con la conservaciéon de masa.

10 cm?
3L/s/1 3m/s
6L/s
—_—
3L/5\ 15 cm?
2m/s

El caudal entrante se reparte entre las dos ramas. Las secciones y la geometria se dibujan de manera esquemética.

12.6 Bernoulli: seguir la energia de una corriente

Sigamos un pequeno volumen dV que avanza entre dos secciones de una corriente ideal. Su masa
es dm = pdV'. El fluido anterior realiza un trabajo p;dV sobre el tramo; el tramo entrega un trabajo
podV al fluido posterior. Al aplicar el teorema de trabajo y energia, incorporando la gravedad
mediante energia potencial, se obtiene

(p1 — p2)dV = %pdV(v% —02) + pgdV (23 — 21).

En régimen estacionario se cancelan las contribuciones intermedias que no cambian en el tiempo.
Dividir por dV y reagrupar conduce a

1 1
P+ 5ovl 4 pgz = pa + 5 pvs + pgzs. (12.5)
Cada término tiene unidades de presién, o de energia por unidad de volumen. Dividiendo por pg
aparecen alturas: p/(pg), v2/(2g) y 2. El término pdV representa el trabajo de las fuerzas de presién
en las fronteras elegidas.

La relacion se aplica entre puntos de una misma linea de corriente en un flujo estacionario,
incompresible y con disipacién viscosa despreciable, sin bombas ni turbinas entre los puntos. En una
tuberia usaremos ademas velocidades aproximadamente uniformes en las secciones; un perfil muy
desigual exige correcciones de energia cinética. Cada aplicacién requiere comprobar que el régimen de
flujo satisface esas condiciones. Rozamiento importante, cambios bruscos, remolinos o una maquina
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que entrega trabajo obligan a ampliar el balance. Cada linea de corriente puede tener su propia
constante de Bernoulli.

Si los dos puntos tienen igual altura, mayor rapidez corresponde a menor presién dentro de este
modelo. Si las alturas difieren, el término gravitatorio también interviene. Puede usarse presién
manométrica en ambos extremos cuando se resta la misma referencia atmosférica. En un chorro libre
expuesto al aire, la presién es aproximadamente la atmosférica, de acuerdo con la condicién en su
superficie.

PROBLEMA RESUELTO 12.15 - Un estrechamiento horizontal

Una tuberfa horizontal ideal lleva 1,6 L/s de agua. Sus 4reas son 8,0 y 4,0 cm?. En la seccién
ancha la presion manométrica es 30 kPa. Calcula las velocidades y la presién en la secciéon
estrecha.

Resolucion. Convertimos Q@ = 1,6 x 1073m?3/s y las dreas a m?. Resultan v; = 2,0m/s y
vy = 4,0m/s. Bernoulli, con z; = z3, da

1
p2=p1+ §p(u% — ) = 30000 + 500(4 — 16) = 24000 Pa.
La presion baja 6,0 kPa mientras aumenta la energia cinética por unidad de volumen en esa
misma cantidad. Una diferencia de presion impulsa y acelera el liquido; el balance de energia
relaciona esa aceleracion con los cambios de presién y altura.

2m/s S
—_— _—
po = 24 kPa
p1 = 30kPa

Presiones manométricas. En este flujo horizontal ideal, el aumento de energia cinética por unidad de volumen
coincide con la disminucién de presion.
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PROBLEMA RESUELTO 12.16 -+ La altura también cuesta presion

Agua asciende por una tuberia ideal de seccién constante. Entre dos puntos de una misma
corriente sube 4,0 m; la rapidez es 3,0m/s en ambos. Si abajo hay 80 kPa manométricos, ;qué
presion hay arriba?

Resolucion. Los términos cinéticos se cancelan porque la continuidad mantiene la rapidez. Asi,

p2 = p1 — pg(z2 — z1) = 80000 — 1000(9,8)(4) = 40800 Pa.

Arriba hay 40,8 kPa manométricos y la rapidez conserva su valor. El descenso de presién
sostiene el aumento de energia potencial por unidad de volumen. En una tuberia real habria
ademas una caida asociada a disipacion, si ninguna bomba actuara entre esos puntos.

3m/s
e
40,8 kPa
Az=4m
3m/s
—_— o ______
80 kPa

La rapidez permanece constante, pero la presién manométrica disminuye al subir. La inclinacién del dibujo es
esquematica.

12.7 Del depésito al chorro: hipoétesis y predicciones

Un depdsito grande abierto descarga por un pequeiio orificio a profundidad A bajo su superficie.
Elegimos un punto en la superficie y otro en el chorro recién salido. Ambos estan aproximadamente
a presion atmosférica. Si el drea del depdsito es mucho mayor que la del chorro, la rapidez superficial
es despreciable. El balance ideal reduce entonces pgh = pv?/2:

v = +/2gh. (12.6)

Es la ley de Torricelli: el liquido sale con la rapidez que adquiriria una caida libre a través de h. La
densidad se cancela. La semejanza de rapidez procede del balance de energia, aunque las trayectorias
y las fuerzas durante el movimiento sean distintas.

El nivel baja durante el vaciado. La férmula puede usarse de manera cuasiestacionaria si ese
descenso es lento comparado con el ajuste del flujo, pero el caudal Q = Av disminuye al disminuir A.
En un orificio real, el chorro puede contraerse y su rapidez puede ser menor que la ideal; el drea
efectiva y las pérdidas deben medirse o modelarse. La contraccién del chorro puede hacer que su
secciéon minima difiera del drea geométrica del agujero.
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PROBLEMA RESUELTO 12.17 -+ La rapidez y el caudal instantaneos

Un depésito grande abierto tiene una salida ideal de seccién efectiva 2,0 cm?, situada 1,25 m
bajo el nivel del agua. Calcula la rapidez y el caudal en ese instante. Supén despreciable la
rapidez de la superficie y las pérdidas.

Resolucion. Torricelli da v = /2(9,8)(1,25) = /24,5 ~ 4,95 m//s. Entonces

Q = (2,0 x 107%)(4,95) ~ 9,90 x 10~ m3 /s = 0,990 L/s.

Ese caudal permitiria llenar inicialmente casi un litro por segundo. Calcular el tiempo de
vaciado completo requiere ademés conocer la geometria del depésito y como cambia el nivel.
Al reducir h a la cuarta parte, tanto la rapidez como el caudal se reducirian a la mitad si la
seccion efectiva se mantuviera.

Patm

h=125m

—_— v =495m/s

Patm

La misma presién atmosférica aparece en la superficie y en el chorro. El desnivel determina la rapidez ideal
instantanea.
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PROBLEMA RESUELTO 12.18 - Un alcance que permite poner a prueba el
modelo

La superficie de un depésito grande abierto esta 1,80 m por encima de una boquilla horizontal
situada 0,80 m sobre el suelo. La seccién efectiva del chorro es 1,0 cm?. Predice rapidez, caudal
y alcance horizontal ideales. Después interpreta una rapidez de salida medida de 4,50 m/s.
Desprecia la resistencia del aire y considera lento el descenso del nivel.

Resolucion. El desnivel que acelera el liquido es la diferencia de altura entre la superficie y la
salida: 1,80 m. En el modelo ideal,

v =1/2(9,8)(1,80) ~ 5,94 m/s, Q~594x 10" m?/s = 0,594L/s.

Al salir, cada pequena porcién sigue aproximadamente un tiro horizontal. Su tiempo de caida
es t = 4/2(0,80)/9,8 ~ 0,404 s; el alcance resulta z = vt = 2,/(1,80)(0,80) = 2,40 m.

La rapidez medida produciria = ~ 4,50(0,404) = 1,82 m. Si las alturas y presiones se mantienen,
el déficit de energia mecéanica por unidad de peso puede expresarse como una altura de pérdida:

4,502

hr =1.80
E T 0(0,8)

~ (0,767 m.

Ese término amplia el balance a h = v2/(2g) + hy. La energia total se conserva; parte de
la energia mecdnica se transforma en energia interna y movimiento desordenado. El dato
cuantifica un déficit respecto del modelo; identificar su causa requiere evidencia adicional.
También convendria comprobar el nivel, la direccién del chorro y la seccién efectiva.

h =180m

Vo

suelo

z=240m

El desnivel h fija la rapidez de salida; la altura y fija el tiempo de vuelo. Trayectoria parabdlica esquematica,
con escalas horizontal y vertical distintas.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Intenta primero representar la situacién y elegir las fronteras del sistema. Usa g = 9,.8m/s? y
agua de densidad 1000kg/m?. En los problemas de flujo ideal se suponen régimen estacionario
o cuasiestacionario, liquido incompresible, pérdidas despreciables y velocidades uniformes en las
secciones. En flotacién desprecia el empuje del aire y la tensién superficial, salvo que se indique otra
cosa.
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EJERCICIO 12.1 - Masa de un liquido

Un liquido homogéneo de densidad 850 kg/m? ocupa 2,4 L. Calcula su masa y su peso.

EJERCICIO 12.2 - De area a fuerza

Una presién uniforme de 35 kPa acttia sobre 12 cm?. Calcula la fuerza normal sobre esa cara.
;, Cudl seria la resultante si la cara opuesta recibiera la misma presién?

EJERCICIO 12.3 - Diferencia entre profundidades

Dos puntos de un mismo depédsito abierto de agua estdn a 0,50 y 2,50m de profundidad.
Determina la diferencia de presiones y sefiala cual es mayor.

EJERCICIO 12.4 - Absoluta y manométrica

En un lugar con presién atmosférica de 98 kPa, un instrumento marca —15kPa manométricos
en una camara. Halla la presion absoluta. Explica si el signo implica presién absoluta negativa.

EJERCICIO 12.5 - Manémetro de agua

Un gas se conecta a un brazo de un tubo en U con agua; el otro queda abierto. El agua esta
12 cm més alta del lado del gas. Halla la presién manométrica del gas, despreciando el peso del
aire.

EJERCICIO 12.6 - Capas y profundidad equivalente

Hay 0,40 m de aceite de densidad 750 kg/m? sobre 0,80 m de agua en un vaso abierto. Calcula
la presién manométrica inferior y la profundidad de agua pura que produciria lo mismo.

EJERCICIO 12.7 - Una tapa horizontal
Una tapa horizontal de drea 0,015 m? separa agua situada arriba de aire atmosférico debajo.

Esta 0,60m bajo una superficie abierta. Determina la fuerza neta de presién y su sentido.
Desprecia el peso de la tapa.

EJERCICIO 12.8 - Centro de presion

Repite el calculo de la compuerta del problema 12.6 para ancho 0,80 m y altura 1,50 m, con el
borde superior en la superficie. Determina fuerza y profundidad de aplicacién.
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EJERCICIO 12.9 - Una razon de radios

Una prensa ideal tiene radios de pistén 1,0 y 5,0cm. A igual altura, jqué carga sostiene una
fuerza de 90N en el menor? Si este desciende 20 cm, jcuanto sube el mayor? Ignora correcciones
de altura.

EJERCICIO 12.10 - El costo energético de levantar

En una prensa ideal que trabaja a igual altura, el piston mayor levanta 1800 N una distancia de
0,040 m. El drea mayor es veinte veces la menor. Calcula fuerza, recorrido y trabajo de entrada.
Desprecia cambios de energia potencial del liquido.

EJERCICIO 12.11 - Corregir un desnivel

Dos pistones ideales tienen igual presiéon atmosférica exterior. El mayor, de 0,020 m?, sostiene
1000 N y esta 2,0m por debajo del menor, de 0,0010m?. La densidad del liquido es 900 kg/m?.
Calcula la fuerza necesaria hacia abajo en el menor para equilibrio.

EJERCICIO 12.12 -+ Empuje antes de conocer la masa

Un objeto desplaza 350 cm?® de agua. Calcula el empuje. jPuede determinarse su masa con ese
unico dato si esta sostenido por un hilo? ;Y si flota libremente en equilibrio?

EJERCICIO 12.13 - La fuerza de un hilo hacia abajo

Una esfera de volumen 0,0040 m® y masa 2,0kg estd totalmente sumergida en agua. Un hilo
vertical la sujeta al fondo sin que lo toque. Calcula la tensién y dibuja sus tres fuerzas.

EJERCICIO 12.14 - Calado en agua salada

Un bloque homogéneo de densidad 700 kg/m? y altura 0,20 m flota verticalmente en un liquido
de densidad 1050 kg/m3. Determina la fraccién sumergida y la altura emergida.

EJERCICIO 12.15 -+ Volumen y densidad de una pieza

Una pieza pesa 19,6 N en aire y su peso aparente al sumergirse completamente en agua es
14,7N. Calcula masa, volumen y densidad, despreciando el empuje del aire.
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EJERCICIO 12.16 - Volumen repartido entre dos liquidos
Un cuerpo de 1,0kg v volumen 1,2 x 1072 m? queda en equilibrio atravesando una interfaz

entre aceite de densidad 800kg/m? y agua de densidad 1000 kg/m3. No sobresale al aire ni
toca paredes. Halla el volumen en cada liquido, sin tensién superficial.

EJERCICIO 12.17 - Caudal y tiempo de llenado

Una tuberia de seccién 3,0 cm? lleva agua a rapidez media constante 2,0 m/s. Halla el caudal y
el tiempo para llenar 90 L, sin pérdidas de agua.

EJERCICIO 12.18 - Un gas que cambia de densidad

En flujo estacionario sin fugas, un gas pasa de densidad 1,2kg/m? y drea 20 cm? a densidad
0,80kg/m? y drea 10 cm?. Si v; = 5,0m/s, halla vy y ambos caudales volumétricos. ;Qué caudal
se conserva?!

EJERCICIO 12.19 - Dos salidas

Entran 8,0L/s de agua a una unién. Una salida de 12cm? lleva 2,5m/s. Calcula la rapidez de
la otra salida si su drea es 20 cm?.

EJERCICIO 12.20 - Presién en un tramo horizontal

En una tuberia horizontal ideal, el agua pasa de 1,0 a 3,0m/s. En la seccién lenta hay 25 kPa
manométricos. Halla la presion en la seccién rapida y la razén de areas A;/As.

EJERCICIO 12.21 - Cambian rapidez y altura

En un conducto ideal, el agua pasa de v; = 2,0m/s a v9 = 4,0m/s mientras asciende 3,0 m. Si
P1,man = 70kPa, calcula pa man € identifica las dos contribuciones al cambio.

EJERCICIO 12.22 - El nivel desciende

Un depésito grande tiene una salida ideal de seccién efectiva 1,5 cm?. Calcula rapidez y caudal
cuando el desnivel es 0,80 m. Compara con el instante en que el desnivel es 0,20m. Calcula
cémo varia el caudal a medida que baja el nivel.
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EJERCICIO 12.23 - Elegir el orificio para un alcance

La superficie de un depoésito grande estd a altura fija H = 2,0m sobre el suelo. Un chorro
ideal sale horizontalmente por un orificio a altura y, con 0 < y < H. Deduce el alcance z(y) y
determina qué altura lo maximiza. Desprecia el aire.

EJERCICIO 12.24 - Un balance con pérdida

Agua sale de un depdsito grande abierto por una boquilla situada 2,0 m bajo la superficie.
Se mide v = 5,0m/s. Calcula la altura de pérdida equivalente hy y el déficit de energia
mecanica por cada litro descargado. Supén ambas presiones atmosféricas y rapidez superficial
despreciable.

Soluciones razonadas

SOLUCION 12.1.
El volumen es 2,4 x 1073 m?. De m = pV resulta m = 2,04kg; su peso es mg = 19,992 N ~ 20,0 N.

La densidad relaciona la masa con el volumen.
SOLUCION 12.2.

Convertimos 12cm? = 1,2 x 1072 m?. Asi, F' = pA = 35000(0,0012) = 42N. Con la misma presién

sobre la cara opuesta, sus fuerzas normales se cancelan y la resultante de presién es cero.
SOLUCION 12.3.

El punto mas profundo tiene mayor presién. La diferencia es Ap = 1000(9,8)(2,50 — 0,50) =
19600 Pa = 19,6 kPa. La presion atmosférica se cancela porque ambos puntos comparten la misma

superficie de referencia.
SOLUCION 12.4.

La presién absoluta es 98 — 15 = 83 kPa. La lectura manométrica de —15kPa expresa una presion

15 kPa menor que la atmosférica local.
SOLUCION 12.5.

Del lado del gas la columna estd mas alta, de modo que el gas ejerce menos presion que la atmosfera.
Recorriendo el agua entre niveles se obtiene py — pagm = —1000(9,8)(0,12) = —1176 Pa ~ —1,18 kPa.
SOLUCION 12.6.

Sumamos las contribuciones: pman = 9,8[750(0,40) + 1000(0,80)] = 10780 Pa. La altura equivalente
de agua es 10780/(1000 x 9,8) = 1,10 m. Es menor que el espesor total porque el aceite es menos

denso que el agua.
SOLUCION 12.7.

La diferencia de presién es pgh = 5880 Pa. La fuerza neta es 5880(0,015) = 88,2 N hacia abajo. Se

resta la atmoésfera inferior; el agua empuja hacia abajo sobre la cara superior de la tapa.
SOLUCION 12.8.

Integrar dF = pgbhdh entre 0 y H da F = pgbH?/2 = 8820 N. El momento integrado da hr =

2H/3 = 1,00m, medido bajo la superficie, sobre la linea media vertical de la compuerta.
SOLUCION 12.9.

La razén de dreas es (5/1)% = 25. Por Pascal, Fy = 25(90) = 2250 N. La igualdad de volimenes da
s9 = 0,20/25 = 0,0080 m = 0,80 cm. Usar una razén de radios en lugar de dreas daria un resultado

incorrecto.
SOLUCION 12.10.

La fuerza de entrada es 1800/20 = 90N y su recorrido es 20(0,040) = 0,80m. El trabajo es
90(0,80) = 72 J, igual a 1800(0,040). La prensa conserva la energia en el modelo ideal.
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SOLUCION 12.11.
Bajo el mayor hay paman = 1000/0,020 = 50000 Pa. El menor estd arriba, por lo que piman =
50000 — 900(9,8)(2) = 32360 Pa. Su fuerza de entrada es 32,36 N. Aqui el desnivel reduce la fuerza

necesaria respecto de los 50 N que corresponderian a igual altura.
SOLUCION 12.12.

El volumen desplazado es 3,50 x 10~* m?; el empuje vale B = 3,43N. Si un hilo actia, falta conocer

su fuerza para inferir la masa. En flotaciéon libre y equilibrio, mg = B, de donde m = 0,350 kg.
SOLUCION 12.13.

El empuje es 39,2N y el peso es 19,6 N. El hilo tira hacia el fondo. El equilibrio B —mg — T = 0 da

T = 19,6 N. El diagrama tiene una flecha hacia arriba, B, y dos hacia abajo, mgy T.
SOLUCION 12.14.

La fraccién sumergida es 700/1050 = 2/3. El calado vale 0,20(2/3) = 0,133 m y emergen 0,20(1/3) ~

0,0667 m. El liquido desplazado pesa lo mismo que el bloque.
SOLUCION 12.15.

La masa es 19,6/9,8 = 2,0 kg. El empuje 19,6 — 14,7 = 49N implica V = 4,9/9800 = 5,0 x 10~% m3.
La densidad es 4000 kg/m3; la pieza tiene mayor densidad que el agua y necesita una tensién hacia

arriba para quedar en reposo.
SOLUCION 12.16.

Sean V, y V,, los volimenes en aceite y agua. Deben cumplirse V,+V,, = 0,0012 y 800V, +1000V,, = 1,
con voltimenes en m?. Sustituyendo resulta Vi, = 2,0 x 1074m3 y V, = 1,0 x 1073 m?. Ambos son
positivos y suman el volumen completo, de modo que el equilibrio propuesto es compatible con las

fuerzas verticales.
SOLUCION 12.17.

El caudal es Q = 3,0 x 1074(2) = 6,0 x 107*m?/s = 0,60L/s. Como es constante, t = V/Q =
90/0,60 = 150s. Para un caudal variable debemos integrar su evolucién temporal; V' = Qt corresponde

a caudal constante o a su media apropiada.
SOLUCION 12.18.

Conservamos masa: ve = p1 Ajv1/(p2A2) = 15m/s. Los caudales volumétricos son Q1 = 0,010m? /s
y Q2 = 0,015m3/s. Son distintos, pero ambos dan 1 = 0,012kg/s. Estos datos requieren la forma

compresible del balance de masa, en lugar de Ajv; = Agvo.
SOLUCION 12.19.

La primera salida lleva 12 x 1074(2,5) = 0,0030m?3/s = 3,0L/s. La otra transporta 5,0L/s. Su
rapidez es 0,0050/0,0020 = 2,5m/s. Aqui las velocidades coinciden, pero los caudales difieren por las

areas.
SOLUCION 12.20.

Bernoulli da py = 25000 + $(1000)(12 — 3%) = 21000 Pa = 21 kPa manométricos. Continuidad exige
A1 /Ay = v9/u; = 3. La seccién rapida es la mas pequena.

SOLUCION 12.21.

El incremento cinético consume % p(42 —22) = 6000 Pa y el incremento gravitatorio, pg(3) = 29400 Pa.
Asi, po = 70000 — 6000 — 29400 = 34600 Pa = 34,6 kPa. Comparar solo velocidades omitiria la

contribucién mayor de este caso.
SOLUCION 12.22.

Para h = 0,80m, v = /15,68 ~ 3,96 m/s y @ ~ 0,594 L/s. Para h = 0,20m, la rapidez es 1,98 m/s y
el caudal, 0,297 L/s. Ambos se reducen a la mitad porque dependen de V'h, la raiz cuadrada de h.
SOLUCION 12.23.

Torricelli usa H — y y la caida del chorro usa y: * = \/29(H — y)\/2y/g = 2\/y(H — y). Como
y(H —y) = H?/4 — (y — H/2)?, el maximo ocurre en y = H/2 = 1,0m y vale x4 = H = 2,0m.
Los orificios a alturas complementarias y y H — y tienen el mismo alcance ideal, aunque distintas
velocidades y tiempos de caida.
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SOLUCION 12.24.

El balance ampliado es 2 = v?/(2g) + hy. De ahi, h; = 2 — 25/19,6 ~ 0,724 m. Un litro tiene masa
1kg, asi que su déficit de energia mecanica es mghy, = 7,1J. El término expresa una transformacién
de energia incluida en el balance total.

Una experiencia: el alcance de un chorro

Dos alturas que cumplen funciones distintas

Usa un recipiente plastico con una salida horizontal pequeiia, preparado previamente y colocado
sobre una bandeja. Mide la altura y de la salida y el desnivel h entre salida y superficie.
Durante un intervalo breve recoge el volumen descargado y mide el alcance sobre una superficie
horizontal al nivel del suelo de referencia. Mantén pequenos los cambios de nivel en cada
medicién; repite con varios niveles.

Predice z = 2/hy y Q = A\/2gh antes de comparar. Una grafica de 22 frente a h deberia
aproximarse a una recta de pendiente 4y si se cumplen las hipétesis. Registra la dispersion
de varios alcances y la incertidumbre de las alturas. Comprueba primero que el chorro salga
horizontal; una inclinacién cambia la ecuaciéon de vuelo.

El area de un agujero irregular y la contracciéon del chorro dificultan una prediccion precisa del
caudal. Puede estimarse una rapidez desde z/1/2y/g y después una seccién efectiva desde Q/v.
Si difieren de los valores ideales, distingue incertidumbre de medicién, descenso del nivel y
limitaciones del modelo. Contrasta las posibles causas de cada desajuste con evidencia adicional.

Diagnoéstico antes de avanzar

Responde sin consultar las formulas: (a) jpueden dos puntos de un liquido tener igual presién y
ejercer fuerzas distintas sobre dos pistones? (b) Un bloque flota en un liquido més denso: jaumenta el
empuje o cambia el volumen desplazado? (c) ;basta saber que una tuberia se estrecha para asegurar
que su presion baja? (d) jqué se conserva en una corriente de gas cuya densidad cambia?

Contraste. (a) Si: F = pA, por lo que cambian las fuerzas si cambian las dreas. (b) Para el
mismo bloque en equilibrio libre, el empuje sigue siendo mg y disminuye V. (¢c) Hay que especificar
altura, régimen, densidad, pérdidas y maquinas; en un tramo horizontal ideal de flujo estacionario
incompresible, continuidad y Bernoulli si predicen esa caida. (d) Se conserva el caudal mésico sin
acumulacién ni fugas; el volumétrico puede cambiar.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, 12.* edicién,
capitulo 14, secciones 14.1-14.5; R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.2
edicion, capitulo 9, secciones 9.2 y 9.4-9.7. Los problemas y las ayudas de este capitulo son originales;
las lecturas permiten contrastar las leyes y las hipo6tesis empleadas.
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Un cuerpo unido a un resorte atraviesa la posicion
de equilibrio y sigue avanzando. Al atravesar el
equilibrio conserva la velocidad adquirida, que lo
lleva al otro lado mientras la fuerza resultante pa-
sa por cero. El resorte invierte entonces su fuerza
y comienza a frenarlo. La repeticion nace de esa
combinacién entre restitucién e inercia.
Estudiaremos como una ley de fuerza produce una
oscilaciéon y como las condiciones iniciales deciden
su amplitud y su fase. La energia ofrecera una se-
gunda manera de describir el mismo movimiento.
El péndulo permitird reconocer el alcance de una
aproximacion; el amortiguamiento y el forzamiento
mostraran qué cambia cuando un sistema pierde
energia mecanica o recibe un impulso periédico.
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13.1 La posicién de equilibrio y la ley de Hooke

Al estirar o comprimir moderadamente un resorte, suele encontrarse una relacién aproximadamente
proporcional entre su deformacién y la fuerza necesaria para sostenerlo. En un eje orientado a lo
largo del resorte, la fuerza que este ejerce sobre el cuerpo unido a él es

F,=—kq, k>0. (13.1)

Aqui ¢ mide el cambio de longitud con signo respecto de la longitud natural: positivo al estirar,
negativo al comprimir. La constante k, medida en N/m, caracteriza la rigidez dentro del intervalo
lineal. El signo indica una fuerza que se opone a la deformacién. Dentro de ese intervalo, k caracteriza
al resorte y la carga determina la deformacién de equilibrio.

La ley de Hooke es un modelo constitutivo. Un resorte real puede apartarse de la proporcionalidad
antes de quedar deformado permanentemente: el limite de proporcionalidad marca el alcance de la
relacién lineal y el limite elastico, el de la recuperacién de la forma. En nuestros modelos, el resorte
tendrd masa despreciable y sus extremos permanecerdn unidos a los soportes y cuerpos indicados.

Conviene distinguir longitud natural y posicion de equilibrio del sistema. En horizontal, sin otra
fuerza a lo largo del movimiento, ambas referencias coinciden. En vertical, la gravedad desplaza el
equilibrio. Si ¢ aumenta hacia abajo, la ecuacién es mG = mg — kq y el equilibrio estd en ¢. = mg/k.
Al medir el desplazamiento desde alli, x = g — ¢, se obtiene m# = —kz. El peso ya ha intervenido
al fijar el origen.

PROBLEMA RESUELTO 13.1 -+ Medir la rigidez y leer el signo

Un resorte horizontal requiere una fuerza externa de 6,0 N para mantener una elongacién de
3,0cm. Halla k y la fuerza que ejercerd sobre un cuerpo cuando esté comprimido 2,0 cm. Supdén
comportamiento lineal.

Resolucion. En la medicion estatica las fuerzas externa F, >0
y elastica se equilibran. Por ello, W —>‘
6,0 :
= —— =200N/m. -
0,030 / T
Con compresién, ¢ = —0,020m y Fs = —200(—0,020) =  El bloque comprimi6 el resorte respecto

+4,0N. La fuerza apunta hacia la posicién de longitud  de su longitud natural, marcada con la

natural. Comprobar la linealidad en un intervalo requiere ~ linea discontinua. La restitucion apunta a
. . ., la derecha.

una serie de medidas de fuerza y deformacion dentro de

él.
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PROBLEMA RESUELTO 13.2 - Dos origenes para un resorte vertical

Una masa de 0,20 kg cuelga de un resorte de 40 N/m. Se la desplaza 2,0 cm por debajo de su
posicién de equilibrio y se la suelta desde el reposo. Calcula la elongacién total, la fuerza del
resorte y la fuerza neta al liberarla. Usa g = 9,8 m/s2.

Resolucion. Tomamos el eje hacia abajo. El equilibrio estd en ¢. = mg/k = 0,049 m; al liberar,
la elongacién total es ¢ = g, + x = 0,069 m. Asi,

Fy = —40(0,069) = —2,76 N, Flreta = 1,96 — 2,76 = —0,80N.

El mismo resultado neto se obtiene con —kx. Aplicar —kz como si fuera la fuerza del resorte
aislada omitiria la tensién que ya sostiene el peso en equilibrio. Su aceleracién inicial es
—4,0m/s2.

mg

El eje positivo apunta hacia abajo. La elongacién total ¢ y el desplazamiento x desde el equilibrio tienen origenes
distintos. Esquema sin escala.
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PROBLEMA RESUELTO 13.3 - Construir una rigidez equivalente

Dos resortes ideales de 120 y 240 N/m se conectan primero en serie y después en paralelo.
Determina la constante equivalente y la fuerza necesaria para una deformacion total de 3,0 cm en
cada montaje. En paralelo, ambos se deforman igual; en serie, su unién tiene masa despreciable.
Resolucion. En serie, la misma tensién F' atraviesa ambos resortes, mientras las elongaciones se
suman: ¢ = F/ky + F/ky. Asi,
1 1 1

En paralelo cada resorte se deforma ¢ y las fuerzas se suman: F = (k1 + k2)gq, de donde
k, = 360 N/m. Para ¢ = 0,030 m resultan Fs = 2,4N y Fj, = 10,8 N. En serie, las elongaciones
individuales son 0,020 y 0,010 m; en paralelo, ambas valen 0,030 m. Esas condiciones geométricas
explican por qué las constantes se combinan de distinta manera.

Montaje Condicién compartida keq Fa3cm
Serie Igual tensién 80N/m 24N
Paralelo  Igual deformacién 360N/m 10,8N

Los resortes individuales tienen 120 y 240 N/m. La condicién que se comparte decide qué magnitudes se suman.

13.2 De la fuerza a una ecuacién para el movimiento

En un cuerpo de masa constante, sometido inicamente a una fuerza neta —kx a lo largo del eje,
la segunda ley de Newton se escribe

| k
Ptwir=0  wy= —. (13.2)

Los puntos sobre x indican derivadas respecto del tiempo: © = v y & = a. La ecuacién relaciona
una funcién desconocida con su segunda derivada. Se llama ecuacion diferencial. La relacién debe
cumplirse durante todo el movimiento.

El seno y el coseno son candidatos naturales porque derivarlos dos veces devuelve la misma funcién
con signo contrario. Para constantes A > 0y ¢,

x(t) = Acos(wot + ¢), v(t) = —Awpsin(wot + ¢), a(t) = —w%x(t). (13.3)

Sustituir estas expresiones verifica la ecuacion. Ademdas, podemos elegirlas para cualquier par de
valores iniciales zg y vg cuando wg > 0. En esta ecuacién lineal, esos dos datos determinan una tinica
solucién. Una forma que hace visible esa dependencia es

v
z(t) = g cos(wot) + — sin(wot). (13.4)
wo
El movimiento descrito es armdnico simple, o MAS. Su rasgo dinamico es que la aceleraciéon resulta
proporcional al desplazamiento respecto del equilibrio y de sentido opuesto. Para reconocer un MAS
en una trayectoria periédica, comprobamos esa relacién entre aceleraciéon y desplazamiento durante
todo el movimiento.
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PROBLEMA RESUELTO 13.4 - Comprobar una trayectoria por derivacion

Una masa de 0,50 kg estd unida a un resorte horizontal de 200 N/m sin rozamiento. Se propone
x(t) = 0,030 cos(20t), con x en metros y ¢ en segundos. Verifica la solucién y calcula posicion,
velocidad y aceleracién en t = 7/60s.

Resolucion. La razén k/m = 40052 da wy = 20rad/s. Derivando,

v = —0,6005sin(20t), a = —12,0 cos(20¢).

En efecto, a = —400x, y ma = —200x coincide con la fuerza del resorte. En el instante pedido,
20t = /3, por lo que z = 0,0150m, v = —0,300/3m/s ~ —0,520m/s y a = —6,00m/s?. El
cuerpo se acerca al equilibrio desde el lado positivo: velocidad y aceleracion apuntan aqui en el
mismo sentido, de modo que su rapidez aumenta.

z/A

1/2|---
/ 1\ v <0 /

L wot
w/BW o

El punto corresponde a t = 7/60s y x = A/2. La pendiente negativa da velocidad negativa; como = > 0, la
aceleracién también es negativa.
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PROBLEMA RESUELTO 13.5 - Reconstruir amplitud y fase

El mismo oscilador tiene ahora z¢p = +0,030m y vg = —0,800 m/s. Encuentra su movimiento,
su amplitud y una fase inicial compatible con los signos.
Resolucion. La ecuacién 13.4 da directamente

x(t) = 0,030 cos(20t) — 0,040 sin(20¢).

Al desarrollar A cos(20t + ¢) se identifica Acos¢ = 0,030 y Asin¢ = 0,040. Sumando los
cuadrados se obtiene A = 0,050 m; ambos coeficientes sitiian ¢ en el primer cuadrante, con
¢ = arctan(4/3) ~ 0,927 rad. Entonces = = 0,050 cos(20t + 0,927), salvo el redondeo de la fase.
El signo menos de la velocidad es esencial para escoger el cuadrante. Una fase aumentada en
27 describe exactamente el mismo movimiento.

Los ejes y la hipotenusa se expresan en metros. La proyeccion vertical usa —vg/wo: su signo permite fijar el
cuadrante de la fase.

13.3 Amplitud, fase, frecuencia y tiempos de paso

La amplitud A es el maximo valor de |z| en el MAS. La fase wyt + ¢ indica en qué parte del
ciclo se encuentra el sistema, incluidos el sentido de movimiento y el extremo hacia el que avanza.
Dos instantes con la misma posiciéon pueden tener velocidades opuestas. Para determinar la fase se
especifican la posicion y el sentido de movimiento.

El periodo T es el menor tiempo positivo después del cual se repiten posicién y velocidad; la
frecuencia f = 1/T cuenta ciclos por segundo. En una oscilaciéon no trivial, A > 0, la fase aumenta

27 durante cada periodo:
2 m wo
T=—=2 — = —, 13.5
AT =5 (13.5)

La frecuencia angular se expresa en rad/s; la frecuencia en Hz = s~1. El radidn es adimensional,
pero conservar su nombre evita confundir ciclos con fases angulares. El argumento de las funciones
trigonométricas y las formulas de derivacion se interpretan en radianes.

Para reconstruir la fase desde los datos iniciales se usan A = (/22 + (vo/wo)?2, cos¢ = zo/A y

sin ¢ = —vp/(Awp). Una calculadora con funcién de dos argumentos permite obtener el cuadrante
mediante ¢ = atan2(—vg/wp, zp). Si A = 0, el cuerpo permanece en equilibrio y la fase carece de
significado fisico.
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PROBLEMA RESUELTO 13.6 - Una posicion se visita dos veces

Un oscilador parte del extremo x = A > 0 en reposo y tiene wg = 20rad/s. ;Cuéndo pasa por
primera vez por x = A/2 hacia el equilibrio? ;Cuando vuelve por esa posicién alejandose del
equilibrio?

Resolucion. La fase inicial es cero. Resolver cos(20t) = z/A

1/2 en el primer ciclo da fases 7/3 y 57/3. En la primera,
N

v < 0; en la segunda, v > 0. Por tanto,

7 T s 5T
= —=8S= -, to
60 6

¢ - .
! 12°7 6

Los dos pasos corresponden a estados con velocidades  La linea horizontal corta la curva una vez
opuestas. Entre los dos pasos el cuerpo visita el extremo o0 pendiente negativa y otra con

g o pendiente positiva.
negativo y vuelve a cruzar el equilibrio.

PROBLEMA RESUELTO 13.7 - Leer una fase negativa

Se mide z(t) = 0,040 cos(57t — 7/3) en unidades SI. Determina amplitud, periodo, frecuencia y
condiciones iniciales. Describe hacia dénde se mueve el cuerpo al comenzar.

Resolucion. Se identifican A = 0,040m, wy = 5wrad/s y ¢ = —n/3. El periodo es T =
27 /(5m) = 0,400s y la frecuencia, 2,50 Hz. Al evaluar y derivar,

xo = 0,040 cos(—m/3) = 0,020 m, vo = —0,2007 sin(—7/3) = 0,1007v/3 m/s.

La velocidad inicial es aproximadamente 40,544 m/s. El cuerpo estd a la derecha del equilibrio
y se aleja de él; su aceleracién apunta a la izquierda y lo frena. La amplitud conserva su valor
positivo; la fase inicial fija la posicién y el sentido de movimiento al comenzar.

z/A
vg > 0

1/21//\

Una fase inicial —7/3 produce posicién positiva y pendiente inicial positiva. El tiempo se normaliza con
T = 0,400s.
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PROBLEMA RESUELTO 13.8 - Comparar osciladores sin fijar la amplitud

Un segundo oscilador tiene masa cuatro veces mayor y constante elastica nueve veces mayor
que el primero. Compara sus periodos y frecuencias. j Alteraria la comparaciéon multiplicar la
amplitud del segundo por tres?

Resolucion. Al dividir las expresiones de los periodos,

T, [4mi/(9k1) 2 fo 3

i mi/ky 3 fi 2
El aumento de rigidez domina sobre el aumento de masa. El periodo del resorte ideal lineal
depende de la masa y de la rigidez. La amplitud fija la escala de energia y de velocidad; en un

resorte real, su aumento puede llevar al sistema fuera del intervalo de Hooke.

oscilador 1 oscilador 2

\‘ // \\ t Tl
! /

Desplazamientos divididos por la amplitud propia. El segundo completa un ciclo en 277 /3 y un ciclo y medio
durante un periodo del primero.

13.4 La energia y la geometria del estado

El trabajo de la fuerza eldstica entre 0 y = es [y (—ku)du = —ka?/2. Podemos asociarle una
energia potencial U = kx?/2, tomando cero en el equilibrio horizontal. Sin disipacién, la energia
mecéanica permanece constante:

1 1 1
E = —mv? + —ka? = kA% 13.6
5 + 5 k® 5 (13.6)
La dltima igualdad se evalia en un extremo, donde v = 0. En el equilibrio la energia cinética es
maxima: vnmsx = wWod. A cualquier posicién admisible,

|v| = woV A% — 22, lz| < A.

La conservacion de energia da la rapidez. El signo de la velocidad se determina siguiendo la rama
del movimiento que recorre el cuerpo. Si se dibuja v frente a z, la ecuacién x2/A? + v? /(w3 A?%) =1
describe una elipse. En cada extremo de posiciéon hay velocidad cero; en cada cruce por el equilibrio,
rapidez maxima. Este diagrama de estado representa conjuntamente la posiciéon y la velocidad.

En un resorte vertical, la energfa potencial del sistema resorte-masa-Tierra es U(q) = kq®/2 —mgq
con el eje hacia abajo. Al completar el cuadrado resulta U = k(g — g.)?/2 — m?¢?/(2k). El término
constante desplaza la referencia energética y tiene derivada espacial cero. Si elegimos el cero en el
minimo, la energfa de oscilaciéon vuelve a ser mv?/2+kxz?/2, con = q¢— qe. El cambio de coordenada
queda acompanado por el cambio de referencia energética.



Oscilaciones y movimiento armoénico 284

PROBLEMA RESUELTO 13.9 - La energia se reparte durante el ciclo

Una masa de 0,50 kg oscila con & = 200 N/m y amplitud 0,050 m. Determina la energia total y
la rapidez al pasar por z = 0,030 m. ;Puede saberse el signo de la velocidad con esos datos?
Resolucidn. La energia total es E = %(200)(0,050)2 = 0,250J. En la posicién pedida, U =
%(200)(0,030)2 =0,090J y K = 0,160J. Asi,

2k [0320
‘U‘ = W = w = 0,800 m/s.

Hay dos velocidades posibles, £0,800 m/s. El signo negativo corresponde a acercarse al equilibrio
desde ese lado; el positivo, a alejarse de él. El resultado coincide con las condiciones iniciales
usadas en el problema 13.5 cuando se escoge la rama negativa.

energia/E

-1

En z/A = 0,60, la energia potencial es 0,36E y la cinética 0,64F. Su suma es constante.

PROBLEMA RESUELTO 13.10 - Igualdad de energias en el diagrama de
estado

Para el oscilador del problema anterior, encuentra las posiciones y velocidades en las que
K = U. Indica cuantos estados distintos aparecen en un ciclo.

Resolucion. Si ambas energias son iguales, cada una v/(woA)
vale E/2. De kx?/2 = kA?/4 se obtiene x = +A//2 ~ |
40,0354 m. En esos puntos,
A A
v ==+ — 4£0,707m/s. o/

V2

Cada posicién se recorre con ambos signos de veloci- ) ] ]

dad. H ¢ tados distint ¢ Con ambos ejes normalizados, la elipse se
ad. Hay cuatro estados distintos y cuatro pasos por esa ve como una circunferencia. Los cuatro

condicién en un periodo. Las combinaciones de signos puntos tienen K = U. El recorrido es

representan fases distintas, aunque sus energias coinci-  horario.

dan.
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PROBLEMA RESUELTO 13.11 -+ Soltar desde la longitud natural

Una masa de 0,20kg cuelga de un resorte vertical de 40 N/m. Se sostiene el cuerpo con el
resorte sin deformar y se lo suelta desde el reposo. Calcula la amplitud respecto del equilibrio,
la méxima elongacion total y la rapidez maxima. Supén un resorte unido al cuerpo, lineal en
todo el recorrido.

Resolucion. El equilibrio estd g = mg/k = 0,049 m por debajo de la longitud natural. Inicial-
mente rg = —¢e ¥y vo = 0, por lo que A = g.. El extremo inferior queda en ¢ = ¢+ A = 0,098 m.
La frecuencia angular es v/200rad/s, y

Umax = V200(0,049) ~ 0,693 m/s.

La energia de oscilacién es kA2 /2 = 0,04802 J, medida desde el minimo del potencial total. Con
la referencia U(0) = 0, la energfa total inicial seria cero y en el extremo inferior se cumplirfa
kq?/2 — mgq = 0. Ambas referencias predicen ¢ = 2mg/k como extremo inferior.

A=gq.=0,049m

OF------------------ reposo inicial
Qe f--=------q--------- rapidez maxima
2Qe [------------------ reposo inferior
q

El desplazamiento de oscilacién se mide respecto del nivel central. La elongacion total recorre desde cero hasta
2qc; la amplitud es ge.

13.5 El péndulo y la aproximaciéon de angulo pequeno

Un péndulo simple consiste en una masa puntual suspendida de un hilo inextensible y de masa
despreciable, de longitud L, con punto de suspension fijo. La tensién se dirige a lo largo del hilo. La
componente tangencial de la fuerza total procede de la gravedad y vale —mgsin 6. Si 6 se mide en
radianes desde la vertical inferior, la aceleracién tangencial es L6, y resulta

b+ %sin@ = 0. (13.7)

La masa se cancela. La fuerza tangencial contiene sin §. Para aproximarla cerca de cero, usamos
sinf =60 —03/6 +---, y el primer término da

g g L
0+ Z60~0 ~ = To=2 —.
+L ) wo L’ 0 m g

La amplitud angular se expresa en radianes para controlar la precisiéon de esa aproximacién. El
término omitido es del orden de 63, asi que el error relativo en la fuerza empieza en el orden de 62.
El error del periodo requiere estudiar el movimiento a lo largo de un ciclo completo.

El potencial exacto, tomando cero abajo, es mgL(1 — cos#). Para amplitud angular 6y y sin
rozamiento, la conservacion de energia da vy = 1/29L(1 — cos ) en el punto inferior. Para dngulos
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pequefios, 1 — cosfy ~ 03/2 y resulta vmayx =~ 0p/gL. Usaremos Ty como periodo aproximado; a
amplitudes mayores el periodo del péndulo depende de la amplitud.

PROBLEMA RESUELTO 13.12 -+ Un péndulo de pequena amplitud

Un péndulo de longitud 0,98 m oscila con amplitud 0,10 rad. Calcula periodo y frecuencia en la
aproximacién armonica, y compara la rapidez maxima aproximada con la obtenida mediante
energia exacta. Usa g = 9,8 m/s?.

Resolucion. La frecuencia angular aproximada es
V10rad/s. Asi, Ty = 27/+/10 ~ 1,987s y fo ~ 0,503 Hz.

La rapidez maxima aproximada es

Umax ~ 0,101/(9,8)(0,98) ~ 0,310 m/s.

El balance exacto da 1/2(9,8)(0,98)(1 — cos0,10) =~
0,3098 m/s. La proximidad concuerda con una ampli-
tud pequena. El periodo de este modelo depende de la
longitud y de la gravedad. El rozamiento y una distribu- 7}, representa la tensién del hilo. El

cién extensa de masa requieren incorporar sus efectos al ~ @ngulo estd ampliado para mostrar la
Tredelo geometria; el calculo usa 0,10 rad.
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PROBLEMA RESUELTO 13.13 - Estimar la gravedad con varios ciclos

Un péndulo de longitud L = 1,000 + 0,005 m tarda 40,2 + 0,2s en completar 20 ciclos de
pequena amplitud. Estima g y una cota lineal aproximada de su incertidumbre, tratando las

cotas dadas como limites instrumentales. Desprecia correcciones por amplitud y rozamiento.
Resolucion. El periodo estimado es T' = 40,2/20 = 2,01 s. Al despejar,

4L
— 7 ~ 9,772 m/s>.

g T2 <

Para variaciones pequenas, diferenciar da dg/g = dL/L —2dT/T. Una cota lineal conservadora
suma los médulos:

5
59 0005 0.2
g ~ 1,000 40,2

~ (0,01495.

Resulta 6g ~ 0,15 m/s? y podemos informar g ~ (9,77 + 0,15) m/s? bajo esas hipdtesis. Esta
estimacién expresa una cota instrumental aproximada. Cronometrar varios ciclos reduce la
incertidumbre relativa de una misma cota de tiempo total; las correcciones sistematicas requieren
un tratamiento propio.

T? (s?)

40401 |- == - m oo e

|
pendiente 472 /g,
|

1 > L
Tooo” L ()

La recta del modelo une el origen con el punto medido. Medir otras longitudes permitiria ajustar una recta y
contrastar la linealidad del modelo.
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PROBLEMA RESUELTO 13.14 -+ Cuantificar el error de una aproximacion

Compara el modulo de la fuerza tangencial exacta del péndulo con el de su aproximacién lineal
a 10° y a 30°. Mide el error relativo respecto de la fuerza exacta. jSon esos porcentajes errores
del periodo?

Resolucion. Para 0 < 6 < m, la fuerza exacta tiene médulo mgsin 8 y la aproximada, mg6f. Por

tanto
7 mgl —mgsing 0

Ep = = —
F mg sin 0 sin 6

Con 10° = 7/18rad resulta e ~ 0,00510, un 0,510 %. Con 30° = /6 rad resulta er ~ 0,0472,
un 4,72 %. La aproximacion sobreestima el médulo de restituciéon en ambos casos. Estos
porcentajes describen la fuerza instantanea a los angulos indicados. El error del periodo
depende de la evoluciéon durante un ciclo completo.

Angulo Radianes 6/sinf —1 Error de fuerza

10° m/18 0,00510 0,510 %
30° /6 0,0472 4,72%

La comparacién expresa el error relativo de la fuerza aproximada respecto de la exacta; el error del periodo
requiere estudiar el ciclo completo.

13.6 Amortiguamiento: una pérdida que puede calcularse

En regimenes de resistencia aproximadamente proporcional a la velocidad, modelamos la fuerza
como F, = —bv, con b > 0 en kg/s. La ecuacién pasa a ser

mi + bi + ka = 0. (13.8)

Multiplicarla por & muestra que dE/dt = —bi? < 0 para E = m?/2 + kx?/2. La disipacién tiene
tasa bi?: con b > 0 reduce la energia mecanica durante el movimiento, y para b = 0 esa energia
permanece constante. El sistema ampliado, incluido el entorno, conserva la energia total.

Definamos v = b/(2m) y wo = v/k/m. Al sustituir x = €"* se obtiene r? + 2yr + w2 = 0. Si v < wo,
las raices conducen a una solucién oscilatoria

z(t) = Ce " cos(wgt + @), wa = \Jwi — 2.

Puede verificarse derivando. Las curvas =Ce™"" son envolventes que acotan el desplazamiento. Los
extremos reales se obtienen con & = 0, incluyendo la derivada de la envolvente exponencial. Tras un
pseudoperiodo T = 27 /wy, posicién y velocidad quedan multiplicadas por e~774. La fase se repite
mientras disminuye la escala de posicién y velocidad.

Si v = wy, el amortiguamiento es critico y z = (Cy + Cat)e %, Si v > wp, hay dos raices reales
negativas y una combinacién de exponentes decrecientes. Estos dos regimenes carecen de oscilacion
sostenida alrededor del equilibrio. Las condiciones iniciales, junto con m, k y b, determinan el niimero
de cruces y la forma del retorno.
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PROBLEMA RESUELTO 13.15 -+ Envolvente y energia a igual fase

Un sistema tiene m = 1,0kg, ¥ = 25N/m y b = 2,0kg/s. Su movimiento es & =
0,040e~* cos(v/24t) en unidades SI. Calcula la frecuencia amortiguada, la envolvente a los
3,0s y la razon de energias entre dos instantes separados por Ty. ;Se solté inicialmente desde
el reposo?

Resolucion. Tenemos wy = 5rad/s, v = 157! y wyg = /24 ~ 4,899rad/s. La envolvente a 3s
vale 0,040e=3 ~ 0,00199 m. Ese valor acota |x|; para obtener el desplazamiento en ese instante
se incluye el factor coseno.

El pseudoperiodo es Ty = 27/ V24 ~ 1,283 s. A igual fase, tanto x como v adquieren el factor
e~Ta de modo que E(t + Ty)/E(t) = e 214 ~ 0,0769. Esta igualdad a fases repetidas es exacta
en el modelo. A tiempos arbitrarios, la energia contiene ademas factores periédicos procedentes

de la posicién y de la derivada completa de la envolvente. En particular, vg = —0,040 m/s; la
derivada de la envolvente aporta esa velocidad inicial incluso con fase cero del coseno.
x/C
1 \ ~
\\\\\\\ 7:|:67t

La curva queda entre dos envolventes exponenciales. Sus extremos satisfacen © = 0 al derivar el producto
completo de exponencial y coseno.
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PROBLEMA RESUELTO 13.16 + Tres regimenes con el mismo resorte

Con m = 1,0kg y k = 25 N/m, clasifica los movimientos libres para b = 2, 10 y 12kg/s. Obtén
las raices caracteristicas del caso sobreamortiguado.

Resolucién. El umbral critico es b, = 2v/mk = 10kg /s. Para b = 2 hay oscilaciones amortiguadas;
para b = 10 se alcanza el caso critico; para b = 12 el sistema es sobreamortiguado. En este

tltimo, v =65 y
re =—6++36—25=—6++11s '

Ambas raices son negativas. Cada término de C1e™+!+Che"! es una exponencial real decreciente;
las condiciones iniciales xg y v fijan su combinacién, que tiende a cero. El caso critico requiere
su propia forma con te~ " porque las dos raices coinciden.

b (kg/s) v (s7!) Régimen Forma temporal
2 1 Subamortiguado e~ cos(v/24t + ¢)
10 5 Critico (C1 + Cat)e=>"

12 6 Sobreamortiguado Che ™t 4 Coe™!

En los tres casos m = 1kg y kK = 25N/m. La primera fila omite un factor de amplitud constante; en la tltima,
re=-6+11s"".

13.7 Forzamiento y resonancia: qué respuesta se maximiza

Una fuerza externa periédica puede compensar la disipacién. Con F'(t) = Fy cos(2t), la ecuacién
es m& + bt + kx = Fpcos(§2t). Su solucién retine un transitorio libre y una respuesta forzada. Si
b > 0, el transitorio decae y queda una oscilacion estacionaria a la frecuencia impuesta €2, que puede
diferir de wy y de wy.

Para hallar esa respuesta proponemos x = a cos 2t + c¢sin 2t. Al sustituir e igualar por separado
los coeficientes de coseno y seno, con D = k —m§?2, resulta Da+ bQc = Fy y De—bQa = 0. Resolver
esas dos ecuaciones da a = FyD/(D? + b2Q2) y ¢ = FobQ)/(D? + b*Q?). Por tanto,

Fo

x = A(Q) cos(Qt — 9), AQ) = V(T E A (13.9)

con § = atan2(bQ, k — mQ?) para Fy > 0, b > 0y Q > 0. El desfase indica cuanto se retrasa el
desplazamiento respecto de la fuerza. Cuando Q = wy, el desplazamiento se retrasa m/2 y la velocidad
queda en fase con la fuerza.

La resonancia describe un aumento de respuesta en cierta banda de frecuencias. Para precisar
doénde estd su méximo hay que indicar qué se mide. El méximo de amplitud de desplazamiento ocurre

en Q, = \/wd — 272 si v < wp/ V2. Para v > wo/v/2, la amplitud decrece desde su valor estatico
Fy/k al aumentar la frecuencia. En el régimen subamortiguado, la frecuencia libre es wy = /w3 — 72;
el maximo de desplazamiento responde a la expresion anterior.

La potencia media recibida en el estado estacionario se obtiene multiplicando fuerza y velocidad y
promediando un ciclo. Como (sin?) = 1/2 y los productos seno—coseno promedian cero, resulta

7= %WA(Q)?
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Es igual a la potencia media disipada por la fuerza resistiva. En este modelo su méaximo ocurre en
Q) = wp, aunque el maximo de desplazamiento esté en otra frecuencia. Cuando b = 0, la respuesta
exactamente resonante crece con el tiempo. Ese caso requiere una solucién temporal propia, pues la
expresion estacionaria resulta singular en la resonancia ideal.

PROBLEMA RESUELTO 13.17 - Responder a una fuerza de frecuencia cono-
cida

Un oscilador tiene m = 1,0kg, k¥ = 25N/m, b = 2,0kg/s y recibe una fuerza de amplitud
Fy = 0,40N. Calcula la amplitud y el desfase estacionarios para = 3,0 y 5,0rad/s.
Resolucion. Para Q =3, k —mQ? = 16 N/m y b2 = 6 N/m. Por ello,

A(3) = _ O 0,0234 m 9(3) = arctan(6/16) ~ 0,359 rad

162 Jr 62 - b ) - ) *

Para Q = 5 = wy, el término k — mN? se anula: A(5) = 0,40/(2 x 5) = 0,0400m y 6 = 7/2. La
oscilacién estacionaria tiene la frecuencia de la fuerza en cada ensayo. Para reconstruir el inicio
del movimiento se anade el transitorio compatible con las condiciones iniciales.

F/Fy x/A

Para Q = wo = 5rad/s, el méximo del desplazamiento llega un cuarto de ciclo después que el mdximo de fuerza.
La velocidad estd en fase con la fuerza.
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PROBLEMA RESUELTO 13.18 -+ Maximos de desplazamiento y potencia

Para el sistema anterior, encuentra la frecuencia que maximiza el desplazamiento y comparala
con la que maximiza la potencia media. Calcula ambos valores maximos.

Resolucién. Maximizar A equivale a minimizar D(2) = (25—02)2 +402. Al escribir u = Q% > 0,
D = (25 — u)? + 4u tiene derivada 2u — 46 y minimo en u = 23. Asf,

4
Q, = V23 ~ 4,796 rad /s, Amsx = 0,49

~ (0,0408 m.
V96

La potencia media es P = Q2A4? con estos valores de b. Su maximo ocurre en 2 = wy = 5rad/s
y vale Ppsx = F2/(2b) = 0,0400 W. A esa frecuencia la fuerza y la velocidad estdn en fase: la
transferencia media de energia es maxima. El pequenio desplazamiento entre los dos maximos
explica por qué una observacién de «resonancia» debe indicar qué magnitud se midié y cudnto
amortiguamiento habfia.

A (cm)

pico de desplazamiento

> (2 (rad/s
= > 0 (rad/y)

Curva estacionaria calculada con m =1, k = 25, b =2y Fy = 0,40 en SI. El maximo de desplazamiento queda
algo antes de 5rad/s, donde es méxima la potencia.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa unidades SI, g = 9,8m/s? y resortes de masa despreciable dentro de su intervalo lineal. Los
movimientos son unidimensionales; se desprecian pérdidas salvo en los ejercicios que introducen
amortiguamiento. En los péndulos se supone masa puntual, hilo ideal y suspension fija. Distingue
siempre coordenada desde la longitud natural y desplazamiento desde el equilibrio.

EJERCICIO 13.1 - Reconstruir una ley de fuerza

Una fuerza externa de 2,4 N sostiene un resorte estirado 1,2 cm. Calcula k y la fuerza del resorte
para una compresion de 2,0 cm, tomando positivo el estiramiento.

EJERCICIO 13.2 - Un equilibrio desplazado

Una masa de 0,30 kg cuelga de un resorte de 60 N/m. Halla la elongacion estatica. Si la masa
se duplica y el resorte sigue siendo lineal, ;qué cambia en ¢, y en k?



Oscilaciones y movimiento armoénico

EJERCICIO 13.3 - Dos resortes en paralelo

Dos resortes de 100 y 150 N/m se deforman ambos 0,020 m en un montaje paralelo. Calcula la
fuerza de cada uno y la fuerza total necesaria para sostener el montaje.

EJERCICIO 13.4 - Dos resortes en serie

Los resortes del ejercicio anterior se unen en serie y soportan una fuerza de 3,0 N. Calcula sus
elongaciones, la elongacién total y la constante equivalente.

EJERCICIO 13.5 - Comprobar la ecuacién diferencial

Para x(t) = 0,080 cos(10t) en unidades SI, deriva v y a y comprueba la relacién arménica. Si
m = 0,20 kg, determina k.

EJERCICIO 13.6 - De periodo a rigidez

Una masa de 0,40 kg oscila con periodo 0,80s. Calcula frecuencia, frecuencia angular y constante
elastica en el modelo de resorte ideal.

EJERCICIO 13.7 - Elegir un cuadrante

Un MAS de wp = 10rad/s comienza con zp = —0,030m y vg = +0,400m/s. Escribe z(t) como
suma de coseno y seno y determina amplitud y una fase en la forma A cos(10t + ¢).

EJERCICIO 13.8 - Primer cruce y distancia recorrida

Un cuerpo parte del extremo positivo de un MAS con wy = 4,0rad/s y A = 0,060 m. ;Cudndo
cruza por primera vez el equilibrio? ; Qué distancia recorre en un periodo completo?

EJERCICIO 13.9 - Rapidez y aceleraciéon en media amplitud

Expresa la rapidez y el médulo de la aceleracién cuando |z| = A/2 como fracciones de sus
respectivos maximos. jBasta conocer z = A/2 para elegir el signo de v?

EJERCICIO 13.10 - Cambiar tres parametros

Un segundo oscilador tiene masa nueve veces mayor, constante elastica cuatro veces mayor y
amplitud dos veces mayor. Halla las razones de periodos, energias y rapideces méximas respecto
del primero.



Oscilaciones y movimiento armoénico

EJERCICIO 13.11 - Un balance de energia

Con k£ =80N/m, m = 0,20kg y A = 0,10 m, calcula la energia total, la rapidez méxima y la
rapidez en x = 0,060 m.

EJERCICIO 13.12 - Cuatro estados con igual reparto

En un MAS de amplitud 0,060 m, jen qué posiciones son iguales las energias cinética y potencial?
;, Cuantos estados de posicién y velocidad cumplen esa condicién en un ciclo no trivial?

EJERCICIO 13.13 - Inferir la amplitud sin observar un extremo

En un MAS de wy = 10rad/s se mide z = 0,030 m y v = —0,400 m/s. Calcula la amplitud y la
rapidez maxima.

EJERCICIO 13.14 - Caida sobre un equilibrio elastico

Una masa de 0,10 kg se libera desde el reposo con un resorte vertical sin deformar, de 50 N/m y
unido al cuerpo. Calcula la elongacién de equilibrio, la méaxima elongacion y la rapidez maxima.

EJERCICIO 13.15 -+ Periodo de un péndulo

Calcula el periodo aproximado de un péndulo simple de longitud 0,40 m y pequena amplitud.
,Cambiaria al duplicar la masa puntual?

EJERCICIO 13.16 - Cambiar el campo gravitatorio

Un péndulo de longitud fija se traslada a un lugar donde g es la cuarta parte del original.
Compara los periodos de pequena amplitud. ; Qué longitud nueva conservaria el periodo original
en ese lugar?

EJERCICIO 13.17 -+ Una medicién de gravedad

Un péndulo simple de longitud 0,90 m tiene periodo medido 1,90 s a pequenia amplitud. Estima
g mediante el modelo armonico. Indica dos posibles fuentes de error sistemético.

EJERCICIO 13.18 - Control local de la aproximacion

A 6 = 0,20rad, calcula el error relativo de reemplazar sinf por 6, respecto del valor exacto.
Explica por qué ese porcentaje no es automaticamente el error del periodo.
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EJERCICIO 13.19 - Frecuencia libre amortiguada

Un sistema tiene m = 2,0kg, k = 50N/m y b = 4,0kg/s. Halla v, wp, wy y el pseudoperiodo.
Clasifica el régimen.

EJERCICIO 13.20 - El umbral critico

Para m = 0,50kg y k = 32N/m, calcula el valor critico de b. Explica qué forma de solucién
reemplaza a seno y coseno amortiguados en ese umbral.

EJERCICIO 13.21 -+ Medir el amortiguamiento con extremos

En un oscilador subamortiguado, dos méximos positivos sucesivos estan separados 0,50s y
sus desplazamientos guardan razéon 0,80. Estima v y b si m = 1,0kg. ; Qué razén guardan las
energias mecanicas en esos dos maximos?

EJERCICIO 13.22 - Potencia en la frecuencia natural

Un oscilador con m = 1,0kg, k = 16 N/m y b = 2,0kg/s recibe F' = 0,60 cos(4t) N. Tras el
transitorio, calcula amplitud, desfase y potencia media recibida.

EJERCICIO 13.23 - Tres frecuencias distintas

Para el sistema del ejercicio anterior, calcula wqg, wy y la frecuencia €2, del maximo de desplaza-
miento. Ordénalas y di cudl maximiza la potencia media.

EJERCICIO 13.24 -+ Periédico y arménico

Sea x(t) = Acos?(wt), con A,w > 0. ;Satisface # = —w?x? Usa una identidad trigonométrica
para encontrar su posicién media, su periodo y una ecuacién armoénica para el desplazamiento
desde esa media.

Soluciones razonadas

SOLUCION 13.1.
La elongacién es 0,012m, de modo que k = 2,4/0,012 = 200 N/m. Para ¢ = —0,020 m, la fuerza del

resorte es —kq = +4,0 N. La fuerza externa para mantenerlo comprimido tendria el signo contrario.
SOLUCION 13.2.

La elongacién estatica es g = mg/k = 0,049 m. Al duplicar la masa se duplica a 0,098 m; k& permanece

en 60 N/m bajo la hip6tesis de linealidad. La relacién fuerza—deformacion determina la rigidez.
SOLUCION 13.3.

Las fuerzas elasticas tienen médulos 100(0,020) = 2,0N y 150(0,020) = 3,0N. La fuerza externa
total necesaria vale 5,0 N. La constante equivalente es 250 N/m porque ambos resortes tienen igual
deformacion.
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SOLUCION 13.4.
La tensién comun es 3N. Resultan ¢; = 3/100 = 0,030m y g2 = 3/150 = 0,020m. La suma es
0,050m y ks = 3/0,050 = 60 N/m. El montaje es mas flexible que cualquiera de los dos resortes por

separado.
SOLUCION 13.5.

Derivar da v = —0,800sin(10t) m/s y a = —8,00 cos(10t) m/s2. Asi, a = —100z. La frecuencia angular
es 10rad/s y k = mw? = 20N/m. La comprobacién vale para todo t.
SOLUCION 13.6.

La frecuencia es 1/0,80 = 1,25 Hz y wy = 27/0,80 = 2,5wrad/s. La constante resulta k = mwi =

2,572 N/m ~ 24,7 N/m. Omitir el factor 27 confundiria frecuencia y frecuencia angular.
SOLUCION 13.7.

La solucién es x = —0,030 cos(10¢) + 0,040sin(10¢). La amplitud vale 0,050 m. Deben cumplirse
cos ¢ = —0,6 y sin ¢ = —0,8: una fase es ¢ ~ 4,069 rad, equivalente a —2,214rad. El tercer cuadrante

asegura velocidad inicial positiva en la convencién vg = —Awg sin ¢.
SOLUCION 13.8.

Con x = Acos(4t), el primer cero ocurre cuando 4t = 7/2: t = 7/8s ~ 0,393 s. En un periodo el

cuerpo recorre de +A4 a —A y regresa; la distancia es 44 = 0,240 m y el desplazamiento neto es cero.
SOLUCION 13.9.

De |[v] = woVAZ — 22 resulta |v|/vmsx = V3/2. Como |a| = wi|z|, |a|/amsx = 1/2. La posicién
positiva determina aceleracion negativa, pero admite ambos signos de velocidad segtn la fase.
SOLUCION 13.10.

El perfodo cambia por 1/9/4 = 3/2. La energfa kA?/2 cambia por 4 x 22 = 16. La frecuencia angular
cambia por \/4/9 = 2/3 y la rapidez méxima por (2/3)2 = 4/3. Las tres comparaciones miden
propiedades distintas del movimiento.

SOLUCION 13.11.

La energfa es E = 80(0,10)2/2 = 0,400J. Como wg = /80/0,20 = 20rad/s, vmsx = 2,0m/s. En
x = 0,060m, |v| = 204,/0,102 — 0,0602 = 1,60 m/s. El signo requiere conocer el sentido de paso.
SOLUCION 13.12.

Igualar U con E/2 da x = £A/+/2 ~ 40,0424 m. Cada posicién tiene dos signos de velocidad de
igual modulo, de modo que aparecen cuatro estados por ciclo. Contar los estados exige distinguir

también los dos sentidos de paso por cada posicion.
SOLUCION 13.13.

La ecuacién de energfa equivale a A% = 22+ (v/wp)?. Con los datos, A = 1/0,0302 + 0,0402 = 0,050 m.
La rapidez méxima es wgpA = 0,500 m/s. La velocidad negativa fija la rama actual; la amplitud se

obtiene del balance energético.
SOLUCION 13.14.

El equilibrio estéd en ¢. = 0,10(9,8)/50 = 0,0196 m. La liberaci6én desde la longitud natural y en reposo
implica A = g, de modo que ¢msx = 2¢e = 0,0392m. La rapidez maxima es 1/50/0,10(0,0196) ~
0,438 m /s al cruzar el equilibrio.

SOLUCION 13.15.

El periodo aproximado es Ty = 274/0,40/9,8 ~ 1,27s. La masa se cancela al escribir la ecuacién
tangencial y el periodo queda determinado por la longitud y el campo gravitatorio. La férmula

presupone amplitud angular pequena.
SOLUCION 13.16.

Para longitud fija, 7" oc 1/,/g; al pasar a g/4, el periodo se duplica. Para conservar el periodo original

se necesita mantener L/g: la longitud nueva debe ser L/4.
SOLUCION 13.17.

Despejar da g = 472(0,90)/(1,90)2 ~ 9,84m/s%. Una longitud medida hasta un punto distinto del
centro de la masa y una amplitud demasiado grande producen errores sisteméaticos. También pueden
intervenir movimiento del soporte o una masa que no sea aproximadamente puntual.
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SOLUCION 13.18.
La comparacién correcta usa radianes: e = 0,20/ sin(0,20) — 1 ~ 0,00670, aproximadamente 0,670 %.
Se compara una fuerza en una posicién concreta; el periodo requiere seguir toda la evolucién, incluida

la rapidez variable.
SOLUCION 13.19.

Se obtiene v = b/(2m) = 157! y wg = \/k/m = 5rad/s. Como 1 < 5, el régimen es subamortiguado,
con wg = V24rad/s ~ 4,899rad/s y Ty ~ 1,283s. La fase se repite, pero posicién y velocidad

disminuyen de escala.
SOLUCION 13.20.

El valor critico es b, = 2vVmk = 2,/(0,50)(32) = 8,0kg/s. En él, v = 8s~! y la solucién es
x = (C1 + Cat)e 8. Las constantes se fijan con la posicién y la velocidad iniciales, y la solucién

describe un retorno al equilibrio sin ciclos de oscilacién libre.
SOLUCION 13.21.

Los extremos equivalentes se separan por Tj. Su razén es e~ 774 = 0,80, asi que v = — In(0,80)/0,50 ~
0,446s~ 1 y b = 2m~y ~ 0,893 kg/s. En ambos extremos v = 0; la razén de energias es el cuadrado de
la razén de posiciones, 0,802 = 0,64.

SOLUCION 13.22.

La frecuencia de la fuerza coincide con wg = V16 = 4rad/s. La amplitud estacionaria es A =
Fo/(b2) = 0,60/8 = 0,0750m y el desfase es 7/2. La potencia media es bQ?A?/2 = 0,0900 W. Es

igual a la disipacién media por la fuerza resistiva.
SOLUCION 13.23.

Cony=1s"1 wy=+16 —1=+15rad/s ~ 3,873rad/s y Q, = /16 — 2 = \/14rad/s ~ 3,742rad/s.
El orden es €, < wg < wp = 4rad/s. El méximo de potencia esta en wp; el de desplazamiento, en €Q,.
SOLUCION 13.24.

La identidad cos?u = (1 + cos2u)/2 da z = A/2 + (A/2) cos(2wt). La media es A/2 y el periodo,
m/w. Con y =z — A/2 se cumple § = —(2w)?y. En cambio, # = —4w?(x — A/2), que no equivale a
—w?z. La funcién si representa un MAS alrededor de otro equilibrio y con otra frecuencia angular.

Una experiencia: medir el periodo sin confundirlo con la amplitud

Qué permanece y qué cambia

Con un péndulo de masa pequefia y soporte firme, mide la longitud desde el punto de suspension
hasta el centro de la masa. Separa un dngulo pequefio y suelta sin empujar. Cronometra diez
o veinte ciclos, repite y registra la dispersién. Comienza y termina en la misma posicion y
sentido de paso; un ciclo completo exige regresar a la misma posicién con el mismo sentido de
movimiento.

Repite con varias longitudes y conserva una amplitud angular pequena semejante. La prediccion
T2 = (47%/g)L sugiere representar T2 frente a L. La pendiente permitirfa estimar g. Registra
las incertidumbres y examina si la recta pasa cerca del origen: un desfase en la longitud efectiva
puede aparecer como intercepto.

Con la misma longitud, compara amplitudes pequenas diferentes. La aproximacién arménica
predice periodos casi iguales; la comparacion experimental permite estudiar la precision de esa
prediccion. Observa ademéas cémo decae la amplitud. Si quieres ensayar un modelo exponencial,
mide extremos del mismo lado y grafica su logaritmo frente al tiempo. Una recta aproximada
apoyaria una tasa de decaimiento constante en ese intervalo; desviaciones pueden senalar otro
mecanismo de rozamiento o limitaciones de la medicion.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Justifica sin sustituir nimeros: (a) En el equilibrio de un MAS no trivial, ;se anulan velocidad y
aceleracion? (b) ;jPor qué una masa vertical puede tener fuerza neta cero mientras el resorte ejerce
fuerza? (c) ;Todo movimiento periédico cumple la ecuacion del MAS respecto del origen elegido? (d)
En un oscilador amortiguado y forzado, jcoinciden necesariamente el maximo de desplazamiento y
el méximo de potencia?

Contraste. (a) La aceleracion se anula y la rapidez es maxima; para A > 0 la velocidad no es cero.
(b) La fuerza eldstica equilibra el peso: el origen de oscilacién esta desplazado respecto de la longitud
natural. (c¢) Para identificar un MAS debe comprobarse a = —w3x respecto del equilibrio durante

todo el movimiento. (d) En el modelo lineal con rozamiento viscoso, el maximo de potencia esta en
wp; el de desplazamiento, cuando existe a frecuencia positiva, esta en 1/w§ — 272

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, 12.% edicién,
capitulo 13, secciones 13.1-13.3 y 13.5-13.8; R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica,
volumen 1, 9.? edicién, capitulo 13, secciones 13.1-13.6. Los problemas, datos y ayudas visuales de
este capitulo son originales.
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Cuando pulsamos una cuerda, una perturbacién
recorre su longitud mientras cada pequefio tramo
se mueve alrededor de su posicién de equilibrio. El
instrumento responde como un sistema extendido:
la tension comunica el movimiento entre regiones
vecinas y las fronteras devuelven parte de lo que
llega hasta ellas. La repeticion de esas idas y vueltas
selecciona las oscilaciones que pueden mantenerse.
La misma idea permitird estudiar una columna de
aire. Seguiremos primero una onda viajera, com-
binaremos después varias ondas y buscaremos los
movimientos compatibles con una cuerda o un tubo.
A partir de alli podremos relacionar frecuencia y
timbre, calcular intensidades y comprender cémo
cambia la frecuencia observada cuando se mueven
la fuente, el observador o el medio.
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14.1 Una oscilacion que se propaga

Una onda mecénica es una perturbacién que se propaga mediante las interacciones de un medio
material. En una cuerda, el desplazamiento transversal de un punto puede representarse como y(x, t):
necesitamos su posicién de equilibrio x y el instante ¢ para conocer cuidnto se ha apartado de ella.
Una fotografia fija ¢ y muestra el perfil espacial; un registro de un punto fijo sigue su movimiento
temporal.

Una onda es transversal cuando el desplazamiento local es perpendicular a la propagaciéon. En una
onda longitudinal, ambos tienen la misma direccion: asi se producen las compresiones y rarefacciones
del sonido en el aire. En los modelos lineales que usaremos, las particulas oscilan alrededor de sus
posiciones de equilibrio mientras se propagan la perturbacién y la energia. La curva de una onda
sonora puede representar presion o desplazamiento longitudinal; el eje vertical de esa grafica expresa
una magnitud, aunque las particulas se muevan horizontalmente.

Una forma que viaja hacia +z con rapidez constante ¢ puede escribirse y = f(x — ct): mantener
fijo x — ct exige aumentar = a razén c. Para una onda sinusoidal,

y(z,t) = Acos(kx — wt + @), k:2—7T w=2rf, c=\=

N (14.1)

= €

A es la amplitud, A la distancia entre puntos consecutivos en la misma fase y 7= 1/f el periodo de
oscilacién de un punto fijo. Aqui k designa el nidmero de onda, medido en rad/m. En el capitulo
anterior esa letra se empleaba para la rigidez de un resorte; el contexto y las unidades distinguen las
dos magnitudes. Con k,w > 0, la combinacion kz + wt representa propagacion hacia —z.

Al derivar y respecto del tiempo con z fijo obtenemos la velocidad transversal de un elemento,
vy = 0y/0t = Awsin(kx — wt + ¢). El simbolo 0 indica que la otra variable se mantiene fija. La
rapidez de propagacion ¢ y la rapidez local |vy| describen procesos diferentes. La primera depende
del medio; el méximo de la segunda es Aw para esta onda.

PROBLEMA RESUELTO 14.1 - Leer espacio y tiempo por separado

Una fotografia de una onda muestra crestas consecutivas separadas 0,80 m y desplazamiento
maximo 0,020 m. Un punto de la cuerda completa un ciclo cada 0,0040s. Determina amplitud,
longitud de onda, frecuencia y rapidez de propagacion.

Resolucion. El perfil da A = 0,020m y A = 0,80 m. El
registro temporal da T = 0,0040s y f = 250 Hz. Por

N
e ¢ = Af = (0,80)(250) = 200m/s. \WA /IAx

Durante un periodo el perfil avanza una longitud de onda, \/ \/
mientras el punto observado completa su oscilacién. La  Una fotografia fija el tiempo. Las crestas

fotografia aporta una distancia y el registro aporta un  vecinas separadas por A pertenecen al
tiempo. perfil espacial.
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PROBLEMA RESUELTO 14.2 - Dos velocidades en una misma ecuacion

Una cuerda tiene y = 0,0030 cos(4mrz — 807t + 7/6) en unidades SI. Halla el sentido de
propagacion, A, f, ¢y la velocidad transversal en x = 1/12m, ¢t = 0.

Resolucion. El signo de —wt identifica avance hacia +x. Se obtiene A = 27/(47w) = 0,50 m,
f=80r/(2r) =40Hz y ¢ = 20m/s. Para el movimiento local,

vy = 0,2407 sin(4mwx — 807t + 7/6).

En el punto y momento pedidos la fase es m/2: el elemento pasa por y = 0 con v, =
+0,240mm/s ~ +0,754m/s. El perfil se traslada horizontalmente a 20m/s y el elemento
cruza verticalmente su equilibrio con esa velocidad transversal.

c=20m/s
—_—

?/'y > 0 /—\
\T N

Perfil a ¢ = 0 con el eje horizontal reescalado. En el punto marcado la cuerda cruza hacia arriba; el perfil
completo avanza a la derecha.

14.2 La rapidez se obtiene del medio

En una cuerda uniforme, la densidad lineal es = M/L, en kg/m. Denotaremos su tensién por
T para distinguirla del periodo. Para pendientes pequenas, la componente vertical de la tensién es
aproximadamente 7 dy/dz. Un tramo de longitud dz recibe la diferencia de esas componentes en
sus extremos. Su masa es pdz, y Newton da

0%y

0%y
udﬂ:w = ’T@ dx.

Asi obtenemos la ecuacién de onda lineal y su rapidez:

0%y

0%y T
ot 27

= C2
El modelo supone tension aproximadamente constante, cuerda flexible y uniforme, pendiente pequena
y pérdidas despreciables. Al sustituir la onda sinusoidal en la ecuacién aparece w? = c?k?, consistente
con ¢ = w/k. La relacién entre inercia y restituciéon vuelve a fijar el movimiento; ahora intervienen
regiones vecinas del medio.

En el sonido longitudinal, la rapidez depende de la respuesta elastica del material y de su densidad.
Para un fluido homogéneo, el modelo da ¢ = \/B/p, donde B es su médulo volumétrico en las
condiciones del proceso. Usaremos ¢ = 340 m/s cuando se indique aire, como valor adoptado para
los ejercicios. La temperatura y la composicién pueden cambiarlo.

Cuando una fuente periédica y una frontera permanecen estacionarias, la oscilacién transmitida
conserva la frecuencia impuesta por la fuente. Si cambia la rapidez en el segundo medio, cambia



Ondas, sonido, superposicién y resonancia 302

la longitud de onda segiin A = ¢/f. Las amplitudes reflejada y transmitida dependen ademés del
acoplamiento entre los medios.

PROBLEMA RESUELTO 14.3 + Tension y masa por unidad de longitud

Una cuerda uniforme de 1,20 m tiene masa 6,0 g y tensiéon 80 N. Calcula la rapidez de una onda
transversal. ;Como cambia si se cuadruplica la tensién manteniendo 7

Resolucion. La densidad lineal es p = 0,0060/1,20 = 0,0050 kg /m. Asi,

80
c= ,/0’0050 ~ 126,5m/s.

Con tensién 47, la rapidez se multiplica por v/4 = 2, alcanzando unos 253 m/s. La comparacién
presupone que el cambio de tensién mantiene aproximadamente la densidad lineal y la validez
del modelo. Las dimensiones también concuerdan: (N)/(kg/m) = m?/s%.

Magnitud Valor Funcioén en el modelo
w=M/L 0,0050kg/m Inercia por unidad de longitud
T 80N Restitucién entre tramos

c=+/T/n 126,5m/s Rapidez de propagaciéon

Cuadruplicar la tensiéon con la misma densidad lineal duplica la rapidez.

PROBLEMA RESUELTO 14.4 - La frecuencia atraviesa una frontera fija

Una fuente de 60 Hz envia ondas desde un medio de rapidez 120m/s hacia otro de 80 m/s.
Ambos medios y la interfaz estan en reposo. Determina las longitudes de onda incidente y
transmitida.

Resolucion. La frontera responde con la periodicidad de la excitacion, por lo que fo = f; = 60 Hz.
Se obtiene A\; = 120/60 = 2,0m y Ay = 80/60 ~ 1,33 m. La razén A\2/A\; = 2/3 coincide con
ca/c1. Este cdlculo determina la separacion espacial de fases en cada medio; para conocer
amplitudes harfan falta propiedades adicionales de la interfaz.

1 =120m/s ¢y =80m/s

>\1:2m )\2:4/31’11
— >
f=60Hz

Perfiles esquematicos con la misma frecuencia y diferentes longitudes de onda. Las amplitudes dibujadas solo
permiten comparar los espaciamientos; su transmision requeriria otro calculo.
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14.3 Superposicion e interferencia

La ecuacién de onda anterior es lineal: si y; y y2 son soluciones, también lo es y = y1 + y2. En un
mismo punto y un mismo instante, los desplazamientos se suman con signo. Para perturbaciones
pequenas, este principio permite seguir cada onda durante el encuentro y reconstruir la perturbacién
resultante.

Las fuerzas y desplazamientos se combinan linealmente; la energia contiene cuadrados. En una
cuerda ideal, las energfas cinética y eldstica por unidad de longitud son ux = u(dy/0t)?/2 y
uy = T (0y/0x)%/2. Ambas dependen del estado completo, incluidas velocidades y pendientes. Un
desplazamiento instantaneo nulo puede coexistir con movimiento local y energia cinética.

Para dos oscilaciones de igual frecuencia que llegan a un punto, y; = Aj cos6y yo = Ay cos(0+A¢),
desarrollar el segundo coseno y sumar coeficientes da

A% = Af + A3 + 241 A5 cos Ag. (14.3)

Con amplitudes iguales, Ap = 2A|cos(A¢/2)|. Las fases iguales producen el maximo 2A4; una
diferencia impar de 7 produce cancelacién de desplazamiento en ese punto. Para dos fuentes en fase
y trayectos comparables en un medio homogéneo, la diferencia de caminos Ar aporta A¢ = 2wAr/A,
salvo un signo que aqui deja igual el coseno. Las fases iniciales y los posibles cambios al reflejarse
también contribuyen.

Una interferencia estable requiere fuentes coherentes: su diferencia de fase debe mantenerse durante
la observacién. La energia se redistribuye entre regiones; el balance global incluye las fuentes, las
ondas y sus fronteras. En acustica conviene precisar asimismo qué campo se representa: presion,
desplazamiento o velocidad del medio.
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PROBLEMA RESUELTO 14.5 - Dos pulsos se encuentran

Dos pulsos transversales viajan en sentidos opuestos por una cuerda ideal. En cierto instante, sus
centros coinciden: uno desplazaria ese punto +3,0 cm y el otro, —2,0 cm. Halla el desplazamiento
resultante y explica cémo continda cada pulso.

Resolucion. La suma con signo da y = 3,0 —2,0 = 41,0 cm. En el modelo lineal cada pulso sigue
propagandose y recupera su perfil separado después del encuentro. La superposicién describe el
desplazamiento combinado durante el cruce.

Si dos pulsos iguales y opuestos llegaran a anular todo el perfil en un instante, las velocidades
locales podrian seguir siendo distintas de cero: la cuerda atravesaria momentdneamente su
configuracion recta. Para evaluar la energia habria que incluir esas velocidades. El estado de la
cuerda requiere posicién y velocidad de cada elemento, como ocurria con un oscilador.

Dos pulsos triangulares de la misma anchura se superponen. Sus desplazamientos centrales se suman con signo.

PROBLEMA RESUELTO 14.6 :+ Una suma que depende de la fase

Dos ondas coherentes de igual frecuencia producen en un punto oscilaciones de amplitud 4,0 mm
cada una, con diferencia de fase 27/3. Calcula la amplitud resultante.

Resolucion. La ecuacion 14.3 da

Agr = 2(4,0)| cos(m/3)| = 4,0 mm.

La resultante tiene la misma amplitud que una contri-
bucién aislada. La suma debe incorporar las fases de  La suma de dos vectores de fase de
ambas oscilaciones. Con las mismas amplitudes, cambiar ~ médulo Ay dngulo 27/3 tiene también
la diferencia de fase a cero producirfa 8,0 mm; cambiarla ~ ™édulo A.

a m darfa amplitud nula.
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PROBLEMA RESUELTO 14.7 - Del camino a la fase

Dos fuentes sonoras coherentes y en fase emiten a 680 Hz en aire de rapidez 340 m/s. Un punto
recibe ondas de igual amplitud con diferencia de caminos 0,75 m. ;Qué interferencia produce
esa diferencia, despreciando reflexiones?

Resolucion. La longitud de onda es A = 340/680 = 0,50 m. La diferencia representa 1,5\, por
lo que A¢ = 37, equivalente a 7 al restar un ciclo completo. La suma ideal en ese punto es
destructiva y la amplitud de presiéon resultante se anula. El resultado depende de la igualdad
de amplitudes y de la coherencia supuestas. Al cambiar de posicién cambian los trayectos y
puede aparecer refuerzo.

|7’2—7’1| = 1,5)\

1

T2

Sa

Trayectos esquemadticos: sus longitudes se fijan por el dato del enunciado. Una diferencia de 1,5\ hace llegar
cresta y valle de presién al punto ideal de cancelacion.

14.4 Reflexion, ondas estacionarias y modos normales

En un extremo fijo de una cuerda, el desplazamiento debe ser cero durante todo el tiempo. La
onda reflejada se combina con la incidente para cumplir esa condicion. Para amplitudes iguales, una
pareja adecuada puede escribirse y; = Asin(kx — wt) y yo = Asin(kz + wt), cuya suma es

y(z,t) = 2Asin(kx) cos(wt).

El factor espacial fija la amplitud de cada punto y el temporal describe su oscilacién. Los nodos
permanecen en reposo; los vientres o antinodos tienen amplitud maxima. Se trata de una onda
estacionaria. Entre nodos consecutivos hay A/2; entre un nodo y el vientre vecino, A\/4.

En una cuerda de longitud L fija en ambos extremos, sin(kL) = 0 exige k, = nw/L, con
n=1,2,3,.... Por ello,
2L ne

Cada patréon es un modo normal. La excitacién puede producir combinaciones de modos. En una
onda estacionaria ideal formada por dos ondas iguales opuestas, el transporte neto medio de energia
a lo largo de la cuerda es cero; hay energia almacenada y transferencias locales durante el ciclo.

En un tubo sonoro ideal, una abertura funciona aproximadamente como nodo de presion y vientre
de desplazamiento del aire. Un extremo cerrado rigido funciona como vientre de presién y nodo de
desplazamiento. Estas condiciones son complementarias porque la presién depende de la compresion
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del aire. Para un tubo abierto en ambos extremos, f, = nc/(2L). Para uno cerrado en un extremo y

abierto en el otro,

(25 — e .
= =1,2,3,.... 14.5
f] 4L ) .7 tEb R ( )

La segunda familia contiene los armoénicos impares de su fundamental. La longitud efectiva de un
tubo real incluye correcciones en las aberturas; su geometria, sus pérdidas y sus acoplamientos
modifican la respuesta. Una excitacién periédica proxima a un modo puede producir resonancia, con
amplitud limitada por las pérdidas y por la manera de excitar el sistema.

PROBLEMA RESUELTO 14.8 - Contar nodos incluidos los extremos

Una cuerda de 0,90 m, fija en ambos extremos, tiene rapidez ondulatoria 120 m/s. Calcula su
fundamental y describe el tercer modo: frecuencia, longitud de onda, nodos y vientres.
Resolucion. La fundamental es f; = 120/(2 x 0,90) ~ 66,7 Hz. El tercer modo tiene f3 = 200 Hz
y A3 = 2(0,90)/3 = 0,60m. Sus nodos estan en x = 0, 0,30, 0,60 y 0,90 m: cuatro en total,
dos interiores. Los vientres quedan en 0,15, 0,45 y 0,75 m. El nimero de modo cuenta los tres
segmentos de media longitud de onda que caben entre los soportes.

As/2

0 0,30 0,60 0,90

Dos fases opuestas del tercer modo. Los cuatro nodos incluyen los extremos; hay tres vientres.
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PROBLEMA RESUELTO 14.9 - Un tubo abierto en ambos extremos

Un tubo ideal de longitud 0,85 m esté abierto en ambos extremos y contiene aire con ¢ = 340 m/s.
Halla sus tres frecuencias modales mas bajas y ubica los nodos de presién de la fundamental.
Resolucion. La fundamental vale f; = 340/(2 x 0,85) = 200 Hz y las siguientes son 400 y 600 Hz.
En la fundamental, la presion tiene nodos en las dos aberturas y un vientre en el centro. El
desplazamiento del aire tiene vientres en las aberturas y un nodo central. Cada afirmacién
debe nombrar la magnitud representada para que la palabra nodo identifique una condicion
fisica precisa.

presion desplazamiento

abierto abierto

Factores espaciales de la fundamental, normalizados por separado. Las amplitudes de presién y desplazamiento
tienen distintas unidades; sus nodos y vientres se intercalan.

PROBLEMA RESUELTO 14.10 -+ Cerrar un extremo cambia la familia

Se cierra rigidamente un extremo del tubo anterior. Conservando L = 0,85m y ¢ = 340m/s,
determina las tres frecuencias méas bajas y distingue modo, arménico y sobretono.

Resolucion. Ahora f1 = ¢/(4L) = 100 Hz y las frecuencias siguientes son 300 y 500 Hz. Corres-
ponden a los modos primero, segundo y tercero del tubo, y a los arménicos primero, tercero
y quinto de la fundamental. El primer sobretono es la primera frecuencia por encima de la
fundamental: aqui vale 300 Hz. En el extremo cerrado el desplazamiento se anula; la primera
abertura compatible queda a un cuarto de longitud de onda para la fundamental.

Fronteras Tres primeros modos Primer sobretono
Abierto—abierto 200, 400, 600 Hz 400 Hz
Cerrado—abierto 100, 300, 500 Hz 300 Hz

Misma longitud efectiva 0,85 m y rapidez 340 m/s. El segundo modo del tubo cerrado corresponde al tercer
arménico de su propia fundamental.



Ondas, sonido, superposicién y resonancia 308

14.5 Sonido, timbre y batimientos

Una sefial periddica puede construirse sumando componentes sinusoidales de frecuencias fy, 2fo,
3 fo, etc. Sus amplitudes relativas y fases determinan la forma temporal. El espectro muestra qué
componentes contiene la sefial y con qué amplitudes. Dos sonidos pueden compartir fundamental y
tener espectros distintos; esa estructura, junto con su evolucién temporal y el ataque, contribuye a
su timbre. La frecuencia fundamental organiza la periodicidad y se relaciona con la altura musical
percibida.

Una sefial puede conservar periodo 1/ fp aun cuando la componente de frecuencia fy tenga amplitud
cero. Por ejemplo, componentes de 2fy y 3fy completan respectivamente dos y tres ciclos en ese
tiempo; su suma tiene ese periodo fundamental si ambas estan presentes. Identificar la frecuencia
mas baja presente y determinar el periodo de toda la sefial son operaciones distintas.

Si se superponen dos oscilaciones de igual amplitud y frecuencias proximas, la identidad de suma
de cosenos da

_|._
Acos(27 fit) + A cos(27 faot) = 2A cos[n(f1 — f2)t] cos [277‘}01 5 f2 t} .
Se oye una oscilacién rapida cuya intensidad varia lentamente: aparecen batimientos o pulsaciones.
Los méximos del médulo de la envolvente se repiten con frecuencia f, = |fi — f2|. Un cambio de
signo de la envolvente representa un cambio de fase; su moédulo vuelve a crecer y produce otro
maximo de intensidad.

PROBLEMA RESUELTO 14.11 - Una misma fundamental, dos espectros

Dos senales periddicas tienen componentes de 200, 400 y 600 Hz. Sus amplitudes relativas son
(1;0,3;0,1) y (1;0,8;0,6). Compara su periodo fundamental y su estructura espectral.

Resolucion. Las tres frecuencias son multiplos enteros I I
de 200 Hz y esa componente esta presente en ambas. El
periodo fundamental es 1/200 = 0,0050s. La segunda |
sefial tiene mayor contribucién relativa de los arménicos E ! 5
segundo y tercero. Las formas temporales y los timbres :
pueden diferir aunque compartan fundamental. Para
comparar intensidad total harfa falta fijar una escala  Amplitudes relativas de los arménicos

v . . nfo, con fo = 200 Hz. Las alturas
fisica de amplitudes y la magnitud que representan. describen la estructura de cada espectro.

14.6 Intensidad y niveles en decibelios

La intensidad media I es la potencia que atraviesa una superficie perpendicular al flujo por unidad
de drea, medida en W/m?. Una fuente puntual ideal, de potencia actistica P e irradiacién uniforme,
reparte esa potencia sobre esferas de area 4mr?:

P

I(r) = Amr?’

La relaciéon supone medio homogéneo, pérdidas de propagacién despreciables y observacion fuera
de la regién inmediata a la fuente. Reflexiones y direccionalidad pueden producir distribuciones
distintas.
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Para una onda sonora plana viajera en un medio uniforme, el modelo lineal relaciona intensidad
y presién eficaz mediante I = p2,./(pc). La presién eficaz es la rafz del promedio temporal del
cuadrado de la fluctuacién de presién. Para una sinusoide de amplitud py,, prms = pm/V/2. La presion
y la velocidad de particula llevan conjuntamente el flujo de energia; en campos estacionarios se
requiere estudiar su relacién de fase y su producto medio.

El nivel de intensidad sonora se define como
I
B = 1010g10([0> , Ihy=10""2W/m?2 (14.6)

El valor de referencia fija la escala convencional. De la definicién se deduce AS = 10log,(l2/11) v,
al invertirla, I = Iy 10%/10. Un nivel expresa un cociente logaritmico de intensidades. La percepcién
de sonoridad incorpora ademads frecuencia, duracién y respuesta del oyente.

Las contribuciones de flujo medio se suman vectorialmente cuando los términos cruzados promedian
cero, como sucede para senales no correlacionadas. Si las ondas viajeras avanzan en la misma direccién
y sentido, sus intensidades escalares se refieren a una misma superficie normal y se suman directamente;
después se convierte el resultado a decibelios. Para ondas coherentes, las presiones se combinan con
su fase y los términos cruzados pueden reforzar o reducir el resultado. Las direcciones de propagacién
forman parte de los datos necesarios para interpretar el flujo.

PROBLEMA RESUELTO 14.12 -+ Alejarse de una fuente puntual

Una fuente ideal irradia 0,010 W uniformemente en aire. Calcula la intensidad a 2,0 y 4,0m y
el cambio de nivel entre ambos puntos. Desprecia absorcién y reflexiones.
Resolucion. En las dos distancias,

0,010

I, = 5~ 1,99 x 107! W/m?, Iy ~ 4,97 x 107> W/m?.
47(2)

La segunda intensidad es la cuarta parte de la primera. Por tanto, 54 — 2 = 10log;((1/4) ~
—6,02dB. Los niveles son aproximadamente 83,0 y 77,0 dB, respectivamente. La disminucién
procede de repartir la misma potencia sobre una superficie cuatro veces mayor.

area X 4
I1-+4
AB = —6,02dB

Secciones de dos esferas concéntricas. La misma potencia atraviesa ambas; el drea esférica crece como 72.
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PROBLEMA RESUELTO 14.13 -+ Interpretar un aumento de nivel

Compara las intensidades correspondientes a 60 y 70dB. ;Cuanto aumentaria el nivel de la
primera al duplicar su intensidad?

Resolucion. Invertimos la definicién: Igyp = 1071210°% = 1076 VV/m2 y Ing = 10712107 =
107> W/m?2. El aumento de 10dB representa un factor diez. Al duplicar la intensidad de
la primera, el incremento es 10log;;2 ~ 3,01dB, y el nuevo nivel resulta 63,01 dB. Estas
operaciones comparan intensidades fisicas dentro de la escala definida.

Nivel Intensidad Razén respecto de 60dB

60dB 10~ W/m? 1
63,01dB 2 x 10~ W/m? 2
70dB 1075 W/m? 10

La escala logaritmica convierte factores de intensidad en incrementos de nivel.

PROBLEMA RESUELTO 14.14 -+ Dos fuentes: importa su correlacion

Dos ondas planas viajeras avanzan en la misma direccién y sentido, en el mismo medio. Cada
una produce por separado 60dB en el punto de observacién. Calcula el nivel conjunto si sus
sefiales son no correlacionadas. Comparalo con dos ondas de igual frecuencia que alli tengan
esas amplitudes de presion y lleguen en fase.

Resolucién. Cada contribucién aislada tiene intensidad I = 107 W/m?. En el primer caso se
suman intensidades: It = 21 y 7 = 60 + 10log;, 2 ~ 63,01 dB.

En el segundo caso se suman presiones en fase: la amplitud de presion se duplica. La intensidad
de la onda plana resultante, proporcional al cuadrado de esa amplitud, es 4/. Entonces
Br = 60 + 10log;(4 ~ 66,02 dB. La fase y la geometria especificadas permiten calcular ese
refuerzo. Los dos niveles individuales dejan abierta esa informacién, por lo que es preciso
conocer cémo se relacionan las senales para sumarlas.

coherentes en fase: 41

independientes: 21

Ir)T

Ondas viajeras de igual direccién y sentido: cada una produce intensidad I. La correlacién y la fase determinan
el resultado sobre la superficie normal comun.
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14.7 Doppler: contar frentes desde una referencia comiin

Consideremos propagacion unidimensional y un medio en reposo. Elegimos +x desde la fuente
hacia el observador a lo largo del rayo que los conecta. Sean us y u, sus velocidades con signo
respecto del medio, y fs la frecuencia de emisién. Durante un periodo T, la fuente avanza usTs y el
frente anterior recorre cT;. La separacién entre frentes que salen hacia 4z es

c—u
A = (c—ug)Ts = 2
[s
El observador cruza esos frentes con rapidez relativa ¢ — u,. Dividir esa rapidez por la separacion da
c—u
fo=fs—. (14.7)
C — Usg

Usaremos velocidades subsonicas y geometria colineal, con el observador delante de la fuente para
la direccién elegida. En esta convencién, us > 0 acerca la fuente al observador; u, > 0 aleja al
observador de la fuente. Una velocidad negativa indica movimiento hacia —z. Para otra direccién de
propagacion se reorienta el eje y se vuelven a asignar los signos.

El movimiento de la fuente cambia la separacion de frentes; el del observador cambia la tasa con
que los encuentra. Esa diferencia explica la presencia de sus velocidades en lugares distintos de la
formula. En un viento uniforme de velocidad w respecto del suelo, se pueden convertir las velocidades
a la referencia del aire restando w. También puede seguirse cada frente respecto del suelo, donde su
velocidad en la direccién del viento es ¢ + w. Las dos descripciones dan el mismo resultado al usar
una sola referencia de manera consistente.

PROBLEMA RESUELTO 14.15 - Se mueve quien escucha

Una fuente quieta respecto del aire emite a 500 Hz. Un observador avanza hacia ella a 20m/s.
Con ¢ = 340m/s, calcula la frecuencia observada y compérala con la de alejarse a esa rapidez.

Resolucion. Con el eje desde la fuente al observador, €
 ——
acercarse corresponde a u, = —20m/s. Por ello,
340 + 20 ‘ ‘ °
o = 50074_ ~ 529,4 Hz.
340 D
u, = —20

Al alejarse, u, = +20m/s y f, = 500(320/340) ~

470,6 Hz. La separacién de frentes en el aire sigue sien- N d o
o 0 a derecha. observador se mueve hacla

do 340/500 = 0,680 m; cambia la rapidez con que el I, izquierda. y los encuentra con mayor

observador los cruza. e,

Frentes equiespaciados que avanzan hacia
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PROBLEMA RESUELTO 14.16 -+ Se mueve quien emite

Ahora el observador estd quieto en el aire y la fuente de 500 Hz avanza hacia él a 20m/s.
Calcula la frecuencia recibida. Después considera una fuente que se aleja a la misma rapidez,
eligiendo de nuevo el eje desde ella hacia el observador.

Resolucion. Al acercarse, us = +20m/s y la separacion de frentes es Ay = (340 — 20)/500 =
0,640 m. Asi, f, =340/0,640 = 531,25 Hz. Al alejarse, us = —20m/s y resulta

340

o =900———
J 340 + 20

~ 4722 Hz.

La comparacién con el problema anterior muestra una diferencia pequenia y medible: el
movimiento de la fuente modifica la longitud de onda en el medio. La rapidez de propagacion
respecto del aire se mantiene en 340 m/s en ambos ensayos.

+x
. _—
fuente quieta fuente que se acerca

> >
0,680 m 0,640 m

Comparacién esquematica de separaciones de frentes para una fuente de 500 Hz. Las separaciones se rotulan con
sus valores calculados.
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PROBLEMA RESUELTO 14.17 -+ Fuente, observador y viento

Una fuente situada a la izquierda emite a 600 Hz y se mueve hacia la derecha a 20 m/s respecto
del suelo. Un observador a su derecha avanza también hacia la derecha a 10m/s. Calcula la
frecuencia recibida primero con aire quieto y después con viento uniforme de 10 m/s hacia la
derecha. Usa ¢ = 340 m/s respecto del aire.

Resolucion. Sin viento, ambas velocidades se refieren ya al medio y

fo=600—— = 618,75 Hz.

Con viento, las velocidades respecto del aire pasan a us = 20 — 10 = 10m/s y u, = 10 — 10 = 0.
Se obtiene f, = 600(340/330) ~ 618,18 Hz.

Como comprobacion desde el suelo, los frentes avanzan ahora a 350m/s, la separacién es
(350 — 20)/600 = 0,550m y la rapidez de encuentro es 350 — 10 = 340 m/s. Su cociente
reproduce 618,18 Hz. Cada calculo mantiene todas las velocidades en una misma referencia.

velocidades respecto del suelo

20m/s 10m/s
—_— —_—>
: +o
fuente observador
- >

viento 10m/s

Para calcular desde el aire se resta la velocidad del viento a ambas velocidades del suelo. La rapidez sonora c se
mantiene referida al aire.

14.8 Una aplicaciéon: afinar con batimientos

La rapidez del sonido, la geometria de la columna de aire y las condiciones en sus extremos fijan
sus frecuencias modales. Una excitacién préxima a un modo puede producir una respuesta resonante,
cuya amplitud depende de las pérdidas y del acoplamiento. Los batimientos permiten comparar
una de esas oscilaciones con una referencia cercana. Al observar que las pulsaciones se vuelven mads
lentas mientras se ajusta el instrumento, inferimos que las frecuencias se aproximan. La frecuencia
de batimiento determina el médulo de su diferencia; una segunda observacién permite decidir cudl
de las dos frecuencias es mayor.
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PROBLEMA RESUELTO 14.18 - Modificar la longitud para alcanzar una

referencia

Un tubo ideal abierto en ambos extremos mide 0,85m y suena en su fundamental, con
¢ = 340m/s. Se compara con una referencia de 202 Hz. Calcula los batimientos iniciales y la
longitud efectiva necesaria para igualar la referencia. Supén que el ajuste conserva el tipo de
frontera y la rapidez del sonido.

Resolucion. El tubo produce f; = 340/(2 % 0,85) = 200 Hz. La comparacién genera [202 —200| =
2 Hz de batimiento, un maximo de la envolvente cada 0,50s. Para alcanzar la referencia,

340
2(202)

~ (0,8416 m.

La longitud debe reducirse unos 0,00842 m, es decir, 0,842 cm. Acortar el tubo eleva la funda-
mental en el modelo. Si solo conociéramos los dos batimientos por segundo y la referencia, las
frecuencias candidatas del otro sonido serian 200 y 204 Hz; la longitud inicial proporciona el
dato adicional que permite elegir.

amplitud normalizada

Envolvente de dos tonos separados 2 Hz. La oscilacién rapida se dibuja reducida para hacer visible la envolvente;
sus maximos de mddulo se repiten cada 0,50s.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa modelos lineales, cuerdas uniformes e ideales y tubos de longitud efectiva indicada. Para
aire adopta ¢ = 340 m/s, salvo dato distinto. En niveles usa Iy = 10712 W/m?2. En Doppler, asigna
velocidades respecto del medio y elige el eje en la direccién de propagacién hacia el observador.

EJERCICIO 14.1 - Un perfil y un registro temporal

Una onda tiene amplitud 6,0 mm, separacién entre crestas de 0,40 m y periodo 0,0020s. Calcula
f v ¢, e identifica qué datos pertenecen al perfil espacial.

EJERCICIO 14.2 - Leer una onda que va hacia la izquierda

Para y = 0,0050 sin(107x +407t) en SI, determina sentido, longitud de onda, frecuencia, rapidez
de propagacién y méxima rapidez transversal.
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EJERCICIO 14.3 - Interpretar los coeficientes

Una onda tiene k = 8rrad/m, w = 120rrad/s y A = 0,0040m. Halla A, f, ¢ ¥ |vy|méx-

EJERCICIO 14.4 - Una cuerda bajo tensién

Una cuerda de 2,0m tiene masa 10 g y tensiéon 50 N. Determina su densidad lineal y la rapidez
ondulatoria.

EJERCICIO 14.5 - Variar la tension con frecuencia fija

Se multiplica por nueve la tensién de una cuerda manteniendo su densidad lineal y la frecuencia
de la fuente. jPor qué factores cambian rapidez y longitud de onda?

EJERCICIO 14.6 - Cambiar de medio

Una onda sonora de 740 Hz pasa por una interfaz estacionaria de aire a agua, con rapideces
340 y 1480 m/s. Calcula la frecuencia transmitida y ambas longitudes de onda.

EJERCICIO 14.7 - Una suma con signo

En un punto, dos pulsos producen desplazamientos de 42,5 y —4,0 cm. Halla el desplazamiento
total y explica qué informacién adicional necesitarias para calcular la energia instantanea de la
cuerda.

EJERCICIO 14.8 - Un cuarto de ciclo entre contribuciones

Dos oscilaciones coherentes tienen amplitudes de 3,0 mm y diferencia de fase 7/2. Calcula la
amplitud resultante.

EJERCICIO 14.9 - Una diferencia de caminos

Dos fuentes coherentes en fase llegan con igual amplitud a un punto. Si A = 0,60m y Ar = 0,90 m,
determina la diferencia de fase y el caracter de la interferencia.

EJERCICIO 14.10 - Amplitudes distintas en oposicion

Dos oscilaciones de amplitudes 5,0 y 3,0 mm llegan con diferencia de fase 7. Calcula la amplitud
resultante y la fase de la suma respecto de la contribucién mayor.
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EJERCICIO 14.11 - Quinto modo de una cuerda

Una cuerda de 1,20 m fija en ambos extremos tiene ¢ = 96m/s. Calcula fi, f5 y el ntimero de
nodos totales, nodos interiores y vientres del quinto modo.

EJERCICIO 14.12 - Inferir la tension desde la fundamental

Una cuerda uniforme de 0,75m y masa 3,0g tiene fundamental 100 Hz con extremos fijos.
Calcula su rapidez ondulatoria y la tension.

EJERCICIO 14.13 - Tres modos de un tubo abierto

Calcula las tres frecuencias mas bajas de un tubo ideal de 0,68 m abierto en ambos extremos.

EJERCICIO 14.14 - Tres modos de un tubo cerrado

Para la misma longitud del ejercicio anterior, cierra un extremo. Calcula las tres primeras
frecuencias y senala el primer sobretono y el tercer arménico.

EJERCICIO 14.15 - La misma fundamental con otras fronteras

;,Qué longitud efectiva requiere una fundamental de 170 Hz en un tubo abierto en ambos
extremos? ;Y en uno cerrado en un extremo?

EJERCICIO 14.16 - La periodicidad de un espectro

Una sefial contiene componentes sinusoidales de 400, 600 y 800 Hz, todas con amplitud distinta
de cero. Determina su frecuencia fundamental de repeticién y explica la funcién de una posible
componente de 200 Hz.

EJERCICIO 14.17 - Potencia repartida sobre una esfera

Una fuente puntual isotropica emite 0,040 W. Calcula intensidad y nivel a 10 m, despreciando
absorcion y reflexiones.

EJERCICIO 14.18 - Una diferencia de veinte decibelios

Calcula la intensidad de 80dB y su razon respecto de la correspondiente a 60 dB. Justifica el
factor obtenido mediante logaritmos.
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EJERCICIO 14.19 -+ Tres fuentes independientes

Tres ondas viajeras no correlacionadas avanzan en la misma direccién y sentido y producen
cada una 55dB en el punto de observaciéon. Calcula el nivel conjunto referido a una misma
superficie normal a la propagacion.

EJERCICIO 14.20 - El observador se acerca y se aleja

Una fuente quieta en el aire emite 680 Hz. Calcula la frecuencia que recibe un observador al
acercarse a 17m/s y al alejarse a la misma rapidez.

EJERCICIO 14.21 - La fuente se acerca y se aleja

Una fuente de 680 Hz se mueve a 34m/s en aire quieto. Un observador permanece quieto.
Calcula la frecuencia al aproximarse la fuente y al alejarse.

EJERCICIO 14.22 -+ Ambos se aproximan

Una fuente situada a la izquierda emite a 400 Hz y avanza hacia la derecha a 30 m/s en aire
quieto. El observador a su derecha se mueve hacia la izquierda a 10m/s. Calcula la frecuencia
recibida y muestra los signos elegidos.

EJERCICIO 14.23 - Viento con fuente y observador quietos

Fuente y observador permanecen quietos respecto del suelo. Entre ellos sopla viento uniforme
de 20m/s en la direccién fuente-observador. La fuente emite 500 Hz. Calcula la separacién de
frentes respecto del suelo y la frecuencia recibida.

EJERCICIO 14.24 - Afinar con informaciéon incompleta

Una referencia de 432 Hz produce tres batimientos por segundo con otra sefial. Halla las
frecuencias candidatas y el intervalo entre maximos de la envolvente. Si ademas se sabe que la
otra frecuencia es mayor, identifica su valor y la frecuencia media de ambas.
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Soluciones razonadas

SOLUCION 14.1.
El perfil espacial proporciona A = 0,0060m y A = 0,40m. El periodo fija f = 1/T = 500 Hz; la
rapidez es ¢ = A\f = 200m/s. Amplitud y longitud de onda son longitudes con funciones distintas en

la descripcién.
SOLUCION 14.2.

La combinacién kx + wt se desplaza hacia —z. Se obtiene A = 27/(107) = 0,20m, f = 20Hz y
¢ =4,0m/s. La méxima rapidez transversal es Aw = 0,200m m/s ~ 0,628 m/s, obtenida derivando

respecto del tiempo.
SOLUCION 14.3.

La longitud de onda vale 0,25m y la frecuencia, 60 Hz. Asi, ¢ = 15m/s. El maximo local es

Aw = 0,480 m/s ~ 1,51 m/s. La comparacién separa avance del perfil y oscilaciéon del elemento.
SOLUCION 14.4.

La densidad lineal es p = 0,010/2,0 = 0,0050 kg /m. La rapidez resulta 1/50,/0,0050 = 100 m/s bajo

las hipétesis de cuerda ideal y pendiente pequena.
SOLUCION 14.5.

La rapidez se multiplica por v/9 = 3. Como la frecuencia se conserva, \ = ¢/ f también se multiplica
por tres. La amplitud depende de la excitacién y del acoplamiento; estos datos fijan las razones de

rapidez y longitud de onda.
SOLUCION 14.6.

La frecuencia transmitida es 740 Hz por la estacionariedad de fuente e interfaz. En aire, A =
340/740 ~ 0,459 m; en agua, A = 1480/740 = 2,00 m. El cambio de rapidez queda reflejado en la

separacion espacial de las fases.
SOLUCION 14.7.

La suma es y = 2,5 — 4,0 = —1,5cm. Para la energia instantdnea de un tramo harian falta su
velocidad transversal y la pendiente del perfil resultante, ademéas de p y 7. El desplazamiento aislado

describe una parte de ese estado.
SOLUCION 14.8.

Se obtiene Ar = 2(3,0)| cos(7/4)| = 3v/2mm ~ 4,24 mm. Equivalentemente, sumar los cuadrados de
dos coeficientes en cuadratura da A%z =32 432,

SOLUCION 14.9.

La diferencia de caminos es 1,5\, asi que A¢ = 37, equivalente a 7 para la interferencia. Las dos
contribuciones de igual amplitud se cancelan en ese punto bajo las hipétesis de coherencia y fase

inicial comun.
SOLUCION 14.10.

La suma equivale a 5 cosf + 3 cos(6 + 7) = 2 cos 6, con amplitudes en milimetros. La amplitud total

es 2,0mm y la fase coincide con la contribucién mayor.
SOLUCION 14.11.

La fundamental es 96/(2 x 1,20) = 40 Hz; el quinto modo tiene 200 Hz. Sus cinco segmentos de media

longitud de onda producen seis nodos totales, cuatro interiores y cinco vientres.
SOLUCION 14.12.

La rapidez es ¢ = 2L f; = 150m/s. Con u = 0,0030/0,75 = 0,0040 kg/m se obtiene T = uc? = 90 N.
Se emplea la longitud vibrante comprendida entre los dos soportes.

SOLUCION 14.13.

La fundamental es 340/(2 x 0,68) = 250 Hz. Las otras dos frecuencias son 500 y 750 Hz. Los extremos

abiertos tienen nodos de presion y vientres de desplazamiento en este modelo.
SOLUCION 14.14.

La fundamental es 340/(4 x 0,68) = 125 Hz. Siguen 375 y 625 Hz, arménicos tercero y quinto. El
primer sobretono y el tercer arménico coinciden aqui en 375 Hz.
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SOLUCION 14.15.
En abierto—abierto, L = ¢/(2f1) = 1,00 m. En cerrado—abierto, L = ¢/(4f1) = 0,500 m. Cambiar las

fronteras cambia la fraccion de longitud de onda que cabe en la fundamental.
SOLUCION 14.16.

Las frecuencias son 2, 3 y 4 veces 200 Hz. Su maximo divisor comtn es 200 Hz, por lo que la sefial se
repite cada 0,0050s. Una componente de 200 Hz puede reforzar ese espectro manteniendo el periodo;
la combinaciéon dada ya tiene esa periodicidad fundamental por la presencia conjunta de los multiplos

segundo y tercero.
SOLUCION 14.17.

La intensidad es I = 0,040/ (47 x 10?) ~ 3,18 x 107° W/m?. El nivel resulta 10log;,(1/1071%) ~

75,0dB. El area de reparto es la de la esfera completa porque se supuso emisién isotrépica.
SOLUCION 14.18.

A 80dB, I = 10712108 = 10* W/m?. A 60dB, I = 1075 W/m?. La razén es 100 = 10(80-60)/10.
cada aumento de diez decibelios multiplica por diez la intensidad.

SOLUCION 14.19.

Las ondas tienen la misma direccion y sentido y sus senales son no correlacionadas. Sus intensidades
se suman sobre la superficie normal comun; el nivel total es 55 4 10log;y 3 ~ 59,77 dB. Cada nivel se

convierte en intensidad; la suma fisica se expresa después en la escala logaritmica.
SOLUCION 14.20.

Acercarse significa u, = —17m/s y produce f, = 680(340 + 17)/340 = 714 Hz. Alejarse da u, =

+17m/sy f, = 680(340 — 17)/340 = 646 Hz. La fuente quieta mantiene la separacién de frentes.
SOLUCION 14.21.

Al aproximarse, us = +34m/s y f, = 680(340)/(340 — 34) ~ 755,6 Hz. Al alejarse, us = —34m/s y
fo =680(340)/(340+34) ~ 618,2 Hz. La velocidad de la fuente interviene al calcular el espaciamiento

de los frentes.
SOLUCION 14.22.

Elegimos +x de izquierda a derecha. Asi, us = 430 y u, = —10m/s. La frecuencia observada es
400(340 + 10)/(340 — 30) ~ 451,6 Hz. La aproximaciéon de ambos aumenta la tasa de encuentro

respecto de la emisién.
SOLUCION 14.23.

Desde el suelo, los frentes avanzan a ¢ + w = 360m/s. La fuente quieta los emite separados
A = 360/500 = 0,720 m. El observador quieto recibe 360/0,720 = 500 Hz. Desde el aire, ambos se

mueven a —20m/s y los factores iguales del numerador y denominador de Doppler se cancelan.
SOLUCION 14.24.

La condicién |f —432| = 3 da f = 429 o 435 Hz. El intervalo entre maximos es 1/3s ~ 0,333 s. El dato
de que la otra frecuencia es mayor selecciona 435 Hz y la frecuencia media es (432+435)/2 = 433,5 Hz.
El médulo de la diferencia y la frecuencia media desempenan funciones distintas en la sefial combinada.

Una experiencia: medir modos y batimientos

Longitud, espectro y fronteras

Con una cuerda o una banda elastica bajo tension moderada, mantén dos extremos sujetos y
excita movimientos pequenos. Busca patrones con uno, dos y tres vientres, registra la longitud
vibrante y estima las frecuencias mediante un video o un registro de audio. Compara las razones
de frecuencias con los enteros 1 : 2 : 3. La elasticidad de la banda puede hacer variar su tension
al ajustar la longitud: registra esa condicién para interpretar el ensayo.
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Continuacién

Para explorar batimientos, combina dos tonos de frecuencias proximas y amplitudes moderadas,
por ejemplo 200 y 202 Hz, mediante un generador de sefiales. Observa la envolvente temporal
en un registro y cuenta sus maximos durante varios segundos. Compara su separacion con
1/|f1 — f2|.- Después conserva la diferencia y desplaza ambas frecuencias juntas: la rapidez de
los batimientos deberia mantenerse mientras cambia la oscilacién rapida.

Al medir niveles con un teléfono, compara ensayos realizados en la misma configuracién y
registra la ponderaciéon y la calibraciéon disponibles. La escala de un instrumento concreto
puede representar presién sonora ponderada; para confrontarla con el nivel de intensidad de
este capitulo hay que identificar la magnitud medida y las condiciones actusticas. Reflexiones,
ubicacién del micréfono y ruido de fondo aportan parte de la evidencia del experimento.

Diagnéstico antes de avanzar

Explica: (a) qué distingue ¢ de 0y/0t; (b) cémo se relacionan nodo de presién y vientre de
desplazamiento en una abertura ideal; (¢) qué informacién necesitas para sumar dos sonidos; (d)
cémo asignas los signos en Doppler antes de sustituir velocidades.

Contraste. (a) ¢ mide el avance del perfil; la derivada temporal mide el movimiento local del medio.
(b) La presién se ajusta aproximadamente a la atmosférica en la abertura mientras el aire puede
desplazarse con amplitud grande. (¢) Se especifican amplitudes, fases, correlacion y direcciones de
propagacion; para ondas viajeras de igual direccién y sentido con sefiales no correlacionadas, las
intensidades medias se suman antes de convertir a decibelios. (d) Se elige el eje a lo largo de la
propagacion y se expresan las velocidades de fuente y observador respecto del mismo medio.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, 12.? edicién,
capitulos 15 y 16, pasajes sobre ondas mecanicas, superposicién, modos, intensidad, batimientos y
Doppler; R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 1, 9. edicién, secciones 13.7-13.11
y capitulo 14. Los problemas, datos y ayudas visuales de esta entrega son originales.
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Una cuchara sumergida en una taza caliente acaba
calentandose. El café se enfria mientras la cuchara
recibe energia, y la evolucién depende tanto de sus
materiales como de las cantidades que ponemos en
contacto. Para predecir el resultado necesitamos
distinguir la temperatura que alcanza cada cuerpo
de la energia que intercambia durante el proceso.
Seguiremos esa diferencia desde la lectura de un
termometro hasta una mezcla con hielo. La energia
permitird decidir cudnto material cambia de fase y
qué temperatura final es posible. Después estudia-
remos la rapidez del intercambio y buscaremos, en
el movimiento de las particulas, una explicacién de
la temperatura y de la presiéon de un gas.
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15.1 Temperatura, equilibrio e intercambio de energia

Al poner dos cuerpos en contacto térmico, permitimos que intercambien energia debido a su
diferencia de temperatura. En un contacto ordinario, la transferencia espontdanea neta se dirige del
cuerpo de mayor temperatura al de menor temperatura. Cuando alcanzan el equilibrio térmico,
esa transferencia neta se anula. Las particulas contintian su movimiento microscépico durante el
equilibrio.

La temperatura permite comparar estados mediante esta condiciéon. Si dos sistemas estan por
separado en equilibrio térmico con un tercero, estdn también en equilibrio térmico entre si. Esta
propiedad, llamada principio cero de la termodindmica, permite utilizar un termoémetro como
intermediario de la comparacién. La lectura corresponde al estado alcanzado por el termdémetro;
para atribuirla a la muestra necesitamos un contacto suficiente y una perturbacion pequena de la
muestra.

La energia interna, U, describe la energia microscépica del sistema en el estado considerado.
Incluye contribuciones de movimiento y de interaccién entre sus particulas. La energia cinética de
traslacién del objeto completo y su energia potencial por la altura del conjunto se contabilizan por
separado. La temperatura es una propiedad intensiva: dos porciones de una muestra homogénea en
equilibrio tienen la misma temperatura. La energia interna es extensiva para sistemas ordinarios
con interacciones de corto alcance: al reunir porciones equivalentes, sus contribuciones se suman,
despreciando efectos de superficie.

Llamamos calor a la transferencia de energia debida a una diferencia de temperatura. Usaremos
@ > 0 para la energia que recibe el sistema por ese mecanismo y Q < 0 para la que entrega. El
estado del cuerpo tiene energia interna; () describe lo ocurrido durante un proceso. El trabajo ofrece
otro mecanismo de transferencia que estudiaremos junto con los gases en el capitulo siguiente.

PROBLEMA RESUELTO 15.1 -+ Seguir una transferencia entre dos cuerpos

Una pieza de cobre de 0,20kg esta a 60°C y una muestra de agua de 0,50kg a 30°C. Se
ponen en contacto dentro de una envoltura aislante. Durante cierto intervalo el agua recibe
1500 J. Identifica el sentido del intercambio y el signo de ) para cada cuerpo. ;Qué informacion
permite comparar sus temperaturas y sus energias internas?

Resolucion. La diferencia de temperatura dirige inicial-

. 60°C| cobre
mente la transferencia del cobre al agua. Para el agua,
Q. = +1500J; para el cobre, Q. = —1500J, bajo la 1500 ]
hipétesis de intercambio exclusivo entre ambos. Las tem- Y
peraturas dadas ordenan sus estados térmicos. Comparar 30°C| agua

energias internas exige ademds describir la cantidad de
materia, el material, la fase y la referencia energética.
Las masas por si solas dejan abierta esa comparacién.

El signo de cada transferencia se define
para el cuerpo que la recibe o entrega.
Las flechas indican el intercambio inicial.

La misma cantidad de energia puede producir cambios de temperatura distintos en dos cuerpos.
La respuesta depende de cudnto material hay, de cémo almacena energia y de las condiciones del
proceso. Medir esa respuesta sera el punto de partida de la calorimetria.
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15.2 Escalas y propiedades termométricas

Un termoémetro relaciona una propiedad medible con una escala. Podemos observar la longitud de
una columna de liquido, la resistencia eléctrica de un sensor o la presion de un gas a volumen fijo.
La calibracién fija la relacién entre la lectura y la temperatura dentro de un intervalo de uso.

Denotaremos por 6 la temperatura Celsius y por T' la temperatura absoluta. Sus valores se
relacionan mediante

T 0 0 96

K~ °C + 273,15, oF — 500 + 32. (15.1)
El kelvin es la unidad de temperatura termodindmica. El desplazamiento de 273,15 fija el origen
Celsius respecto del absoluto. El punto de congelacién y el de ebullicién del agua sirven como
referencias aproximadas de laboratorio bajo condiciones especificadas de presion y composicién. Las

relaciones de conversion anteriores son definiciones exactas entre las escalas.

Al restar dos temperaturas desaparece el desplazamiento entre origenes. Por eso un aumento de
un grado Celsius tiene el mismo tamano que un aumento de un kelvin. Para diferencias Fahrenheit
aparece el factor 9/5. Los cocientes de temperatura que usaremos en el modelo de gases se forman
con temperaturas absolutas.

PROBLEMA RESUELTO 15.2 - Convertir una lectura y un cambio

Una muestra estd a —12,5°C y después aumenta su temperatura 18,0 °C. Expresa la lectura
inicial en kelvin y Fahrenheit, y el aumento en ambas escalas. Resolucion. La lectura inicial
es T; = 260,65K y 0p; = (9/5)(—12,5) + 32 = 9,5°F. Para el cambio, AT = 18,0K y
AOr = (9/5)(18,0) = 32,4°F. La temperatura final es 5,5 °C, equivalente a 278,65 K y 41,9 °F.
Restar las lecturas finales e iniciales comprueba ambos aumentos.

Af = 18,0°C
. . 6 (°C)
125 5,5
260,65 K 278,65 K
9,5°F 41,9°F

Las diferencias se obtienen restando lecturas de una misma escala. El cambio entre Celsius y kelvin conserva su
valor numérico.
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PROBLEMA RESUELTO 15.3 - Calibrar un sensor lineal

La resistencia de un sensor vale 602 a 0°C y 1002 a 100 °C. Supén una dependencia lineal en
ese intervalo. Encuentra la temperatura correspondiente a 852 y el cambio de temperatura
asociado a un aumento de 4 €). Resolucion. Entre los puntos de calibracién, cada grado Celsius
corresponde a (100 — 60)/100 = 0,40 /K. Por tanto,

85 — 60
f =
0,40

°C=62,5°C, T = 335,65 K.

El incremento de resistencia corresponde a AT = 4/0,40 = 10 K. La interpolacién utiliza la
hipétesis lineal; aplicar el sensor fuera del intervalo calibrado requiere estudiar su respuesta alli.

Resistencia Lectura Celsius Temperatura absoluta

60 2 0°C 273,15 K
852 62,5°C 335,66 K
100 €2 100°C 373,15 K

La calibracién lineal interpola entre los dos puntos dados. La fila central corresponde a la lectura del problema.

Una lectura térmica también exige atender a la resolucion, la calibracion y el tiempo de respuesta
del instrumento. Un sensor grande puede modificar apreciablemente la temperatura de una muestra
pequena. El equilibrio alcanzado pertenece al sistema formado por ambos, y la estimacién del estado
inicial necesita incorporar ese efecto.

15.3 Dilataciéon y geometria de un cuerpo

Muchas dimensiones de los materiales cambian con la temperatura. Para una barra libre, con
temperatura aproximadamente uniforme y en un intervalo moderado, podemos representar la
variacion de longitud mediante

AL = aLoAT, L= Lo(1+ aAT). (15.2)

El coeficiente de dilatacién lineal a se mide en K~! y depende del material y del intervalo. En
una descripcién local, a = (1/L)(dL/dT). La expresion lineal aproxima esa dependencia cuando el
cambio relativo de longitud es pequeno.

Si el material es is6tropo y se dilata libremente, cada dimensién lineal recibe el mismo factor.
Un 4rea se multiplica por (1 + aAT)? y un volumen por (1 + aAT)3. Al conservar los términos
de primer orden obtenemos AA ~ 2aAgAT y AV ~ 3aVyAT. La deformacién uniforme expande
también un agujero practicado en una placa: sus bordes se separan como lo harian los de una regién
del mismo material que llenara el hueco.
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PROBLEMA RESUELTO 15.4 - Dar espacio a una barra que se calienta

Una barra de longitud 2,00m a 20°C puede dilatarse libremente. Su coeficiente medio es
12 x 1079 K~!. Calcula el aumento de longitud al llevarla a 70°C y la longitud final.

Resolucion. El cambio es AT = 50 K. Entonces Lo = 2,00m

AL = (12 x 107%)(2,00)(50) m = 1,20 x 10~3 m.

La longitud final es 2,00120m dentro del modelo. El AL = Ll e

cambio relativo es 6,0 x 107%, pequefio frente a uno. La elongacién estd ampliada para
Una sujecion rigida convertiria parte de esa tendencia de ~ mostrar el cambio. Las longitudes
dilatacién en esfuerzos internos y requerirfa un problema  diPwjadas son esquematicas.
elastico adicional.

La expansiéon de los materiales responde a sus interacciones microscépicas. La variacién puede
cambiar de signo en ciertos intervalos: el agua liquida cerca de la congelaciéon exige, por ejemplo,
considerar su dependencia particular de densidad y temperatura. Cada coeficiente debe acompanarse
del material y de las condiciones en que resulta aplicable.

15.4 Capacidad calorifica y balances de calorimetria

Consideremos una muestra que conserva su fase mientras recibe energia por calor bajo condiciones
mecanicas especificadas. Su capacidad calorifica expresa la energia necesaria por unidad de cambio
de temperatura en ese proceso: C' = d@)/dT. Para una muestra homogénea de masa m definimos el
calor especifico ¢ = C'/m. Sus unidades son J/K y J/(kgK), respectivamente.

Cuando el calor especifico es aproximadamente constante en el intervalo,
Q = mc(Ty —T;) = CAT. (15.3)

El signo sale de la diferencia de temperaturas: una muestra que se enfria tiene () < 0. En sélidos
y liquidos, bajo presién ordinaria y con cambios de volumen pequeiios, esta relacién ofrece una
aproximacion util. En los gases, la expansién puede realizar un trabajo apreciable; la capacidad
calorifica debe especificar entonces si se mantiene el volumen, la presién u otra condicién.
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PROBLEMA RESUELTO 15.5 - Calcular una energia de calentamiento

Se calientan 0,40kg de agua de 15 a 40°C. Usa ¢ = 4200J/(kgK) constante y estima la
capacidad calorifica de la muestra y la energia transferida. Resolucion. La muestra tiene
C' = mec = 0,40(4200) = 1680 J/K. El cambio de temperatura es 25K, de modo que Q =
1680(25) = 42000 J. El valor positivo corresponde a energia recibida. Al duplicar la masa, bajo
las mismas condiciones, se duplican tanto la capacidad calorifica como la energia necesaria
para ese aumento de temperatura.

l@ = 42kJ

n=0,40kg, C =1680J/K

15°C — 40°C

La energia recibida se calcula con la capacidad de la muestra y el aumento de temperatura.

Cuando conocemos la dependencia con la temperatura, sumamos los aportes de pequenos intervalos:
Ty
Q=m / o(T) dT. (15.4)
T;

La integral conserva las condiciones del proceso que definen ¢(T'). El calor especifico constante
reemplaza la funcién por una aproximacion valida en el intervalo elegido.

PROBLEMA RESUELTO 15.6 - Sumar una capacidad que varia

Una muestra de 0,50 kg conserva su fase entre Ty = 293,15 K y 333,15 K. En ese proceso su
calor especifico es ¢(T) = co + a(T — Tp), con co = 400J/(kg K) y a = 2,0 J/(kg K?). Calcula el
calor recibido. Resolucion. Introducimos v = T — Tp, que varia de 0 a 40 K. Integrar da

Q =m |coAT + g(AT)2 = 0,50[400(40) + 1(40%)] J = 8800 J.
El calor especifico pasa de 400 a 480J/(kgK). Al ser lineal, su media en el intervalo es
440 J/(kg K), y multiplicar esa media por la masa y por 40 K reproduce la integral.

T—-Ty (K) ¢ (J/(kgK)) Papel en el calculo

0 400 Extremo inicial
20 440 Media del tramo lineal
40 480 Extremo final

El calor especifico medio coincide con el del punto medio en esta dependencia lineal.

Para estudiar una mezcla elegimos una frontera que encierre todos los cuerpos participantes. En
un calorimetro ideal, el aislamiento hace despreciable el intercambio con el entorno. Si los cambios
mecéanicos son despreciables, las energias entregadas por unas partes son recibidas por las otras y

ZQi =0. (15.5)
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Cada término lleva su propio signo. Si las partes conservan sus fases y sus capacidades calorificas
son constantes, el equilibrio comun satisface

2 Gy

La media queda ponderada por capacidades calorificas. Con capacidades positivas, la temperatura
final se sittia entre las iniciales. Podemos usar lecturas Celsius en este balance de diferencias: el
cambio de origen de escala se cancela coherentemente.

PROBLEMA RESUELTO 15.7 -+ Mezclar cantidades diferentes de agua

En un recipiente de capacidad calorifica despreciable y aislado se mezclan 0,20 kg de agua a 80 °C
con 0,30kg a 20°C. Usa ¢ = 4200J/(kg K). Encuentra la temperatura final y el calor de cada
porcién. Resolucion. El balance es 0,20c(6 —80) +0,30c(6 —20) = 0. El calor especifico comin
se cancela y queda 6 = 44°C. Para la porcién caliente, @, = 0,20(4200)(44 — 80) = —30240 J;
para la fria, @y = 0,30(4200)(44—20) = 430240 J. Las cantidades se compensan. La temperatura
de equilibrio estd méas cerca de la inicial de la porcién de mayor masa.

0,20kg 0,30kg
80°C L o 20°C
0,50 kg
44°C

La temperatura comun procede de una media ponderada por capacidades calorificas.

El propio recipiente participa cuando su capacidad calorifica es apreciable. También pueden
hacerlo el agitador y el termémetro. Podemos reunir sus aportes en una capacidad efectiva medida
experimentalmente, siempre que compartan una temperatura aproximadamente uniforme durante el
balance considerado.

PROBLEMA RESUELTO 15.8 - Incluir el recipiente en la mezcla

Un calorimetro de capacidad 60 J/K contiene 0,20 kg de agua, ambos a 20 °C. Se ahade una pieza
de 0,20kg a 80°C, con ¢,, = 500J/(kgK). El conjunto esté aislado. Usa ¢, = 4200 J/(kg K)
y calcula el equilibrio. Resolucion. Agua y calorimetro retinen 0,20(4200) + 60 = 900 J/K; la
pieza aporta 0,20(500) = 100 J/K. Por tanto,

900(f; — 20) +100(; —80) =0, 67 = 26°C.

La pieza entrega 5400 J. El agua recibe 5040 J y el calorimetro 360 J, cuya suma reproduce
aquella entrega. El recipiente queda incluido tanto en la frontera como en el cédlculo.

5040J

Qs = —5400J 360J

recipiente

Las ramas representan las dos porciones que reciben la energia entregada por el sélido.
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PROBLEMA RESUELTO 15.9 - Inferir el calor especifico de una muestra

Un sélido de 0,15 kg a 100 °C se introduce en 0,30 kg de agua a 20 °C. El calorimetro, inicialmente
a 20°C, tiene capacidad 90 J/K. El equilibrio se alcanza a 25°C. Estima el calor especifico del
sélido con ¢, = 4200 J/(kg K), aislamiento ideal y fases constantes. Resolucion. El agua y el
recipiente reciben [0,30(4200) 4 90](25 — 20) = 6750 J. El sélido entrega esa energia al enfriarse
75 K. De 0,15¢5(25 — 100) = —6750 resulta ¢ = 600J/(kg K). Esta estimacién depende del
balance completo. Una pérdida hacia el entorno durante el ensayo modificaria la relacion entre
el enfriamiento del sélido y la energia recibida por el agua y el calorimetro.

solido
6750 24— 100 — 25°C
agua y recipiente
20 — 25°C

El agua y el recipiente comparten la temperatura inicial y la final. Ambos participan en el balance.

15.5 Cambios de fase y estados finales posibles

Una sustancia puede recibir energia mientras cambia la proporcion de sus fases. En una transicién
de una sustancia pura a presion fija, cerca del equilibrio, la coexistencia ocurre a una temperatura
determinada. Durante la fusion, la energia suministrada transforma sélido en liquido mientras se
mantiene esa temperatura. La masa que cambia de fase decide la energia necesaria.

El calor latente especifico L expresa la energia transferida por unidad de masa en esa transicién y
bajo esas condiciones. Escribiremos

@ = +mL en fusién o vaporizacion, @ = —mL en solidificacién o condensacién.  (15.6)

El valor de L se mide en J/kg. Para los problemas adoptaremos ¢, = 4200J/(kgK), ¢, =
2100J/(kgK), Ly = 3,34 x 10°J/kg y L, = 2,26 x 10°J/kg, correspondientes a aproximacio-
nes para el agua bajo presiéon atmosférica ordinaria. Usaremos 0°C y 100 °C como temperaturas de
transicién en ese modelo.

El valor tabulado de calor latente a presién constante incluye el efecto energético de la expansién
durante la transiciéon. Por ello, al trabajar con vapor bajo esa presiéon, mantenemos coherentes el
balance térmico y los datos tabulados. En las mezclas ideales trataremos como despreciable la masa
de vapor residual sobre el liquido final. En el capitulo siguiente formularemos separadamente los
cambios de energia interna y el trabajo de expansion.
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PROBLEMA RESUELTO 15.10 -+ Calentar hielo hasta obtener agua tibia

Calcula la energia necesaria para transformar 0,10 kg de hielo a —10°C en agua a 20 °C, usando
las constantes indicadas y presién atmosférica fija. Resolucion. El recorrido tiene tres etapas.
Calentar el hielo hasta la fusién requiere @1 = 0,10(2100)(10) = 2100J. Fundirlo requiere
Q2 = 0,10(334000) = 33400 J. Calentar después el agua requiere Q3 = 0,10(4200)(20) = 8400 J.
En total, Q@ = 43900 J. Cada etapa usa la propiedad correspondiente a su fase o a su transicion;
la temperatura permanece en el valor de fusién durante la segunda etapa.

Etapa  Cambio térmico Energia recibida

Hielo —10 — 0°C 2100J
Fusion 0°C 33400 J
Agua 0—20°C 8400 J
Total 43900 J

Los tramos de calentamiento y la transicién se contabilizan por separado y se suman.

En una mezcla con hielo conviene comparar primero dos cantidades: la energia que el agua y el
recipiente pueden entregar al llegar a la temperatura de fusién, y la necesaria para llevar el hielo a esa
temperatura y fundirlo. Esa comparacién selecciona el estado final que debe entrar en la ecuacion.

PROBLEMA RESUELTO 15.11 - Encontrar cuanto hielo se funde

Un recipiente aislado de capacidad despreciable retine 0,10 kg de hielo a 0°C y 0,20 kg de agua
a 30°C. Determina el estado final. Resolucion. Al enfriarse hasta 0°C, el agua puede entregar
0,20(4200)(30) = 25200 J. Fundir todo el hielo requeriria 33400 J. La energia disponible permite

fundir solo
25200

"1 = 334000
Quedan aproximadamente 0,02455 kg de hielo y 0,27545 kg de agua a 0°C. El balance térmico
fija una masa transformada mientras coexisten ambas fases.

kg ~ 0,07545 kg.

Del hielo inicial: 0,10kg

fundido
0,07545 kg
restante
0,02455 kg

La barra representa inicamente la masa de hielo inicial. El liquido final incluye también el agua que ya estaba
en el recipiente.
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PROBLEMA RESUELTO 15.12 -+ Comprobar una fusion completa

Se ponen 0,050kg de hielo a —10°C en contacto con 0,30kg de agua a 40°C. Considera
aislamiento y capacidad despreciable del recipiente. Encuentra la temperatura final. Resolucion.
Enfriar el agua hasta cero liberarfa 50400 J. El hielo necesita 0,050(2100)(10) = 1050 J para
llegar a cero y 16700 J para fundirse. Quedan 32650 J para calentar los 0,350 kg de agua finales.

Asi,
32650

~ 0,350(4200)
El resultado pertenece al intervalo de agua liquida del modelo y confirma la fusién completa.

La suma de las masas se utiliza solo después de haber incorporado el calentamiento y la fusion
iniciales del hielo.

0; °C ~ 22,21 °C.

50400 J disponibles al enfriar el agua hasta cero

fusion calentamiento final

16700 J 32650 J

!

hielo hasta cero
1050 J

La energia se reparte entre calentamiento del hielo, fusiéon y calentamiento del liquido final. Los anchos representan
esas fracciones.

PROBLEMA RESUELTO 15.13 -+ Condensar vapor dentro de agua

Se introducen 0,010kg de vapor de agua a 100°C en 0,20 kg de agua a 20°C. Supén que toda
la masa queda en un recipiente de capacidad despreciable, aislado térmicamente, a presién
atmosférica fija. Comprueba si todo el vapor se condensa y calcula el equilibrio. Resolucion.
Llevar el agua inicial a 100 °C requeriria 67200 J, mientras la condensacién entrega 22600 J. El
equilibrio quedara por debajo de cien y permite la condensacién completa. El agua condensada
también se enfria. El balance es

0,20(4200)(6; — 20) = 0,010(2260000) + 0,010(4200)(100 — 7).

De aqui 8826y = 43600 y 6y ~ 49,43°C. La masa final de liquido es 0,210kg. El resultado
utiliza la energia de condensacién y la que entrega después esa porcién liquida al enfriarse.

Etapa Evolucion Calor de la porcion

Vapor Condensa a 100°C  —22600J
Condensado  Se enfria hasta 6y  —42(100 — 6y) J
Agua inicial ~Se calienta hasta 6 +840(0f — 20)J

Las dos primeras filas son etapas sucesivas de la masa introducida. La suma de los tres calores es cero; ¢ es el
valor numérico de la temperatura final en grados Celsius.

La temperatura constante de una transicién requiere las condiciones indicadas: sustancia pura,
presion aproximadamente fija y evolucion cercana al equilibrio. Una mezcla de sustancias, una presion
variable o un calentamiento con grandes diferencias internas exige otro modelo de la curva térmica.
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También la evaporacién superficial puede ocurrir por debajo de la temperatura de ebullicién, con
una tasa dependiente del entorno.

15.6 Coémo y con qué rapidez se transfiere la energia

El balance energético determina cudnto se intercambia entre dos estados. Para conocer la duracién
necesitamos describir la tasa de transferencia. La potencia térmica es ) = dQ/dt, medida en watts.
Si esa potencia permanece constante, la energia transferida durante un tiempo t es Q = @ t.

En la conduccion, las interacciones microscopicas transportan energia a través del material. En
los metales contribuyen también los electrones moéviles. Para una pared plana homogénea de espesor
L y area A, con caras a temperaturas uniformes y régimen estacionario unidimensional, la ley de
Fourier da la magnitud
T, — T.
1
La conductividad x se mide en W/(mK). El régimen estacionario mantiene fijo el perfil de tem-
peratura y exige condiciones estables en las caras. El transporte neto se dirige hacia la de menor
temperatura. En forma local y con signo, Q, = —kA dT /dz.

Q=rA Ty, > T.. (15.7)

PROBLEMA RESUELTO 15.14 -+ Una pared bajo condiciones estacionarias

Una pared de area 2,0m?, espesor 0,040m y conductividad 0,80 W/(m K) mantiene una
diferencia entre caras de 20 K. Considera conduccién estacionaria, unidimensional y pérdidas
laterales despreciables. Calcula la potencia y la energia que atraviesa la pared en diez minutos.

Resolucion. La potencia es Q = 0,80(2,0)(20)/0,040 = pared
800 W. Diez minutos son 600s, por lo que @ =
800(600) = 480000J. Las temperaturas de las caras
son datos mantenidos externamente. Si ambas perte-
necieran a cuerpos finitos que se enfrian o calientan,
la diferencia variaria y habria que integrar la potencia Ty T,
correspondiente. T, —T. = 20K

Y

Q

La potencia se dirige hacia la cara fria.
Las condiciones estacionarias mantienen
la diferencia entre caras.

Podemos definir una resistencia térmica R; = L/(xkA), con unidades K/W. En capas en serie
y régimen estacionario atraviesa cada capa la misma potencia. Las diferencias de temperatura se
suman y obtenemos Ry total = »_; It,i, despreciando resistencias adicionales de contacto.
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PROBLEMA RESUELTO 15.15 -+ Localizar la temperatura entre dos capas

Una pared tiene dos capas de drea 2,0m?: primero un aislante de espesor 0,020m y x =
0,040 W/(m K); después un ladrillo de espesor 0,10m y x = 0,80 W/(m K). La cara del aislante
se mantiene a 30°C y la exterior del ladrillo a 0°C. Encuentra la potencia estacionaria y la
temperatura de la interfaz, con contacto ideal. Resolucion. Las resistencias son Ry = 0,25 K/W
y Ry = 0,0625 K/W. Por tanto Q = 30/(0,3125) = 96 W. La caida de temperatura en el aislante
es 96(0,25) = 24K, y la interfaz estd a 6 °C. El ladrillo completa una caida de 96(0,0625) = 6 K.
Una capa con mayor resistencia sostiene una fraccién mayor de la diferencia total bajo la misma
potencia.

(m)

xr
0,120

El perfil es lineal dentro de cada capa del modelo estacionario. La interfaz esta a seis grados Celsius.

La conveccion incorpora el transporte de energia por el movimiento de un fluido. Puede surgir
por diferencias de densidad bajo gravedad o ser impulsada por un ventilador o una bomba. En la
superficie del cuerpo siguen interviniendo intercambios microscépicos; el movimiento renueva el fluido
cercano y modifica la tasa. La geometria, la viscosidad y la rapidez del flujo influyen en ese proceso.

La radiacion transporta energia mediante ondas electromagnéticas y puede propagarse en el vacio.
Una superficie a temperatura absoluta T emite una potencia aproximada e AT?, con emisividad
0 < e <1y constante o ~ 5,67 x 1078 W/(m?K*). Para una superficie gris pequefia en una envoltura
grande, isotérmica y que cubre todo su campo de visién, la potencia radiativa neta hacia el entorno
es

Qsaliente = €0 A(T* — T). (15.8)

La expresion incluye la absorciéon de la radiacion del entorno a temperatura T,. Un resultado negativo
corresponde a recepcion neta. La misma emisividad para emisién y absorciéon supone el modelo gris
empleado. La dependencia con la cuarta potencia exige usar kelvin.
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PROBLEMA RESUELTO 15.16 - Restar emision y absorcion radiativas

Una superficie de 4drea 0,50m? y emisividad 0,80 se mantiene a 400 K dentro de una envoltura
grande a 300 K. Usa el modelo anterior y calcula la potencia radiativa neta que entrega.
Resolucion. Sustituir las temperaturas absolutas da

Qsaliente = 0,80(5,67 x 107%)(0,50)(400* — 300%) W = 396,9 W.

La superficie emite aproximadamente 580,6 W y absorbe 183,7 W del entorno. Su diferencia
determina la pérdida neta. Mantener la temperatura de la superficie requiere compensar esa
pérdida y cualquier otro intercambio presente.

] 580,6 W
superficie

100 K 300K

183,7W
entrega neta: 396,9 W

La potencia neta incluye la emisién de la superficie y la absorcién de la radiacién del entorno.

En un objeto cotidiano pueden coexistir los tres mecanismos. Una taza entrega energia por
conduccién a la mesa, por conveccion al aire y por radiacién al entorno. La evaporacién del liquido
anade otra transferencia asociada al cambio de fase y a la masa que sale. Elegir el mecanismo
dominante exige examinar las condiciones de cada caso.

15.7 Temperatura y movimiento microscopico

Para conectar temperatura y movimiento elegimos un modelo preciso: un gas clasico diluido, en
equilibrio, con particulas cuya interaccion fuera de los choques es despreciable. Supondremos choques
elasticos, paredes en reposo y velocidades distribuidas sin una direccion privilegiada. El movimiento
térmico se describe respecto del centro de masa del gas; un flujo del conjunto se trata por separado.

Podemos obtener la presién siguiendo una particula de masa mg dentro de una caja de longitud ¢
en la direcciéon z. Para este calculo trataremos las particulas como independientes, con vuelos libres
entre paredes. Al rebotar en una pared, la componente normal de su momento cambia de signo
y transmite un impulso de médulo 2mg|v,|. Entre dos choques sucesivos contra esa misma pared
transcurre 24/ |v,|. El cociente da una contribucién media a la fuerza igual a mgv2/¢. Sumamos las N
particulas y dividimos por el drea de la pared. Como el volumen es V = A/, resulta p = (N/V )mg(v2).
En un gas diluido con choques mutuos elasticos, el promedio estadistico de los impulsos sobre la
pared conduce a la misma relacion.

La isotropia reparte por igual el promedio cuadratico entre las tres direcciones, de modo que
(v2) = (v?)/3. Por tanto,
1N 9 1,
— - == . 15.9
p =3 mol?) = 5007 (15.9)

Aqui p es la densidad de masa del gas. Los choques producen presién aun cuando el promedio
vectorial de las velocidades térmicas sea cero: la presion depende de cuadrados positivos de sus
componentes.
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La relacion entre la escala termodinamica y este modelo es

<Ktras> - §m0<v > - ikBT) VUrms — <U2> — mo . (1510)

Usaremos kg = 1,380649 x 10723 J/K. La rapidez cuadritica media se obtiene promediando primero
los cuadrados y extrayendo después la raiz. Cada particula puede tener una rapidez distinta y
cambiarla al chocar con otras; la relacién describe el promedio del equilibrio.

PROBLEMA RESUELTO 15.17 + Comparar particulas a la misma temperatura
Dos gases ideales clasicos estan a 300 K. La masa de una particula del segundo es siete veces la
del primero. Compara sus energias cinéticas medias de traslacién y sus rapideces cuadraticas

medias. ;Qué cambia si la temperatura de ambos pasa a 1200 K?

Resolucion. A la misma temperatura ambos tienen my

Y

<Ktras> = %kBT

—>
= 3(1,380649 x 10~2*)(300) J my = Tmy
~ 6,213 x 10721 J. vafv1 = 1/3/7

La rapidez satisface vrms2/Vrms1 = 1/ V7T ~0,378. Al Las ﬂe,d}as comparan .las rapideces

cuadruplicar la temperatura absoluta, cada energia me- cuadriticas medias a igual temperatura.
. . . o . Sus longitudes guardan la razén indicada.

dia se cuadruplica y cada rapidez cuadratica media se

duplica. La razon entre las rapideces de las dos especies

conserva su valor.

Para un gas monoatémico ideal clasico, la contribucién interna del modelo es la suma de esas
energias de traslacion, U = (3/2)NkpgT, con la referencia elegida para las restantes contribuciones
constantes. Una molécula puede almacenar ademés energia de rotacién y vibraciéon. En liquidos y
solidos también importan las interacciones entre particulas. La férmula para la traslaciéon conserva
su alcance especifico dentro del modelo clasico indicado; describir la energia interna completa exige
identificar las contribuciones que resultan accesibles en las condiciones de la muestra.
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PROBLEMA RESUELTO 15.18 -+ Obtener presiéon a partir de choques
En un gas del modelo anterior hay 2,5 x 10?® particulas por metro ctibico. Cada una tiene masa
4,65 x 10720 kg y la rapidez cuadratica media es 500m/s. Calcula la presién y la temperatura.
El gas est4 en reposo macroscopico. Resolucion. La densidad es (2,5 x 102%)(4,65 x 10726) =
1,1625 kg/m3. La ecuacién de los choques da

p = 1(1,1625)(500) Pa = 96875 Pa.

La relacién cinética permite despejar T = mov?,/(3kp) ~ 280,67 K. El promedio vectorial
térmico es cero y el promedio cuadratico es positivo. Combinar las dos ecuaciones conduce a
pV = NkpgT, la relacién de estado que estudiaremos con los procesos de gases en el capitulo
siguiente.

p = 96875 Pa

Dos velocidades opuestas ilustran la compensacién vectorial. La presion depende del promedio cuadratico de
toda la distribucién.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa las constantes de agua y hielo de la seccion 15.5, salvo indicacién distinta. En calorimetria
considera aislamiento y capacidad despreciable del recipiente cuando asi se indique. Las cifras
corresponden a modelos idealizados; el redondeo expresa la aproximacién del calculo.

EJERCICIO 15.1 - Identificar sistemas y signos

Una muestra A a 70 °C entrega 2400 J por contacto a B, inicialmente a 25°C, dentro de una
envoltura aislante. Asigna el calor de cada una y explica qué informacién adicional se necesita
para calcular sus cambios de temperatura.

EJERCICIO 15.2 - Una lectura y un descenso

Convierte 35°C a kelvin y Fahrenheit. Después expresa un descenso de 15°C como diferencia
en ambas escalas y comprueba la lectura final.

EJERCICIO 15.3 - Duplicar una temperatura absoluta

Una muestra esta a 20°C. ;Qué lectura Celsius corresponde al doble de su temperatura
absoluta?
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EJERCICIO 15.4 - Interpolar un termémetro

Una propiedad termométrica vale 20 unidades a 0°C y 80 a 100 °C. Supén linealidad y encuentra
la temperatura correspondiente a una lectura de 47 unidades, en Celsius y kelvin.
EJERCICIO 15.5 - Una longitud que aumenta

Una barra libre de 1,50 m tiene av = 20 x 1079 K~!. Encuentra su aumento de longitud para
AT = 80K y comprueba el cambio relativo.

EJERCICIO 15.6 - El area de un agujero

Una placa isétropa tiene un agujero de area 0,0100m?. Con o = 15 x 1079 K=! y un aumento de
100 K, estima a primer orden el aumento de area y el area final bajo dilatacién libre uniforme.
EJERCICIO 15.7 - Capacidad de una muestra

Una muestra de 0,25kg tiene calor especifico constante 800 J/(kg K). Calcula su capacidad
calorifica y la energia que recibe para aumentar 30 K conservando su fase.

EJERCICIO 15.8 - Calor especifico lineal

Una muestra de 0,10kg tiene c(T) = 200J/(kg K) + [1,0J/(kg K?)](T — 300K) en el proceso
dado. Calcula el calor recibido entre 300 y 340 K, manteniendo la misma fase.

EJERCICIO 15.9 -+ Mezcla de dos porciones

Se mezclan en un recipiente ideal aislado 0,10 kg de agua a 90°C y 0,40kg a 15°C. Encuentra
la temperatura final y el calor de la porcién inicialmente caliente.

EJERCICIO 15.10 - El recipiente también recibe energia

Un calorimetro de 60J/K y 0,20 kg de agua estan a 20 °C. Se introduce un sélido de 0,30 kg,
calor especifico 500 J/(kg K) y temperatura 90 °C. Con aislamiento ideal, encuentra el equilibrio
y las tres transferencias.

EJERCICIO 15.11 - Inferir una propiedad del sélido

Un sélido de 0,10kg a 120 °C se introduce en 0,10 kg de agua a 20 °C, dentro de un calorimetro

de 30 J/K inicialmente a esa temperatura. El equilibrio aislado se alcanza a 30 °C. Estima el
calor especifico del sélido.
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EJERCICIO 15.12 - Una frontera con pérdida conocida

Dos cuerpos de capacidades 600 y 400 J/K estan inicialmente a 80 y 20 °C. Se equilibran en un
recipiente de 200 J/K inicialmente a 20 °C. Durante el proceso el conjunto entrega 6000 J al
entorno. Encuentra la temperatura comin, conservando las fases.

EJERCICIO 15.13 -+ Llegar hasta la fusién completa

Determina la energia necesaria para convertir 0,20 kg de hielo a —5°C en agua a 0°C bajo las
condiciones del modelo.

EJERCICIO 15.14 - Dos fases al final

Se mezclan 0,050 kg de hielo a 0°C y 0,10kg de agua a 20°C en un recipiente ideal aislado.
Determina temperatura y masas finales de cada fase.

EJERCICIO 15.15 - Agua liquida después de la mezcla

En un recipiente ideal aislado se ponen 0,050 kg de hielo a 0°C y 0,20kg de agua a 50°C.
Comprueba la fase final y encuentra su temperatura.

EJERCICIO 15.16 - Extraer energia y congelar una parte

Se enfrian 0,10 kg de agua desde 20 °C hasta obtener 0,040 kg de hielo y el resto de agua a 0°C.
Calcula el calor del sistema durante el proceso a presién atmosférica fija.

EJERCICIO 15.17 - Dosificar vapor

. Qué masa de vapor a 100 °C debe condensarse dentro de 0,20 kg de agua a 20 °C para alcanzar
30°C? Supdn retencién completa de la masa, presién atmosférica fija, aislamiento y capacidad
despreciable del recipiente.

EJERCICIO 15.18 - Leer una curva de calentamiento

Una muestra pura de 0,050kg recibe 80 W constantes. En un tramo de una sola fase su
temperatura sube 0,40 K/s; durante una transiciéon posterior a presién fija permanece constante
por 100s. Desprecia pérdidas y capacidad del recipiente. Calcula el calor especifico del primer
tramo y el calor latente de la transicién completa.
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EJERCICIO 15.19 - Potencia y tiempo en una pared

Una pared de drea 1,0m?, espesor 0,050m y conductividad 0,20 W/(m K) mantiene una
diferencia entre caras de 15 K. Encuentra la potencia estacionaria y la energia transferida en
cinco minutos bajo conduccién unidimensional.

EJERCICIO 15.20 - Dos resistencias térmicas

Dos capas en serie tienen resistencias térmicas 0,40 y 0,10 K/W. La primera estd del lado de
una cara a 25 °C; la segunda termina en una cara a 0°C. Calcula la potencia estacionaria y la
temperatura intermedia con contacto ideal.

EJERCICIO 15.21 - Comparar pérdidas radiativas

Una misma superficie gris esta primero a 400 K y luego a 600 K dentro de una envoltura grande
a 300 K. Mantén constantes su area y emisividad. ;Por qué factor cambia su potencia radiativa
neta saliente?

EJERCICIO 15.22 - Reconocer mecanismos

Explica el intercambio predominante al tocar metal y madera a la misma temperatura ambiente,
la transferencia entre superficies separadas por vacio y el efecto de un ventilador sobre una
superficie caliente. Indica qué condicién adicional permitiria calcular una potencia en cada
caso.

EJERCICIO 15.23 - Dos proporciones microscépicas

Un gas ideal clasico pasa de 200 a 800 K. Encuentra los factores de cambio de la energia cinética
media de traslacion y de la rapidez cuadratica media. A una misma temperatura, compara
después dos especies cuando una particula A tiene cuatro veces la masa de una B.

EJERCICIO 15.24 - Una presion con velocidad media nula
Un gas del modelo cinético tiene densidad 1,20 kg/m? y rapidez cuadrética media 500 m/s.

Calcula la presion y explica como puede coexistir con un promedio vectorial de velocidades
térmicas igual a cero.

338
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Soluciones razonadas

SOLUCION 15.1.

Para A, Q4 = —2400J; para B, Qp = 42400 J. La suma es cero para el intercambio interno. Calcular
los cambios de temperatura requiere las capacidades calorificas y comprobar las fases y condiciones de
cada cuerpo. La igualdad de las energias intercambiadas es compatible con cambios de temperatura

diferentes.
SOLUCION 15.2.

La lectura inicial es 308,15 K y 95 °F. El descenso corresponde a AT = —15K y Afp = —27°F. La

lectura final es 20°C = 293,15 K = 68 °F, que reproduce ambas diferencias.
SOLUCION 15.3.

La temperatura absoluta inicial es 293,15 K. Su doble es 586,30 K, cuya lectura Celsius es 313,15 °C.

El factor dos se aplica después de fijar el origen absoluto de la escala.
SOLUCION 15.4.

La pendiente de calibracion es (80 — 20)/100 = 0,60 unidades por kelvin. La lectura de 47 se sitia 27
unidades por encima del valor inicial, por lo que 6 = 27/0,60 = 45°C y T' = 318,15 K. El resultado

queda entre los puntos de calibracion.
SOLUCION 15.5.

El incremento es AL = (20 x 1079)(1,50)(80) = 0,00240 m = 2,40 mm. El cambio relativo es 0,00160.

La longitud final del modelo vale 1,50240 m, bajo la hipétesis de dilatacion libre.
SOLUCION 15.6.

A primer orden, AA = 2(15x 1079)(0,0100)(100) = 3,00 x 10~° m?. El 4rea final es aproximadamente
0,01003m?. La expansién uniforme aumenta las dimensiones del hueco junto con las de la placa. Los

términos de segundo orden quedan fuera de esta estimacién.
SOLUCION 15.7.

La capacidad es C' = 0,25(800) = 200J/K y el calor recibido @ = 200(30) = 6000J. El calor
especifico caracteriza la respuesta por unidad de masa, mientras la capacidad incluye la masa de

esta muestra.
SOLUCION 15.8.

Con u =T —300K, Q = 0,10[200(40) + (1/2)(40?)] = 880 J. El calor especifico medio es 220 J/(kg K),
que corresponde al punto medio por la dependencia lineal. Multiplicar esa media por 0,10kg y 40 K

comprueba el resultado.
SOLUCION 15.9.

La temperatura final es [0,10(90) + 0,40(15)]/0,50 = 30°C. La porcién caliente tiene @) =

0,10(4200)(30 — 90) = —25200 J. La porcion fria recibe 0,40(4200)(30 — 15) = 25200 J.
SOLUCION 15.10.

El agua y el recipiente suman 900 J/K; el sélido, 150 J/K. El balance 900(6 — 20) + 150(6; —90) = 0

da 30°C. Las transferencias son s = —9000J, @, = +8400J y Q. = +600J. Su suma es cero.
SOLUCION 15.11.

El agua y el calorimetro reciben [0,10(4200) + 30](30 — 20) = 4500 J. El sélido se enfria 90 K, por lo
que ¢s = 4500/[0,10(90)] = 500J/(kg K). La estimacion corresponde al intervalo y a las hipdtesis del

ensayo.
SOLUCION 15.12.

Para la frontera que encierra cuerpos y recipiente, el calor exterior es —6000J. Asi, 600(6; — 80) +
400(6f — 20) + 200(6 — 20) = —6000. Resulta 6y = 45°C. Las contribuciones son —21000, +10000 y

+5000J, cuya suma es —6000 J.
SOLUCION 15.13.

Calentar el hielo requiere 0,20(2100)(5) = 2100 J. La fusién completa requiere 0,20(334000) = 66800 J.
El calor total recibido es 68900 J y el estado final es agua a la temperatura de fusién del modelo.



Temperatura, calor y teorfa cinética 340

SOLUCION 15.14.
El agua puede entregar 0,10(4200)(20) = 8400J hasta llegar a cero. Se funden 8400/334000 ~
0,02515 kg. Quedan 0,02485 kg de hielo y 0,12515 kg de agua, ambos a 0°C. La suma de las masas

es 0,150 kg.
SOLUCION 15.15.

El agua caliente puede entregar 42000 J hasta cero; fundir el hielo consume 16700 J. La energia
restante, 25300J, calienta 0,250kg de agua. Por tanto 0y = 25300/[0,250(4200)] ~ 24,10°C. La

temperatura positiva confirma la fusién completa.
SOLUCION 15.16.

El enfriamiento del liquido entrega 0,10(4200)(20) = 8400 J y congelar 0,040 kg entrega otros 13360 J.
Para el sistema, Q = —21760J. El estado final reiine 0,040 kg de hielo y 0,060 kg de agua a cero

grados Celsius.
SOLUCION 15.17.

El agua inicial necesita 0,20(4200)(10) = 8400J. Cada kilogramo de vapor entrega 2260000 +
4200(100 — 30) = 2554000 J /kg al condensarse y enfriarse. La masa requerida es 8400/2554000 =~

0,003289 kg = 3,289 g. El equilibrio a treinta grados es compatible con la condensaciéon completa.
SOLUCION 15.18.

En el primer tramo, Q = C'dT'/dt da C' = 80/0,40 = 200J/K y ¢ = 200/0,050 = 4000 J /(kg K). La
transicién recibe 80(100) = 8000 J, por lo que L = 8000/0,050 = 160000 J /kg. El tramo inclinado

mide una capacidad y el horizontal una energia de transformacion.
SOLUCION 15.19.

La potencia es 0,20(1,0)(15)/0,050 = 60 W. Cinco minutos equivalen a 300s, y la energfa transferida
es 18000 J. Ambos resultados dependen de que se mantenga la diferencia de temperaturas durante el

intervalo.
SOLUCION 15.20.

La resistencia total es 0,50 K/W y la potencia 25/0,50 = 50 W. La primera caida es 50(0,40) = 20 K,

de modo que la interfaz estd a 5°C. La segunda capa completa los 5 K restantes.
SOLUCION 15.21.

El 4rea, la emisividad y la constante se cancelan. La razén es (600% —300%)/(400* — 300%) = 243/35 ~
6,94. La absorcion desde el entorno participa en ambas potencias netas; conservarla en la razén es

parte del modelo.
SOLUCION 15.22.

El contacto con la mano produce conduccién; las distintas tasas explican la diferente sensacion
térmica del metal y la madera. En el vacio puede haber intercambio radiativo. Un ventilador renueva
el fluido junto a la superficie mediante conveccién forzada. Calcular potencias requiere temperaturas
y propiedades de transporte, ademas de geometria; para radiacion hacen falta también emisividad y

entorno radiativo.
SOLUCION 15.23.

La temperatura absoluta se cuadruplica: la energia cinética media de traslacién aumenta por cuatro
y la rapidez cuadratica media por dos. A igual temperatura, ambas especies tienen la misma energia

media de traslacion y vrms,4/vrms,3 = 1/2 para una masa por particula cuatro veces mayor.
SOLUCION 15.24.

La presion es p = (1/3)(1,20)(5002) = 100000 Pa. En equilibrio isotrépico se compensan los promedios
con signo de las componentes de velocidad. Sus cuadrados conservan un promedio positivo, que fija
la tasa de transferencia de momento a las paredes.
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Una experiencia: medir la respuesta térmica de una muestra

Del registro de temperatura al balance

Utiliza agua templada, un recipiente aislante, una balanza y un termémetro de resoluciéon
conocida. Registra masas y temperaturas iniciales, mezcla dos porciones y mide la temperatura
a intervalos regulares. Mantén temperaturas de manipulacion segura; las experiencias con vapor
requieren equipos de laboratorio adecuados.

Predice el equilibrio y compéaralo con el registro. Anota la demora del sensor y el tiempo
de mezcla. Estima la capacidad del recipiente mediante calibraciéon o explica su efecto en el
balance. Conserva las lecturas originales y sus incertidumbres.

Una temperatura que sigue cambiando puede revelar pérdidas, desigualdades internas o res-
puesta lenta del sensor. Repite con distintas masas. Con un calentador de potencia conocida,
compara la pendiente inicial con dT'/dt = Q /C'y estudia como evoluciona por las pérdidas.

Diagnéstico antes de avanzar

Un calorimetro de 60 J/K contiene 0,20 kg de agua, ambos a 20°C. Se afiaden 0,020 kg de hielo a
0°C y se alcanza equilibrio con aislamiento ideal. Después un calentador de potencia de entrada
125 W funciona durante 60s, y el 80 % de esa energia llega al agua y al recipiente. Determina las fases
y temperaturas después de cada etapa. Explica cémo cambia el cdlculo si queda hielo al comenzar el
calentamiento.

Contraste. Agua y recipiente pueden entregar [0,20(4200) + 60](20) = 18000 J al llegar a cero. La
fusién consume 6680 J; los 11320 J restantes calientan una capacidad final 0,220(4200)+60 = 984 J/K.
La primera temperatura es 11320/984 ~ 11,50 °C, con toda el agua liquida. El calentador recibe 7500 J
y transfiere 6000 J al conjunto. La segunda temperatura es 17320/984 ~ 17,60 °C. Si coexistieran
agua y hielo al inicio de esa etapa, la energia calentadora se repartiria primero segin la fusién
pendiente y después segin la capacidad de las fases finales.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, 12.2
edicién, capitulo 17, secciones 17.1-17.7; capitulo 18, secciones 18.3-18.4. R. A. Serway y C. Vuille,
Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.% edicién, secciones 10.1-10.3, 10.5 y 11.1-11.5. Los problemas,
datos y ayudas visuales de este capitulo se han preparado para esta obra.
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Una jeringa tapada permite observar una relacion
entre volumen y presién: al empujar el émbolo, el
aire ofrece una resistencia creciente. La temperatura
también interviene. Una compresién rapida puede
elevarla; una compresién lenta, en contacto con un
bano térmico, permite que el gas entregue energia
mientras disminuye su volumen.

Para explicar esas diferencias seguiremos dos pre-
guntas: qué estados puede alcanzar una cantidad
de gas y qué intercambios permiten pasar de uno
a otro. El trabajo del piston y la transferencia de
calor dardn un balance de energia. Al cerrar una
trayectoria aparecerd una maquina térmica; al exa-
minar el sentido de sus intercambios necesitaremos
el segundo principio y la entropia.
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16.1 Describir el estado de un gas

Consideremos un gas que ha alcanzado equilibrio dentro de un recipiente. Su presién p, su volumen
V', su temperatura absoluta T y la cantidad de sustancia n describen aspectos de ese estado. La
ecuacion de estado relaciona esas variables. En el modelo de gas ideal,

pV =nRT = NkpT. (16.1)

Aqui N cuenta particulas y n = N/N4 expresa esa cantidad en moles. La constante R = Nakp
vincula ambas descripciones. Usaremos R ~ 8,314 J/(mol K) en los calculos. El nimero de Avogadro
es Ny = 6,02214076 x 10?3 mol~ .

El modelo aproxima un gas suficientemente diluido, con tamano molecular e interacciones entre
particulas pequenos para las condiciones estudiadas. La cercania a una transicion de fase, una
densidad elevada o efectos cuanticos importantes exigen una descripciéon mas amplia. Comprobar las
condiciones de uso forma parte de interpretar un resultado.

La presion de la ecuacién es absoluta, medida respecto del vacio. Un mandémetro suele informar
la diferencia respecto del ambiente: p = pman + Pamb. La temperatura se expresa en kelvin. En
unidades SI, Pa m?® = J; ademés, 1L = 1072 m? y 1kPa L = 1J. Estas relaciones permiten revisar
las conversiones antes de sustituir datos.

PROBLEMA RESUELTO 16.1 -+ Contar moles a partir de un estado

Un gas ideal ocupa 12,0 L a 200 kPa absolutos y 300 K. Estima la cantidad de sustancia y el
ntimero de particulas. Resolucion. El producto presion por volumen es 200(12) = 2400 J. Por

tanto,
2400
n=-——————mol ~ 0,9622 mol N =nN4 ~ 5,795 x 10%.
(8,314)(300) ’ A=
El volumen describe toda la muestra; el mol permite expresar cuantas particulas contiene. El
calculo presupone que la presion y la temperatura dadas caracterizan el estado de equilibrio.

12,0L

— 200 kP
300 K p = 200kPa

n ~ 0,9622 mol

La presién absoluta, el volumen y la temperatura describen un estado de equilibrio de la muestra.

Cuando la muestra permanece cerrada, n se conserva. Dividir la ecuacién entre T proporciona
pV/T = nR y permite relacionar dos estados de esa misma cantidad de gas. Si entra o sale materia,
conviene escribir la ecuacion para cada estado con su propio n.
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PROBLEMA RESUELTO 16.2 - Relacionar dos estados de una muestra cerra-
da

Una muestra ideal pasa de 100 kPa, 4,00 L y 300K a 150kPa y 6,00 L. Calcula su temperatura
final e indica qué informacién falta para hallar el trabajo. Resolucion. La conservacién de la
cantidad de gas da

Vs _ 300 150(6)
piVi 100(4)

El producto pV aumenta por un factor 2,25, igual al de la temperatura absoluta. Para obtener
el trabajo necesitamos describir como se mueve la frontera y qué presiéon externa se opone
a ella durante el proceso. Los estados extremos permiten fijar la temperatura final y dejan
abierta esa trayectoria.

T; =T, K = 675 K.

Estado p (kPa) V (L) T (K)

Inicial 100 4 300
Final 150 6 675

La cantidad de gas se conserva; el producto pV y la temperatura aumentan por el mismo factor.

16.2 El trabajo al cambiar el volumen

Tomemos como sistema el gas dentro de un cilindro. Un pistén de drea A se desplaza una distancia
dx hacia afuera; el volumen aumenta dV = Adz. Llamamos pey; a la presién mecanicamente
transmitida en la frontera mévil del sistema. El trabajo que cruza esa frontera es dW = pextdV . Para
identificar esta presion con la de una carga exterior distante suponemos un pistén ideal, variacién
despreciable de su energia cinética y pérdidas mecéanicas despreciables. Si el pistén acelera o disipa
energia, el trabajo recibido por la carga requiere un balance adicional. Para el trabajo de frontera
usamos asi

Vi
W:/V%MV (16.2)
Vi

Un valor positivo corresponde a trabajo realizado por el gas; la compresién, con volumen decreciente
y presién positiva, produce W < 0. Este convenio se mantendra durante todo el capitulo.

En una transformacién cuasiestatica, el gas atraviesa estados préximos al equilibrio. Si el pistén se
mueve con diferencias de presién infinitesimales y friccién despreciable, podemos sustituir peyxt por la
presién de equilibrio p del gas. Entonces el trabajo se lee como area orientada bajo la trayectoria del
diagrama p-V. Una linea vertical tiene dV = 0; un recorrido hacia la derecha aporta area positiva y
uno hacia la izquierda, negativa.

En una expansion rapida, la presién del gas puede variar espacialmente; el trabajo exige la fuerza
transmitida en su frontera y el desplazamiento correspondiente. Una curva de presién de equilibrio
entre los extremos representa una trayectoria idealizada cuya aplicacion requiere justificar el proceso.
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PROBLEMA RESUELTO 16.3 - Mover un pistéon a presiéon constante

Un gas se expande cuasiestaticamente desde 2,00 hasta 5,00 L a 200 kPa constantes. Calcula el
trabajo que entrega y el correspondiente a recorrer la misma transformacién en sentido inverso.

Resolucion. La presion constante sale de la integral: P

W = p(Vy — Vi) = 200(5 — 2) J = 600 J.

200 kPa —
El gas entrega 600J al entorno. Al recorrer la misma 600
linea desde 5 hasta 2L, W = 200(2 — 5) = —600J: el o
entorno realiza 600 J de trabajo sobre el gas. El signo se 2L 5L

obtiene del desplazamiento de la frontera. . . .
El 4rea se orienta con el recorrido. La

expansion entrega trabajo positivo.

PROBLEMA RESUELTO 16.4 - Sumar un area con presiéon variable

Durante una expansién cuasiestatica la presiéon aumenta linealmente de 100 a 300 kPa mientras
el volumen pasa de 2,00 a 6,00 L. Encuentra el trabajo e interpreta geométricamente el calculo.
Resolucidon. El drea bajo la recta es un trapecio. Su altura media es (100 + 300)/2 = 200 kPa y
su base es 4,00 L. Asi,

_ pi +Dpf

W 2

(Vj — Vi) = 200(4) J = 800 J.

También podemos sumar un rectangulo de 400J y un tridangulo de 400 J. La presion media
aritmética sirve aqui porque la dependencia con V' es lineal; una curva general requiere su area
o la integral correspondiente.

p (kPa)

300

100

>V (L)

La recta permite sumar el rectdngulo y el tridngulo que forman el area bajo la trayectoria.
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16.3 La energia que permanece y la que cruza la frontera

En el desarrollo que sigue, el trabajo intercambiado corresponde al trabajo de frontera. La energia
interna U caracteriza el estado del sistema; los intercambios por calor y por trabajo describen un
proceso. Para una muestra cerrada cuyos cambios de energia cinética y potencial macroscopicas son
despreciables, el primer principio toma la forma

AU =Q —W. (16.3)

Usamos ) > 0 para calor recibido y W > 0 para trabajo entregado. Conservar un mismo sistema y
una misma convencion permite sumar las etapas sin alterar sus signos. Cuando hay otros trabajos,
como el eléctrico o el de un agitador, W representa la suma algebraica de los trabajos entregados; la
integral de presién por volumen corresponde Unicamente al trabajo de frontera.

Esta forma del balance supone ademds una frontera cerrada a la materia. Una turbina con flujo
continuo requiere incorporar la energia transportada por el fluido que entra y sale. En los modelos
de este capitulo seguiremos una cantidad fija de gas o una sustancia de trabajo que completa un
ciclo idealizado.

PROBLEMA RESUELTO 16.5 -+ Comprimir mientras se entrega calor

Durante una compresién el entorno realiza 500 J de trabajo sobre un gas y el gas entrega 120 J
por calor. Calcula el cambio de energia interna.

Resolucion. Para el gas, W = —=500J y Q = —120J. El

balance da trabajo |54 j
\
AU = —120 — (—500) = 380 J. gas
AU = 380J
La energia interna aumenta: el aporte mecanico supera
la energia que sale por calor. En un gas ideal de compo- calor |[120J
sicién fija ese aumento corresponde a una elevacion de \
temperatura, dentro del modelo de capacidad calorifica  Las flechas representan las energias
empleado. recibida por trabajo y entregada por
calor. Su diferencia aumenta la energia
interna.

La condicién de ser una funcién de estado tiene una consecuencia practica. Entre dos estados
dados, AU queda fijado, aunque existan varios caminos para conectarlos. Los valores de Q y W
pueden cambiar de un camino a otro; su diferencia conserva el cambio de energia interna.
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PROBLEMA RESUELTO 16.6 -+ Comparar dos caminos entre los mismos
estados

Un gas ideal monoatémico pasa de A = (2,00L,100kPa) a B = (4,00 L, 200 kPa). Un camino
eleva primero la presién a volumen fijo y después expande a 200 kPa. Otro expande primero a
100 kPa y luego eleva la presién a volumen fijo. Compara W, AU y Q. Usa U = %pV maés una
referencia constante. Resolucion. Las etapas verticales aportan trabajo cero. En el camino de
presién alta, W7 = 200(4 — 2) = 400 J; en el de presién baja, Wa = 100(4 — 2) = 200J. Ambos

comparten

AU = 2[psVis — paVa] = 5[200(4) — 100(2)] J = 9001

Por el primer principio, @1 = 900 4+ 400 = 1300J y Q2 = 900 4+ 200 = 1100 J. El camino que
entrega 200 J mas de trabajo necesita recibir 200 J méas de calor para alcanzar el mismo estado
final.

p (kPa)

200 F-------

100 f-------

V(L)

N - -
- - -

Los dos caminos comparten extremos y cambio de energia interna. Las dreas bajo sus tramos horizontales son
diferentes.

16.4 Capacidades calorificas de un gas ideal

En un gas ideal de composicion fija, la energia interna depende de la temperatura. La relacién
cinética del capitulo anterior da, para un gas monoatémico clasico, U = %nRT mas una constante
de referencia. Al cambiar la temperatura,

3
AU = nCy AT, Cy = §R (monoatémico clésico). (16.4)

En este capitulo Cy y C, designan capacidades calorificas molares, medidas en J/(molK); la
capacidad de toda la muestra incluye el factor n. El subindice de Cy recuerda cémo se determina: a
volumen constante, con trabajo de frontera nulo, el calor recibido coincide con AU.

Como U depende de T, el mismo nCy AT sirve para obtener su cambio a lo largo de cualquier
proceso del gas ideal, cuando Cy puede tomarse constante. Para una dependencia apreciable con
la temperatura se usa AU = n [ Cy(T)dT. La eleccién del proceso modifica el calor y el trabajo,
conservando esa relacién entre estados.

A presién constante, el gas ademas se expande y entrega W = pAV = nRAT. Entonces
Qp =AU + W =n(Cy + R)AT. Por definicion @, = nC,AT, de donde

C,—Cy =R, (16.5)

/Y:Civ.
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Para el modelo monoatémico, C, = %R y v =5/3. En un gas diatémico con traslaciéon y rotacién
activas y vibracién despreciable, el modelo clasico da Cy = %R, Cp = %R y 7 = 7/5. El intervalo
térmico y los grados de libertad disponibles determinan la aproximaciéon apropiada.

PROBLEMA RESUELTO 16.7 - Elevar la misma temperatura de dos maneras

Una muestra de 0,500 mol de gas ideal monoatémico aumenta su temperatura 80,0 K. Compara
el calor requerido a volumen constante y a presién constante, suponiendo sélo trabajo de
frontera. Resolucion. El cambio de energia interna es el mismo en ambos casos:

3
AU = 0,500 <2) (8,314)(80,0) = 498,84 J.
A volumen constante, Wy =0y Qv = 498,84 J. A presiéon constante, W, = nRAT = 332,56 J

y @p = 831,40J. La diferencia entre los calores coincide con el trabajo de expansién de la
segunda transformacién.

Proceso AU (J) W (J) Q(J)

V' constante 498,84 0 498,84
p constante 498,84 332,56 831,40

El calor adicional a presiéon constante coincide con el trabajo de expansion.

16.5 Reconocer y calcular una transformacion

Una restriccién fisica permite escoger la relacién util. Un recipiente rigido fija el volumen; un
piston ideal sometido a una carga constante puede mantener la presiéon; un bafo térmico grande
puede sostener la temperatura durante un proceso suficientemente lento. El aislamiento térmico
favorece una transformacién adiabatica, definida por @ = 0.

En una transformacion isocora, el trabajo de frontera es cero y @ = AU. En una isobdrica,
W = pAV y el calor incluye tanto el cambio interno como el trabajo. Una transformacién isotérmica
mantiene T constante; para un gas ideal de composicién fija conserva también U. Estas condiciones
describen magnitudes distintas y permiten deducir qué términos del balance quedan determinados.



Gases, trabajo y principios de la termodindmica 349

PROBLEMA RESUELTO 16.8 - Recibir calor en un recipiente rigido

Un mol de gas ideal monoatémico pasa de 300 a 500 K dentro de un recipiente rigido. Calcula
W, AU, @ y la razén de presiones. Supén sélo trabajo de frontera. Resolucion. La rigidez
impone W = 0. Con AT = 200K,

AU = ;(1)(8,314)(200) =24942J,  Q =2494,2].

La ecuacién de estado da py/p; = Ty/T; = 500/300 = 5/3. La energia recibida eleva la
temperatura y aumenta la presién del gas encerrado.

Magnitud Estado inicial Estado final

g 300 K 500 K
|4 Vi Vi
p i (5/3)pi

La rigidez conserva el volumen; el cociente de presiones sigue al de temperaturas absolutas.

PROBLEMA RESUELTO 16.9 -+ Repartir energia durante una expansion
isobarica

Un mol de gas ideal monoatémico se expande cuasiestaticamente a presién constante al pasar
de 300 a 450 K. Calcula el trabajo, el cambio interno y el calor recibido. Resolucion. La ecuacién
de estado permite escribir el trabajo sin conocer por separado la presiéon y los voltimenes:

W = nRAT = (8,314)(150) = 1247,1J.

El cambio interno es AU = %(8,314)(150) = 1870,65J. Por tanto, Q = 3117,75J, igual a
nCpAT. Dos quintas partes de la energia recibida se entregan como trabajo y tres quintas
partes aumentan la energia interna en este modelo.

Q =3117,75]
AU W
1870,65 J 1247,107

Los anchos representan el reparto: tres quintos a energia interna y dos quintos a trabajo.

Para una expansion isotérmica cuasiestética y mecédnicamente reversible del gas ideal, p = nRT/V.
Integrar la presion da
V
W:nRTanf, AU =0, Q=W (16.6)

(2
El logaritmo es natural y su argumento es una razén sin unidades. La presién disminuye mientras
aumenta el volumen, de modo que el area requiere integrar una hipérbola. Mantener la temperatura
durante la expansién exige que el entorno reponga mediante calor la energia entregada como trabajo.
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PROBLEMA RESUELTO 16.10 -+ Duplicar el volumen sin cambiar la tempe-

ratura

Una muestra de 0,500 mol de gas ideal se expande reversiblemente a 300 K hasta duplicar su
volumen, en contacto con un bafio a esa temperatura. Calcula W, AU y Q. Resolucion. La
razén de volimenes es dos. Entonces

W = 0,500(8,314)(300) In 2 J ~ 864,42 J.

Como T se conserva, AU =0y Q ~ 864,42 J. La presion final vale la mitad de la inicial. El
bano suministra energia durante la expansiéon mientras el gas mantiene su energia interna.

p/pi
T = 300K
1 7777777 I
12{--nnee- T ‘
1 v
1 2 /

Los ejes muestran razones respecto del estado inicial. La hipérbola corresponde a temperatura constante.

En una transformacién adiabética, el primer principio se reduce a AU = —W. La condicién
térmica por si sola permite que la temperatura cambie. Para obtener una ley de trayectoria anadimos
hipotesis: gas ideal, capacidades molares constantes, s6lo trabajo de frontera y proceso cuasiestatico
mecéanicamente reversible. Asi, nCydT = —pdV = —nRT dV/V . Dividiendo e integrando,

TV~ = constante, pV7 = constante. (16.7)

Se us6 R/Cy = v — 1. La expansion adiabatica reversible enfria el gas; la compresion eleva su
temperatura. La curva adiabética tiene pendiente dp/dV = —vp/V, més pronunciada que la isoterma
dp/dV = —p/V que atraviesa el mismo punto. Un proceso rapido puede aproximar @ =0y, a la
vez, presentar desequilibrios internos que exijan otro analisis mecanico.
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PROBLEMA RESUELTO 16.11 - Expandir con aislamiento y equilibrio meca-
nico limite

Un mol de gas ideal monoatémico se expande adiabatica y reversiblemente desde T; = 400 K,
Vi = 10,0 L hasta V; = 80,0 L. Usa capacidades constantes. Calcula la temperatura y presiéon
finales y el trabajo. Resolucion. Con v = 5/3, la razén de volimenes es ocho y

1 2/3
T} = 400 <8> K = 100 K.

La presion inicial es p; = (8,314)(400)/0,010 = 332560 Pa. La relacién adiabética da py =
pi/8°/% = 10392,5 Pa. También resulta de p; = nRT}/V;. Como Q = 0,

3
(8,314)(300) = 3741,3J.

W = —AU = nCy(T ~Ty) = 5

El trabajo positivo procede de la disminucién de energia interna. Las dos comprobaciones de

presién verifican la compatibilidad del estado final con la trayectoria.

p/pi
1

400K

- - - isoterma

N — adiabatica

Las curvas parten del mismo estado. La adiabética reversible llega a una presién 1/32 de la inicial y a 100 K; la
curva discontinua conserva 400 K.

Una expansion libre ofrece otra situacién adiabatica. Un tabique separa inicialmente el gas de una
regién vacia dentro de una envoltura rigida y aislada. Al retirar el tabique, el gas ocupa el espacio
disponible. La presién externa que se opone a la expansiéon es cero, y el recipiente exterior permanece
inmévil. El balance puede aplicarse entre los estados inicial y final de equilibrio aun cuando los
estados intermedios sean muy desiguales.



\V)

Gases, trabajo y principios de la termodindmica 35

PROBLEMA RESUELTO 16.12 -+ Ocupar un espacio vacio

Un mol de gas ideal a 300 K ocupa 5,00 L y se expande libremente hasta 10,0 L dentro de una
envoltura aislada. Encuentra @, W, AU, T} y la razén de presiones.

Resolucion. El aislamiento da @ = 0 y la expansién i
contra el vacio da W = 0. Por tanto, AU = 0. Para el gas i vacio
gas ideal, esto implica Ty = 300K; el equilibrio final sa- 5L ' 5L
tisface p¢/p; = Vi/Vy = 1/2. La trayectoria real incluye -
estados de desequilibrio. La relacién pV? = constante Q=W=0

corresponde a las hipétesis de reversibilidad mecanica

il 1 G edlieedn amiemion, El tabique se retira dentro de una

envoltura rigida y aislada. El gas ocupa
también el espacio inicialmente vacio.

16.6 Cerrar la trayectoria: ciclos y area neta

En un ciclo la sustancia de trabajo vuelve al estado inicial. Por ello AUgo = 0 y el primer
principio exige Qneto = Wheto- Cada etapa conserva sus propios signos. Una sustancia puede recibir
y entregar cantidades importantes de calor y terminar el ciclo con la misma energia interna.

En un ciclo cuasiestatico simple, el trabajo neto es el area orientada encerrada en el diagrama
p—V. Un recorrido horario expande a presiones superiores a las de compresién y entrega trabajo
neto positivo. Recorrer la misma curva en sentido inverso cambia el signo del trabajo. La geometria
ofrece una comprobacion independiente de la suma de etapas.
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PROBLEMA RESUELTO 16.13 - Hacer el balance de un ciclo rectangular

Una muestra de 0,100 mol de gas ideal monoatémico recorre A - B — C — D — A, con estados
A= (2L,100kPa), B = (2L,300kPa), C = (6 L,300kPa), D = (6 L, 100 kPa). Calcula W, AU
y @ por etapa, y el rendimiento Wheto/Qentrada del ciclo. Resolucidn. Usamos U = %pV mas una
referencia. Los cambios internos son 600, 1800, —1800 y —600J. Las dos etapas is6coras tienen
trabajo cero; en las horizontales, Wpc = 300(6 — 2) = 1200J y Wpy = 100(2 — 6) = —400J.
Aplicar Q = AU + W completa la tabla de la ayuda.

El trabajo neto es 800 J, también igual al drea (300 — 100)(6 — 2) J. El calor entrante suma
Qap + Qpc = 600 + 3000 = 3600 J; salen 1800 + 1000 = 2800 J. Asi,

800 2
= 3600 — 5 " 0,2222 = 22,22 %.

El denominador cuenta todos los aportes positivos de calor. Este ciclo intercambia energia a
temperaturas variables; interpretar sus contactos térmicos requiere esa informacion adicional.

p (kPa)

300| By > C
Etapa AU (J) W (J) Q (J)

B y

A—> B 600 0o 600 00 A= b
B—C 1800 1200 3000 5 g V(L)
C5 D —1800 0 —1800
D—A  —600 —400 —1000
Ciclo 0 800 800

La suma de calores coincide con el drea orientada del ciclo horario. Todas las cifras de la tabla usan el convenio
del gas.

16.7 MaAaquinas térmicas, refrigeradores y limites

Una maquina térmica ciclica puede recibir una energia )j, de un depésito caliente y entregar una
energia Q. a un depdésito frio, produciendo trabajo Wgaiida. Aqui Qp v Q¢ son magnitudes positivas:
para la sustancia de trabajo, los calores con signo son +@Q; v —Q.. El balance y el rendimiento

quedan

Wsai a c
Wsalida = Qh - Qm n= Q;d =1- gh (168)

Un depdsito térmico ideal conserva su temperatura mientras entrega o recibe las energias consideradas.
Este modelo permite separar las propiedades del ciclo de la evolucién térmica de un cuerpo pequeno,
cuya temperatura si cambiaria durante el intercambio.
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PROBLEMA RESUELTO 16.14 - Pasar del ciclo a la potencia

Una maquina recibe 2400J y entrega 1500J al depésito frio en cada ciclo. Funciona a 20
ciclos por segundo. Calcula el trabajo por ciclo, el rendimiento y la potencia mecanica media.
Resolucion. El trabajo 1til por ciclo es Wgaiiga = 2400 — 1500 = 900 J. El rendimiento vale
n = 900/2400 = 0,375 = 37,5 %. La frecuencia de ciclos da

P = (900J)(20s™1) = 18000 W = 18,0 kW.

La potencia térmica entrante es 48,0kW y la que sale hacia el depodsito frio es 30,0 kW; su
diferencia reproduce la potencia mecanica.

’ depdsito caliente ‘

2400J

y
maquina > 900 J

deposito frio

Los valores corresponden a un ciclo. La energia entrante se reparte entre trabajo y calor entregado al depdsito
frio.

El primer principio conserva la energia; el segundo introduce restricciones sobre los procesos
capaces de realizar esa conversiéon. En el enunciado de Kelvin—Planck, una méquina ciclica que
produce trabajo a partir de un tinico depésito térmico necesita algin otro efecto en el entorno: la
conversién integra del calor tomado de ese tinico depdsito en trabajo, como tnico resultado, queda
excluida. El enunciado de Clausius establece que trasladar calor de un depdsito frio a uno caliente
requiere una compensacion externa, como el suministro de trabajo. Ambas formulaciones expresan
restricciones equivalentes.

Para comprender el limite ideal, llamamos reversible a un proceso cuya inversion puede restituir
tanto el sistema como el entorno a sus estados iniciales. Esto exige diferencias impulsoras infinitesi-
males y ausencia de disipacién. La lentitud puede favorecer el equilibrio, mientras que la fricciéon
mantiene una fuente de irreversibilidad incluso con movimiento lento.

Entre dos depdsitos a temperaturas T, > T, > 0, un ciclo reversible de Carnot establece el

rendimiento méximo
USUczl—E. (16.9)
1y,
El ciclo de Carnot de gas ideal combina una expansién isotérmica a T}, una expansion adiabatica
reversible hasta T, una compresion isotérmica a T, y una compresién adiabatica reversible de regreso.
Las dos adiabaticas dan iguales razones de volumen en las isotermas, y las expresiones logaritmicas
del calor conducen a Q./Qp = T./Ty. El segundo principio extiende el limite a cualquier sustancia

de trabajo entre esos dos depdsitos. Las temperaturas de la razén son absolutas.
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PROBLEMA RESUELTO 16.15 -+ Examinar una promesa de rendimiento

Una maquina opera ciclicamente entre 600 y 300 K y recibe 2400 J por ciclo. Determina el
maximo trabajo y examina una propuesta que promete entregar 1500 J de trabajo mientras
cede 900J al depdsito frio. Resolucion. El limite es ne = 1 — 300/600 = 0,500. Por tanto,
Winax = 1200 J y el rechazo minimo de calor es 1200 J. La propuesta conserva la energia, porque
2400 = 1500 + 900, pero su rendimiento es 1500/2400 = 62,5 %, superior al limite del 50 %. El
segundo principio la excluye bajo las condiciones dadas. La méquina del problema anterior,
con 37,5 %, tiene un rendimiento compatible con este limite si opera entre esos depdsitos.

limite de Carnot: 50 %

v propuesta: 62,5 % 100%

La escala representa rendimiento. La propuesta rebasa el méximo entre los dos depdsitos especificados.

Un refrigerador emplea trabajo para retirar calor del depdsito frio. Si recibe Weptrada > 0, el
balance de magnitudes es Qp = Q¢ + Wentrada- Su coeficiente de desempeno se define por el efecto

buscado:
Qc : COPBC _ Qh

Wentrada entrada

COPR = — COPg + 1. (16.10)

La segunda expresién corresponde a una bomba de calor que se utiliza para calentar. Estos cocientes
pueden superar uno porque comparan calor trasladado con trabajo suministrado. Para equipos
reversibles entre dos depdésitos,

T. Ty,

P AX — o s P ix = /-
CO R,mé Th — Tc CO BC,ma Th — Tc

Una diferencia menor entre temperaturas reduce el trabajo minimo necesario para trasladar una
cantidad dada de energia, dentro de este modelo de depdsitos ideales.
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PROBLEMA RESUELTO 16.16 - Contar lo que extrae y lo que entrega un
refrigerador

Un refrigerador retira 600J de un depésito a 270K por ciclo y consume 200J de trabajo.
Entrega calor a un dep6sito a 300 K. Calcula los dos coeficientes de desempeno y comparalos
con sus limites.

Resolucion. Se entregan @), = 600 + 200 = 800J 300 K
al depésito caliente. Asi, COPr = 600/200 = 3 y 4
COPpc = 800/200 = 4. Los méaximos son 270/30 = 9 800 ]
y 300/30 = 10, respectivamente. Los valores dados son
compatibles con ambos limites; el balance incluye tanto 200 J, equ@
la energia extraida como el trabajo que recibe el equipo. y
600 J
270K

La energia entregada al depdsito caliente
incluye el calor retirado del frio y el
trabajo recibido.

16.8 Entropia y sentido de los procesos

Dos depésitos a distinta temperatura pueden intercambiar calor espontdneamente y conservar
la energia total. Esa conservacién también se cumpliria si la energia circulara en sentido contrario.
Necesitamos una magnitud que distinga el sentido permitido. La entropia S es una funcién de estado
cuyo cambio se obtiene mediante una trayectoria reversible que conecte los estados considerados:

fé

AS = / Qrev. (16.11)
i T

La unidad es J/K. El subindice indica una condicién del camino de célculo. Para una transferencia

reversible a temperatura constante, AS = Qyeyv/T. Un depdsito ideal que recibe un calor con signo

() cambia su entropia en Q/T, pues su temperatura permanece fija.

Para un sistema cerrado, el balance de entropia puede escribirse AS = [0Q /Ty, + Sgen, con Tj, la
temperatura absoluta de la frontera por donde cruza cada aporte de calor y Sgen > 0 la entropia
generada por irreversibilidades. Si hay varios contactos, se suman sus contribuciones. El intercambio
puede disminuir la entropia de una parte mientras la generacién conserva el signo exigido al conjunto
aislado.

La desigualdad de Clausius para un ciclo es

0Q

— < 0. 16.12

< (16.12)
En un ciclo, el balance anterior da § 6Q /T, = —Sgen. La igualdad expresa generacién interna
nula para el sistema y la frontera elegidos. La reversibilidad del conjunto requiere ademés que los
intercambios con el entorno se produzcan en condiciones reversibles. Al sumar sistema y entorno de
modo que el conjunto quede aislado, resulta ASiota = 0. En un ciclo ASgistema = 0 porque el estado

vuelve a ser el inicial; el entorno puede conservar un aumento de entropia.
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PROBLEMA RESUELTO 16.17 -+ Seguir calor entre dos depdsitos

Se transfieren 1200J desde un depésito a 600 K hacia otro a 300 K. Considera el conjunto
aislado y desprecia almacenamiento en el elemento que los conecta. Calcula los cambios
de entropia y examina el traslado inverso como unico efecto. Resolucion. Para el caliente,
ASy, = —1200/600 = —2,00 J/K; para el frio, AS. = 1200/300 = 4,00 J/K. Asi,

ASiotal = 2,00 /K > 0.

El traslado inverso dejarfa ASiota1 = —2,00 J /K y queda excluido como tinico efecto del conjunto
aislado. Un refrigerador puede transferir calor hacia mayor temperatura porque incorpora
trabajo y produce otros cambios en el entorno.

600 K 1200 | 300K
AS, = —2J/K AS, =4J/K

ASiotal = 2J/K

Los depésitos conservan su temperatura. La energia se conserva y la entropia total aumenta.

La entropia también permite estudiar cambios sin calor en la trayectoria real. Como es funcién de
estado, podemos elegir un camino reversible auxiliar para calcularla. En un gas ideal con capacidades
constantes, combinar 0@y = nCydl + pdV con la ecuaciéon de estado da

AS =nCy lnﬂ —1—an11&. (16.13)

T; Vi

El resultado depende de los estados extremos. La expresién contiene dos contribuciones que pueden
tener distinto signo. Su interpretacion microscopica se relaciona con cuantos estados microscopicos
son compatibles con las restricciones macroscépicas; la formula S = kg ln (2, para microestados
equiprobables en la descripcién microcanoénica, expresa ese vinculo. La evaluacion macroscopica
mediante calor reversible conserva un significado preciso aun cuando una imagen cotidiana de «orden»
resulte poco informativa.
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PROBLEMA RESUELTO 16.18 -+ Calcular entropia en una expansion libre

Retoma la expansion libre de un mol de gas ideal desde 5,00 hasta 10,0 L, a temperatura inicial
y final de 300 K. Calcula el cambio de entropia del gas y del conjunto aislado. Resolucion. Los
estados tienen la misma temperatura. Elegimos como camino auxiliar una expansion isotérmica
reversible entre esos volimenes. Su calor seria Qrey = nRT In2, de modo que

nRT In2
AS = —7 = Rln2 ~5763J/K.
En la expansién libre real, ) = 0 y W = 0. La entropia del gas aumenta por generacién interna,
y el entorno idealmente inalterado tiene cambio cero. Por tanto, ASiota >~ 5,763 J/K. El camino
auxiliar permite calcular una diferencia de estado sin sustituir los intercambios efectivos del
proceso real.

5L libre: Q =X() 10L

300K 300K

-

auxiliar: Qreyv = RT In 2

Ambas: AS = RIn2

El camino auxiliar conecta los mismos estados de equilibrio y permite calcular la diferencia de entropia.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa R = 8,314 J/(mol K). Las presiones indicadas son absolutas salvo menciéon de un mandémetro.
En los modelos de gas, considera muestra cerrada, comportamiento ideal, capacidades constantes y
sOlo trabajo de frontera, salvo indicacién contraria. Conserva el convenio AU = Q — W.

EJERCICIO 16.1 -+ Un estado y una cantidad

Un gas ocupa 5,00 L a 200kPa y 300 K. Calcula n y explica qué condiciones permiten usar la
ecuacién ideal.

EJERCICIO 16.2 - Leer un manémetro

Un mandémetro indica 80,0 kPa sobre una presién ambiental de 100 kPa. El recipiente contiene
gas a 300 K en 10,0 L. Calcula la presién absoluta y n.

EJERCICIO 16.3 - Calentar sin cambiar el volumen

Una muestra cerrada estd a 120kPa y 300 K. En un recipiente rigido alcanza 450 K. Encuentra
la presién final.
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EJERCICIO 16.4 - Dos cambios simultaneos

Un gas cerrado pasa de 110kPa, 3,00L y 300K a 220kPa y 4,50 L. Calcula 7.

EJERCICIO 16.5 - Trabajo en una compresion

Un gas se comprime cuasiestaticamente a 150 kPa desde 8,00 hasta 3,00 L. Calcula el trabajo
del gas y el trabajo recibido.

EJERCICIO 16.6 - Una recta descendente

La presion disminuye linealmente de 300 a 100 kPa mientras el volumen aumenta de 2,00 a
8,00 L, en un proceso cuasiestatico. Calcula el trabajo y su signo.

EJERCICIO 16.7 - Un balance con dos entradas de signo

Un gas cede 300J por calor y recibe 800J por trabajo durante una compresiéon. Encuentra @),
Wy AU.

EJERCICIO 16.8 - Recuperar un intercambio

Un sistema cerrado recibe 700 J de calor y aumenta su energia interna 450 J. Calcula el trabajo
neto que realiza.

EJERCICIO 16.9 -+ Dos caminos con el mismo destino

Entre dos estados, AU = 600J. Por un camino el gas realiza 250 J de trabajo; por otro recibe
100 J de trabajo. Calcula el calor en cada camino y compara sus diferencias.

EJERCICIO 16.10 - Dos capacidades para una muestra

Dos moles de gas ideal monoatémico aumentan 60,0 K. Calcula AU, el calor a volumen constante
y el calor a presién constante.

EJERCICIO 16.11 - Rotaciones activas

Una muestra de 0,500 mol de gas diatémico tiene Cy = 5R/2 y Cp, = TR/2. Aumenta 40,0K a
presién constante. Calcula v, W, AU y Q.
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EJERCICIO 16.12 - Presién como termémetro

En un recipiente rigido hay 0,200 mol de gas ideal monoatémico a 300 K y 100 kPa. La presion
sube a 150kPa. Calcula T, W'y Q.

EJERCICIO 16.13 -+ Expandir a presion fija

Una muestra de 0,200 mol de gas monoatémico ideal pasa de 300 a 600 K mediante expansion
cuasiestatica isobarica. Calcula las tres cantidades del primer principio.

EJERCICIO 16.14 - Cuadruplicar el volumen

Un gas ideal, con n = 0,250 mol, se expande isotérmica y reversiblemente a 400 K hasta
cuadruplicar su volumen. Encuentra W, Q y AU.

EJERCICIO 16.15 -+ Una expansién adiabatica

Medio mol de gas monoatémico ideal a 320 K se expande adiabatica y reversiblemente hasta
multiplicar su volumen por ocho. Calcula T, ps/pi, Q y W.

EJERCICIO 16.16 - Retirar un tabique

Medio mol de gas ideal a 300 K se expande libremente de 2,00 a 6,00 L. dentro de una envoltura
rigida y aislada. Encuentra los intercambios, Tt y p¢/p;; explica qué rasgo impide tratar la
trayectoria como una adiabética reversible.

EJERCICIO 16.17 - Invertir un ciclo rectangular

Un ciclo rectangular cuasiestatico abarca volimenes de 2 y 5L y presiones de 100 y 300 kPa.
Se recorre en sentido antihorario. Encuentra Wieto, Qneto ¥ AUkiclo-

EJERCICIO 16.18 -+ Rendimiento y frecuencia

Una maquina recibe 5000 J por ciclo y produce 1500J de trabajo. Opera a diez ciclos por
segundo. Calcula el calor rechazado, el rendimiento y la potencia til media.

EJERCICIO 16.19 - Contrastar con Carnot

Una maquina entre 500 y 300 K promete un rendimiento del 45 % al recibir 2000 J por ciclo.
Calcula el limite de rendimiento y el minimo calor que deberia rechazar; evalta la propuesta.
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EJERCICIO 16.20 - Dos usos del mismo equipo

Un equipo retira 900 J del depésito frio y consume 300 J de trabajo por ciclo. Calcula el calor
entregado al caliente y los coeficientes de desempefio como refrigerador y como bomba de calor.

EJERCICIO 16.21 - Trabajo minimo para calentar

Una bomba de calor reversible opera entre 270 y 300 K y entrega 3000 J al depésito caliente en
cada ciclo. Encuentra el trabajo minimo y el calor retirado del depésito frio.

EJERCICIO 16.22 - Un intercambio espontaneo

Dos depositos a 450 y 300 K intercambian 900 J desde el caliente al frio. Calcula sus cambios
de entropia y el total, considerando aislado el conjunto.

EJERCICIO 16.23 - Un cuerpo alcanza la temperatura de un baiio

Un cuerpo de capacidad calorifica constante 100 J/K pasa de 300 a 600 K por contacto con
un deposito a 600 K. Desprecia trabajo y pérdidas. Calcula el calor, la entropia del cuerpo
mediante un camino reversible auxiliar y la entropia total. Usa [dT/T = InT para la diferencia
logaritmica.

EJERCICIO 16.24 - Una trayectoria auxiliar

Para la expansién libre del ejercicio 16.16, calcula AS del gas y del conjunto aislado. Describe
un camino reversible que permita obtener ese cambio y compara su calor con el del proceso
real.

Soluciones razonadas

SOLUCION 16.1.
El producto pV = 200(5) = 1000 J da n = 1000/[8,314(300)] ~ 0,4009 mol. El modelo requiere un
gas suficientemente diluido y estados de equilibrio, con interacciones y tamano molecular pequenos

para esas condiciones. Las temperaturas son absolutas.
SOLUCION 16.2.

La presién absoluta es 80 4+ 100 = 180kPa. Asi, n = 180(10)/[8,314(300)] ~ 0,7217 mol. Sumar la

presion ambiental permite usar una presién referida al vacio en la ecuacién de estado.
SOLUCION 16.3.

Con n y V constantes, p/T" se conserva. Resulta py = 120(450/300) = 180 kPa.

SOLUCION 16.4.

La conservacién de n da Ty = 300[220(4,50)]/[110(3,00)] = 900 K. El producto pV se triplica.
SOLUCION 16.5.

El trabajo del gas es W = 150(3 — 8) = —750J. El entorno realiza 750 J de trabajo sobre el gas.
Ambos valores describen el mismo intercambio desde sistemas opuestos.
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SOLUCION 16.6.
La presién media de la recta es 200 kPa y el aumento de volumen es 6 L. Por tanto, W = 1200J > 0.

Aunque la presién disminuye, la expansién entrega trabajo positivo durante todo el tramo.
SOLUCION 16.7.

Los signos para el gas son @@ = —300J y W = —800J. El cambio interno es AU = —300 — (—800) =

500 J. El aporte mecanico compensa el calor cedido y deja un aumento de energia interna.
SOLUCION 16.8.

De W = @ — AU resulta W = 700 — 450 = 250 J. El sistema entrega esa energia neta como trabajo.
SOLUCION 16.9.

Para el primer camino Wy = 250J y Q1 = 600 4 250 = 850J. Para el segundo Wy = —100J y

Q2 = 600 — 100 = 500 J. Las diferencias Q1 — Q2 y W1 — W5 valen ambas 350 J, conservando AU.
SOLUCION 16.10.

El cambio interno es AU = 2(3/2)(8,314)(60) = 1496,52 J. A volumen fijo, Qv = 1496,52 J; a presién
fija, Qp = 2(5/2)(8,314)(60) = 2494,20 J. El trabajo de esta tltima transformacion es 997,68 J.
SOLUCION 16.11.

~v=(7/2)/(5/2) = 7/5. El trabajo es W = 0,500(8,314)(40) = 166,28 J, el cambio interno AU =
0,500(5/2)(8,314)(40) = 415,70 J y el calor @ = 581,98 J. Se verifica Q@ — W = AU.

SOLUCION 16.12.

A volumen fijo Tt/T; = ps/pi = 1,50, de donde Ty = 450K. Como W = 0, Q = AU =
0,200(3/2)(8,314)(150) = 374,13 J.

SOLUCION 16.13.

El aumento de 300K da W = 0,200(8,314)(300) = 498,84 J, AU = 748,26 J y @ = 1247,10J. Su

suma AU + W reproduce el calor a presion constante.
SOLUCION 16.14.

Para el camino reversible, W = 0,250(8,314)(400) In 4 ~ 1152,57 J. La temperatura constante del gas
ideal fija AU =0y por ello Q = W.

SOLUCION 16.15.

Ty = 320/8%/3 = 80K y Pr/pi = 8-5/3 = 1/32. El aislamiento da Q = 0 y el trabajo es W =
0,500(3/2)(8,314)(320 — 80) = 1496,52 J. La energia interna disminuye en esa cantidad.

SOLUCION 16.16.

Se tiene () = 0 por aislamiento y W = 0 por expansién contra vacio. Entonces AU = 0, Ty = 300K
y pf/pi = 2/6 = 1/3. Los estados intermedios presentan desequilibrio; la expansion libre tiene una

irreversibilidad que se cuantifica en el ejercicio 16.24.
SOLUCION 16.17.

El 4rea encerrada tiene magnitud (300 — 100)(5 — 2) = 600 J. La orientacién antihoraria da Wheto =
—600J. Al cerrar el ciclo, AU =0y Qneto = —600J. El conjunto recibe trabajo neto y entrega calor

neto.
SOLUCION 16.18.

El calor rechazado es Q. = 5000 — 1500 = 3500 J. El rendimiento es 1500/5000 = 0,300 = 30,0 % y

la potencia 1til 1500(10) = 15000 W = 15,0 kW.
SOLUCION 16.19.

nc = 1-300/500 = 0,400 = 40 %. Para Q5 = 2000 J, el rechazo minimo es Q¢ mm = 2000(300/500) =
1200 J. La promesa del 45 % dejaria s6lo 1100 J al depésito frio; excede el rendimiento permitido

entre esos depdsitos.
SOLUCION 16.20.

Qr =900 + 300 = 1200 J, COPr = 900/300 = 3 y COPpc = 1200/300 = 4. El segundo coeficiente

incluye también la energia que llega como trabajo.
SOLUCION 16.21.

El méximo coeficiente como bomba de calor es 300/(300 — 270) = 10. Asi, Wy, = 3000/10 = 300J
v Q. = 3000 — 300 = 2700 J. El limite se alcanza en el modelo reversible.
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SOLUCION 16.22.
Para el caliente, AS;, = —900/450 = —2 J/K; para el frio, AS. = 900/300 = 3J/K. La suma es

1J/K > 0, compatible con el sentido espontéaneo indicado.
SOLUCION 16.23.

El cuerpo recibe Q = C(Ty — T;) = 30000J. Un camino auxiliar con contactos a temperaturas
infinitesimalmente préximas da AScuerpo = C'In(T/T;) = 100In2 ~ 69,315 J/K. El depdsito real
pierde 30000/600 = 50 J/K. El total aumenta 19,315 J/K por el intercambio con diferencia finita de

temperatura.
SOLUCION 16.24.

Los estados extremos tienen igual temperatura. La expresién del gas ideal da
AS =nRIn(Vy/V;) = 0,500(8,314) In 3 ~ 4,567 J /K.

El entorno ideal conserva su estado y el total aumenta lo mismo. Una expansién isotérmica reversible
entre los mismos extremos tendria Qv = TAS ~ 1370,08 J. La expansién libre real tiene Q) = 0; la
generacién interna explica su aumento de entropia.

Una experiencia: comparar dos compresiones

Registrar estados y tiempos

Utiliza una jeringa de plastico sin aguja, con el extremo cerrado mediante un accesorio adecuado.
Trabaja con desplazamientos pequenios y fuerzas moderadas, sin calentar ni presurizar recipientes
rigidos. Registra el volumen inicial, comprime lentamente y espera antes de leer el volumen
bajo una misma carga. Repite una compresién més rapida y observa la evoluciéon posterior
manteniendo la carga.

Compara los tiempos de intercambio térmico y los estados transitorios y finales. Para medir
trabajo necesitas ademads cuantificar la friccién, la presién ambiental y la presién del gas.
Registra incertidumbres y condiciones de cada ensayo; un sensor apropiado permite contrastar
estados de equilibrio mediante pV//T.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Un mol de gas ideal monoatémico recorre cuasiestaticamente el ciclo A - B — C — A, con
A= (10L,100kPa), B = (10L,200kPa) y C = (20L, 200 kPa). El regreso C' — A sigue una recta
en el diagrama p—V. Calcula el balance por etapas, el trabajo neto y el rendimiento. Determina el
cambio de entropia del gas al completar el ciclo e indica qué datos hacen falta para hallar el del
entorno.

Contraste. Los productos pV son 1000, 2000 y 4000 J. Los cambios internos son 1500, 3000 y
—4500J. Los trabajos son 0, 2000 y —1500J, el ultimo por el area orientada del trapecio. Por tanto,
los calores son 1500, 5000 y —6000 J. El trabajo neto es 500 J y el calor entrante suma 6500 J, dando
n =1/13 ~ 7,69 %. El gas vuelve a su estado inicial y tiene ASgc, = 0. Para calcular el cambio del
entorno necesitamos las temperaturas y condiciones de los contactos térmicos; la geometria del ciclo
determina el trabajo y deja esa informacién por especificar.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 1, 12.% edicion,
seccién 18.1 y capitulo 19; capitulo 20, secciones 20.1-20.2 y 20.4-20.7. R. A. Serway y C. Vuille,
Fundamentos de fisica, volumen 1, 9.% edicion, secciones 10.4 y 12.1-12.5. Aqui W es trabajo del gas;
Serway usa el convenio opuesto. Los problemas y ayudas se han preparado para esta obra.
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Un globo frotado puede atraer pequefios trozos de
papel. Para describir el fenémeno necesitamos se-
guir tanto la carga que adquiere el globo como la
redistribucién de carga dentro del papel. La interac-
cién depende del signo de las cargas, de su posicion
y de la respuesta del material.

Empezaremos contando cargas y calculando fuerzas.
El campo permitira describir lo que una configura-
cién produce en cada punto del espacio; el potencial
ofrecerd una descripcién energética. Al reunir dos
conductores separados por un aislante aparecerd el
capacitor, que conecta la distribucién de carga con
el almacenamiento de energia.

365



Cargas eléctricas, fuerzas, campos y potencial 366

17.1 Carga, transferencia y conservacion

La carga eléctrica es una propiedad de las particulas. El electrén tiene carga —e y el protén, +e,

con
e =1,602176634 x 101 C.

El coulomb, simbolo C, es la unidad de carga del SI. Un cuerpo ordinario contiene enormes cantidades
de cargas de ambos signos. Su carga neta resulta de sumarlas algebraicamente. Un objeto neutro
tiene igual cantidad de carga positiva y negativa; esa condicién admite redistribuciones internas.

En las electrizaciones habituales de sélidos, algunos electrones se transfieren o se redistribuyen
mientras los nicleos permanecen ligados a la estructura. Un déficit de electrones produce carga
positiva; un exceso produce carga negativa. La carga neta de un cuerpo ordinario aparece en
multiplos enteros de e: ¢ = ze, con z entero. Las cargas macroscopicas que escribimos con pocas
cifras representan valores redondeados de ese conteo.

La carga total se conserva. Al seleccionar un conjunto aislado eléctricamente, podemos escribir
>~ q; = constante. Si conectamos una parte a tierra o permitimos que entre materia cargada, debemos
incluir la carga que cruza esa frontera. El frotamiento puede transferir electrones y modificar las
energias de los cuerpos, conservando la carga del conjunto completo.

PROBLEMA RESUELTO 17.1 - Traducir un conteo de electrones

Un cuerpo inicialmente neutro pierde 3,00 x 10'? electrones. Calcula su carga final y la variacién
de carga del cuerpo que recibe esos electrones, suponiendo transferencia exclusiva entre ambos.
Resolucion. Cada electron que sale retira una carga negativa. El cuerpo queda con

q = +(3,00 x 10'%)e ~ 44,807 x 1077 C = 40,4807 uC.

El receptor cambia su carga en —4,807 x 1077 C. La suma de ambas variaciones es cero. El
signo del cuerpo que pierde electrones se obtiene del balance entre las cargas que permanecen.

cuerpo que pierde | electrones | cuerpo que recibe
qr = +0,4807 uC “| Ag = —0,4807 uC

Las cargas indicadas son la carga final del primer cuerpo y la variacién del receptor. Sus variaciones se compensan.
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PROBLEMA RESUELTO 17.2 - Compartir carga entre dos esferas iguales

Dos esferas conductoras idénticas tienen cargas aproximadas de +6,00nC y —2,00nC. Se
conectan por un hilo conductor de capacitancia despreciable, con las esferas muy separadas, en
un entorno simétrico y sin otros cuerpos proximos. Se espera el equilibrio y se retira el hilo.
Encuentra las cargas finales y el sentido de transferencia de electrones.

Resolucion. La carga total es +4,00nC. La igualdad estado final
geométrica y la simetria del entorno permiten que el
equilibrio la reparta por igual: cada esfera termina con @ @

42,00 nC. La primera reduce su carga positiva en 4,00 nC:

recibe electrones de la segunda. El conteo aproximado

transferido es 4,00 x 10_9/6 ~ 2,497 x 10'0, El estado final reparte la carga total por
la simetria de esferas y entorno. Los

electrones se transfieren de la segunda
esfera a la primera.

+2nC +2nC

La igualdad de cargas del ejemplo procede de la simetria. En conductores de formas o tamafios
diferentes, el equilibrio exige igual potencial cuando estan conectados; la carga se reparte segin la
geometria y el entorno. Esta distinciéon sera 1til al introducir el potencial.

17.2 Conductores, aislantes y polarizacion

En un conductor metélico hay electrones capaces de desplazarse por el material. En un aislante, las
cargas permanecen ligadas a regiones mucho mas pequenias, aunque pueden desplazarse ligeramente
dentro de d4tomos o moléculas. La respuesta depende también de la temperatura, la humedad y la
escala de tiempo del experimento.

Al acercar una carga positiva a un conductor neutro aislado, los electrones moéviles se acumulan
hacia el lado préoximo y dejan un déficit relativo en el lado lejano. La suma de la carga del conductor
sigue siendo cero. Esta separacion inducida puede originar una fuerza de atraccién: el campo de la
fuente es mayor en la regién proxima, donde predomina la carga de signo opuesto.

En un dieléctrico, la polarizacién describe desplazamientos relativos de cargas ligadas o la
orientacién de dipolos moleculares. Puede producir regiones superficiales de signo opuesto y una
respuesta colectiva apreciable. El material puede permanecer globalmente neutro durante esa
redistribucion.

Un conductor en equilibrio electrostatico tiene campo cero en el interior de su material y potencial
constante en todo él. La componente tangencial del campo en su superficie es cero; una componente
tangencial moveria sus cargas libres. La carga neta excedente se localiza en las superficies. Una
cavidad requiere distinguir el material conductor de la regién vacia: una carga dentro de la cavidad
puede producir campo alli e inducir cargas en sus paredes.
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PROBLEMA RESUELTO 17.3 - Cargar por induccion y seguir la conexion a
tierra

Una varilla positiva se acerca, sin tocarla, a una esfera metalica inicialmente neutra sobre un
soporte aislante. Describe la esfera aislada. Después se conecta a tierra mientras la varilla sigue
cerca, se retira primero la conexién a tierra y finalmente se aleja la varilla. Predice el signo de
la carga que conserva la esfera. Resolucion. Con la esfera aislada, los electrones se desplazan
hacia la varilla y aparece déficit de electrones en la regién alejada. La carga neta permanece
cero. Al conectar a tierra, la atraccién de la varilla permite que entren electrones desde la
tierra. Retirar la conexién conserva ese exceso en la esfera; al alejar la varilla, los electrones se
redistribuyen y la esfera queda con carga neta negativa. La cantidad transferida depende de
las dimensiones, distancias y condiciones de conexién. El orden de desconexién fija qué carga

queda aislada.
secuencia
I @ de conexion @

aislada cerca de la varilla final, varilla retirada
Qneta = 0 Gneta < 0

Los signos indican excesos o déficits de carga en regiones de la superficie. La esfera aislada comienza con carga
neta cero; tras la secuencia con tierra y la retirada de la varilla, el exceso de electrones se distribuye por la
superficie.

17.3 Fuerzas entre cargas puntuales

Para dos cargas puntuales en reposo y en el vacio, la ley de Coulomb da la magnitud

~ 9,00 x 10° Nm?/C?. (17.1)

ok |Q132|7 o 1

47 €0

Usaremos ese valor redondeado de k en los problemas de fuerzas y potencial. La permitividad del

vacio es aproximadamente g9 = 8,854 x 1072 F/m. Las dos aproximaciones se emplean con las cifras

indicadas en cada calculo. Las cargas del mismo signo se repelen y las de signos opuestos se atraen,
a lo largo de la recta que las une.

Una carga puntual modela un cuerpo cuyas dimensiones son pequenas frente a las distancias
relevantes. Las distribuciones extensas requieren sumar las contribuciones de sus partes; en un
conductor proximo a otros cuerpos, la redistribucién superficial puede modificar la aproximaciéon de
carga concentrada en su centro.

Para incorporar el sentido directamente, si 7} v 72 son posiciones, la fuerza sobre la carga 2 debida
alales

= Ty — T1
Fios=kqgee=——73-
|7 — 71

Con varias cargas, el principio de superposicién indica que la fuerza neta es la suma vectorial de
las fuerzas individuales. Conviene identificar primero sobre qué cuerpo se calcula, dibujar cada
contribucién y luego sumar componentes. El signo de una componente representa un sentido respecto
de un eje elegido.
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PROBLEMA RESUELTO 17.4 - Dar direccién a una fuerza de Coulomb

Una carga q; = +2,00 uC estd en x = 0 y otra go = —3,00 uC en x = 0,300 m. Calcula la fuerza
sobre cada una. Resolucion. La magnitud es

9,00 x 10°)(2,00 x 1079)(3,00 x 1076)

_
F= (0,300)2

= 0,600 N.

La atraccién dirige la fuerza sobre ¢ hacia +x y la fuerza sobre g2 hacia —z. Son fuerzas
iguales en magnitud y opuestas en direccion, aplicadas a cuerpos diferentes. La carga negativa
participa en la direccién de la interaccién; la magnitud calculada es positiva.

0,600 N 0,600 N
@é D S

0,300 m

Cada flecha representa la fuerza sobre la carga de la que parte. Las dos fuerzas actiian sobre cuerpos distintos.

PROBLEMA RESUELTO 17.5 - Encontrar una compensacion de fuerzas

Una carga de +1,00 4C esta en el origen. Otras dos cargas fijas son 44,00 4C en z = —0,200 m
y 49,00 uC en x = 0,300 m. Calcula la fuerza neta sobre la carga central. Resolucion. La carga
izquierda repele a la central hacia la derecha:

(9 x 10%)(4 x 1076)(1 x 107F)
0,2002

Fring = + — 40,900 N.

La carga derecha la repele hacia la izquierda y produce Fj qer = —0,900 N. La suma es cero.
Cada interaccién permanece presente; sus efectos vectoriales se compensan en esa posicion. La
estabilidad frente a desplazamientos en otras direcciones requiere examinar el campo alrededor
del punto.

+4 uC +1uC +9uC

~0,200 0,300
St > osON

—0,900N «<———

Se muestran las componentes con signo respecto del eje x. Las fuerzas sobre la carga central se compensan.
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PROBLEMA RESUELTO 17.6 - Sumar fuerzas en dos dimensiones

Una carga de prueba +1,00 uC esté en el origen. Una carga fija +2,00 uC esté en (0,300 m, 0)
y otra —4,00 4C en (0,0,400m). Calcula la fuerza neta sobre la carga del origen. Resolucion.
La primera fuente repele hacia —z, con magnitud 0,200 N. La segunda atrae hacia +y, con
magnitud 0,225 N. Por tanto,

F=(-02000+0225)N, |F|= \/0,2002 +0,2252N ~ 0,3010 N.

El vector esta en el segundo cuadrante, a 48,37° sobre el semieje negativo de z, equivalente a
131,63° desde +z. El dibujo del cuadrante permite elegir correctamente el angulo al usar la
tangente.

Las componentes se dibujan con una escala comin. La diagonal corresponde a la suma vectorial.

17.4 El campo como propiedad de la configuracion fuente

Una misma configuracién de cargas puede ejercer fuerzas diferentes sobre cuerpos de prueba
diferentes. Al dividir la fuerza por la carga de prueba obtenemos una descripcion del efecto de las
fuentes en ese punto:

E==—, F=qkE. (17.2)

S|y

La carga de prueba debe perturbar de manera despreciable la configuracién fuente. El campo apunta
en el sentido de la fuerza que experimentaria una carga positiva. Una carga negativa recibe una
fuerza opuesta al campo. La unidad es N/C, equivalente a V/m.

Una fuente puntual @, situada en g, produce

B 77
PO =k

Las contribuciones de varias fuentes se suman vectorialmente. La expresion se evalia en el punto de
observacion y excluye el campo propio de la carga sobre la que después calculamos una fuerza.

Las lineas de campo ayudan a representar esa distribucién: su tangente indica la direccién local y su
sentido corresponde al de E. Para una fuente positiva aislada salen radialmente y para una negativa
entran. En electrostatica, dos lineas de campo se cruzarian sélo si asignaramos dos direcciones al
mismo campo no nulo, de modo que la representacién conserva una direccién tinica en cada punto
regular. La trayectoria de una particula depende ademéas de su velocidad inicial, su masa, el signo de
su carga y las otras fuerzas presentes.
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PROBLEMA RESUELTO 17.7 - Separar campo y fuerza de prueba
Una carga fuente Q = —2,00 nC esta en el origen. Calcula el campo en z = 0,300 m y la fuerza
sobre una carga de prueba gg = —3,00nC colocada alli. Resolucion. El campo apunta hacia la

fuente negativa:

(9 x 10%)(2 x 1079)
0,3002

La fuerza es F, = qoE, = (=3 x 107%)(—200) = 46,00 x 10~" N. La fuente determina el campoj;

el signo de la carga de prueba invierte el sentido de la fuerza respecto de él.

E,=—

— —200N/C.

Q<0 fe———

© =

——> F (g0 < 0)

El campo apunta hacia la fuente negativa y la fuerza sobre una prueba negativa tiene el sentido opuesto.

PROBLEMA RESUELTO 17.8 - Localizar un punto de campo nulo

Dos cargas fijas positivas, +4,00nC y +1,00nC, se encuentran en z = 0 y z = 0,600 m. Localiza
el punto finito donde el campo total se anula. Resolucion. Entre las cargas, los campos tienen
sentidos opuestos. Fuera de ese intervalo apuntan en el mismo sentido, por lo que buscamos
0 < z < 0,600. Igualar magnitudes da

4 1 2 1

22 (0,600—=2)2" z 0,600z

Las distancias son positivas en el intervalo seleccionado. Resulta z = 0,400 m. Alli cada fuente
produce 225 N/C y ambas contribuciones se compensan. La mayor distancia a la carga mayor
equilibra su mayor magnitud.

Etotal =0
4nC — 5 1nC
@ . é + )}x (m)
0,400
%

Las dos contribuciones tienen magnitud 225 N/C en el punto indicado. Las flechas muestran sus sentidos
opuestos.
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PROBLEMA RESUELTO 17.9 - Sumar el campo en el centro de un dipolo

Un dipolo tiene 42,00 nC en z = —0,100m y —2,00nC en x = +0,100 m. Encuentra el campo en
el origen. Resolucion. La fuente positiva produce campo hacia la derecha y la negativa también,
porque desde el origen se apunta hacia ella. Cada contribucién vale (9 x 10%)(2 x 1079)/0,100? =
1800 N/C. Por ello,

—

E = 3600iN/C.

La suma algebraica de las cargas fuente es cero y la suma de sus campos en ese punto es
distinta de cero. Para obtener el campo intervienen las posiciones y las direcciones de cada
contribucién.

+2nC —2nC
® ©
[}
—_—
E, =3600N/C

Las dos contribuciones apuntan desde la carga positiva hacia la negativa en el punto medio.

17.5 Potencial, energia y trabajo

En un campo electrostatico, el trabajo de la fuerza eléctrica depende de los extremos del desplaza-
miento. Esto permite definir una energia potencial U y un potencial V' de modo que, para una carga
de prueba ¢ en fuentes fijas,

AU =qAV,  Wa=—-AU =q(V; — V}). (17.3)

El potencial es energia potencial por unidad de carga, medido en volt: 1V = 1J/C. Es una magnitud
escalar y su referencia de cero puede elegirse. Cambiar esa referencia conserva las diferencias de
potencial y los trabajos calculados.

Para una distribuciéon localizada de cargas puntuales, escoger V' = 0 en el infinito proporciona
_ Qi
V(P)=k E = (17.4)
P
(2

Aqui se suman contribuciones escalares con el signo de cada fuente. El campo requiere una suma
vectorial con dependencia 1/r2, mientras que el potencial suma términos proporcionales a 1/r. El
valor del potencial en un punto y su variaciéon espacial cumplen funciones diferentes en la descripcién.
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PROBLEMA RESUELTO 17.10 - Mover una carga negativa hacia menor
potencial

Una fuente fija @ = 43,00 nC esta en el origen. Una carga de prueba ¢ = —2,00 nC pasa de
r; = 0,200m a ry = 0,400m. Calcula los potenciales, el cambio de energia potencial y el trabajo
eléctrico, con referencia en el infinito.

Resolucion. Los potenciales son V; = kQ/r; = 135V y - Tr
Vi =675V. Asi, AV = —675V y Q 135V 67,5V
+ o - r
AU = (-2 x 1079)(=67,5) J = +1,35 x 107" J. — >
q<0

El trabajo eléctrico es —1,35 x 10~7J. La atraccién sobre ) )

1 K d 1 X haci El desplazamiento hacia afuera reduce el
a carga negativa se opone a su desplazamiento hacia o1 cial y aumenta la energa de la
afuera; la energia potencial aumenta. Un traslado lento  prueba negativa. Las distancias radiales
exigiria un trabajo externo positivo de igual magnitud.  guardan la razén dos.

PROBLEMA RESUELTO 17.11 -+ Comparar potencial cero y campo no nulo

Para el dipolo del problema 17.9, calcula el potencial del origen con referencia en el infinito.
Una carga de prueba +1,00nC se coloca alli: encuentra su energia potencial de interacciéon
con las fuentes y su fuerza inicial. Resolucion. Las contribuciones al potencial son +180V y
—180V. Su suma es V = 0. Con esa referencia, la energia de interaccién de la carga de prueba
es U = qV = 0. El campo hallado antes es 36007 N/C, por lo que la fuerza vale +3,60 x 10767 N.
Un valor cero del potencial fija un nivel energético local; la fuerza se relaciona con cémo cambia
ese potencial alrededor del punto.

Magnitud en el origen Valor
Potencial ov
Campo +36007N/C
Energia de la prueba 0J

Fuerza sobre +1nC +3,60 x 1075 N

Los valores de energia corresponden a la interaccién de la prueba con las fuentes fijas, con la referencia adoptada.

Cuando calculamos la energia de una configuracién completa, contamos cada par una vez. Para
tres cargas puntuales, excluyendo sus autoenergias,

Ueontig = <C]1Q2 CIVERS C]2613) '
T12 T13 93

Esta energia describe el trabajo externo de ensamblar lentamente la configuracién desde cargas
separadas en el infinito, con sus energias cinéticas finales despreciables. Los términos negativos
representan pares atractivos en esa eleccién de referencia.
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PROBLEMA RESUELTO 17.12 -+ Contar pares al ensamblar una configuracién

Tres cargas fijas estan en una recta: g1 = +2,00nC en £ =0, g2 = +3,00nC en z = 0,300m y
g3 = —1,00nC en z = 0,600 m. Calcula la energia de interaccion de la configuracion. Resolucion.
Las distancias entre pares son 0,300, 0,600 y 0,300 m. Los tres términos valen, respectivamente,
+180, =30 y —90nJ. Entonces Uconig = +601nJ. Si colocamos primero ¢q; y go, el trabajo
externo es 180 nJ; anadir después g3 aporta —120nJ. Esa suma reproduce el resultado y cuenta
cada par exactamente una vez.

Par  Separaciéon (m) Energia (nlJ)

1,2 0,300 +180
1,3 0,600 —30
2,3 0,300 —-90
Total +60

Cada fila cuenta un par. La energfa total conserva los signos de sus tres contribuciones.

17.6 Leer equipotenciales y predecir movimientos

Una superficie equipotencial retine puntos con el mismo valor de V. Mover una carga entre dos de
esos puntos conserva su energia potencial eléctrica y da trabajo eléctrico neto cero. El campo en un
punto regular es perpendicular a la superficie equipotencial y apunta hacia potenciales decrecientes.

Esta relacién se expresa sin calculo diferencial en un campo uniforme: sobre un tramo paralelo al
eje x, AV = —FE,Ax. Asi, una caida mayor de potencial en una distancia menor corresponde a una
componente de campo mayor. En una distribucién general, las equipotenciales proximas senalan
un gradiente mas intenso cuando se comparan iguales diferencias de potencial. La relacion local es
E, = —dV/dx; en tres dimensiones se escribe E=-VV.

La fuerza sobre una carga positiva apunta hacia potencial decreciente y sobre una negativa hacia
potencial creciente. El movimiento posterior incorpora también la velocidad inicial. Una particula
puede cruzar una equipotencial con distintas direcciones; para seguirla de manera controlada, las
fuerzas externas deben sostener la trayectoria que se haya impuesto.
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PROBLEMA RESUELTO 17.13 -+ Obtener un campo a partir de una pendiente

En una region el potencial depende sélo de x mediante V' (z) = 120V — (300 V/m)z. Calcula el
campo y el trabajo eléctrico sobre ¢ = —2,00 4C al llevarla de x = 0 a z = 0,200 m.

Resolucion. La pendiente es —300V/m, de modo que 120V 90V 60V
E = +3002N /C. La fuerza sobre la carga negativa es i

—6,00 x 1044 N. El potencial cae 60V, por lo que AU = —>
(=2 x 1079)(—60) = +120 uJ y W = —120 pJ. El signo -

del trabajo también se obtiene porque la fuerza y el F (¢<0)

desplazamiento tienen sentidos opuestos. )
Las lineas representan planos

equipotenciales igualmente espaciados. El
campo apunta hacia menor potencial.

Si la fuerza eléctrica es la inica que realiza trabajo, la conservacion de la energia da AK = —qAV.
Para una particula soltada desde el reposo, el valor final K; debe resultar no negativo. Un resultado
negativo indica que los extremos propuestos exigen energia adicional para alcanzarse desde ese estado
inicial. En un movimiento con otras fuerzas se incorporan sus trabajos al mismo balance.

PROBLEMA RESUELTO 17.14 - Pasar de una diferencia de potencial a una
rapidez

Una particula de masa 1,00 x 10 % kg y carga +2,00 nC se suelta desde el reposo en un punto a
300V y alcanza otro a 100 V. Supodn fuentes fijas y trabajo gravitacional despreciable. Calcula
su rapidez final. Compara con una particula de igual masa y carga —2,00nC que se suelta a
100V y alcanza 300 V bajo las mismas hipodtesis. Resolucion. Para la primera, AV = —200V y
K= —qAV =4,00 x 1077 J. Entonces

2K

vy =1/ “=L = \/0,800m/s ~ 0,8944 m /s.
m

Para la segunda, tanto la carga como el cambio de potencial invierten su signo. El producto

gAV conserva el valor —4,00 x 1077 J y la rapidez final es la misma. El balance energético

determina la rapidez para los extremos alcanzados; la trayectoria concreta depende de la

geometria del campo.

q>0 q<0
300 — 100V 100 — 300V

Ambas: AU = —4,00 x 1077 J
vy ~0,8944m/s

Las masas y las magnitudes de carga coinciden; los dos desplazamientos producen la misma disminucién de
energia potencial.
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17.7 Capacitancia y energia almacenada

Dos conductores separados por un aislante pueden mantener cargas +Q y —@ y una diferencia
de potencial. Ese sistema forma un capacitor o condensador. En el modelo lineal, con geometria y
material fijos, definimos 0

C = NG (17.5)
Aqui ) es la magnitud positiva de la carga de una placa y AV la diferencia de potencial positiva
entre ambas. El farad es 1 F = 1 C/V. Usaremos con frecuencia microfarad, nanofarad y picofarad:
1076,107% y 10712 F.

La capacitancia depende de la geometria y de la respuesta del material entre conductores. Para
un capacitor lineal, cambiar la carga modifica proporcionalmente la diferencia de potencial; el
cociente permanece fijo. Un capacitor descargado conserva su capacitancia como propiedad de esa
configuracién, entendida mediante su respuesta al recibir carga.

Cargarlo exige trasladar carga entre placas contra una diferencia de potencial que aumenta.
Cuando se ha transferido una carga intermedia ¢, esa diferencia es ¢/C. La acumulacién del trabajo
desde cero hasta @) da

Q 2
q Q 1 1 2
U:/ 9 gg=%" = 1QAV = ~C(AV)2 17.6
o= 56=3¢ ;C(AV) (17.6)
Esta energia corresponde al capacitor lineal, tomando cero en el estado descargado. Su célculo usa
la diferencia de potencial instantanea durante la carga; una fuente ideal que mantiene un voltaje fijo

puede intercambiar ademas energia con otros elementos del circuito.
PROBLEMA RESUELTO 17.15 - Distinguir carga de placa y carga total

Un capacitor de 2,00 uF esta conectado a 12,0V. Calcula las cargas de sus placas, la carga
neta del par y la energia almacenada. Resolucion. La magnitud de cada carga es Q = CAV =
(2,00 uF)(12,0 V) = 24,0 uC. Las placas tienen +24,0 y —24,0 uC y la carga neta del conjunto
es cero. La energfa vale U = (2,00 x 1075)(12,0)2 = 144 uJ. La separacién de cargas permite
almacenar energia aunque la suma algebraica de ambas cargas sea cero.

+24 uC —24 uC
U=144 uJ
AV =12V

Las placas tienen cargas opuestas; su suma es cero y el capacitor conserva energia almacenada.

Para placas planas paralelas de area A, separacion d mucho menor que sus dimensiones laterales
y vacio entre ellas, despreciamos los efectos de borde. Cada ldmina extensa aporta un campo de
magnitud o/(2¢), con o = Q/A; entre las placas las contribuciones se suman y dan F = Q/(g0A).

Con AV = Ed resulta 4
C() = 605. (177)
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El aire puede aproximarse al vacio en condiciones ordinarias apropiadas. Aumentar el drea aumenta
la capacitancia y aumentar la separacion la reduce. El subindice cero identificara el valor con vacio
cuando comparemos materiales dieléctricos.

PROBLEMA RESUELTO 17.16 - Comprobar un capacitor mediante su campo

Dos placas paralelas en vacio tienen A = 0,0200m?, d = 1,00mm y AV = 100 V. Desprecia
bordes. Calcula C, Q, E y U con gg = 8,854 x 10712 F /m.

Resolucion. La capacitancia es C' = g¢gA/d = 1,7708 X + —
1071°F = 177,08 pF. Asi, Q = CAV =17,708nC y E =
AV/d =1,00 x 10° V/m. La energia es U = 3C(AV)? =

—

= Ko — >
8,854 x 10~ " J. Sustituir Q/(epA) reproduce el campo y
comprueba la relacion entre la carga y la geometria.
<>
d=1mm

El campo es aproximadamente uniforme
entre placas lejos de los bordes. El dibujo
amplia la separacién para facilitar la
lectura.

17.8 Cambiar el material y combinar capacitores

Al llenar el espacio entre placas con un dieléctrico lineal, homogéneo e isétropo, su polarizacién
modifica el campo. En el modelo de placas ideales, la capacitancia pasa a C' = kCp, con k la
permitividad relativa. Mantener fija la carga reduce el campo y el voltaje por un factor x. Mantener
fija la diferencia de potencial exige que la fuente entregue carga adicional.

Antes de calcular una modificacién conviene identificar la conexién. Un capacitor aislado conserva
la carga libre de sus placas; uno conectado a una bateria ideal conserva su diferencia de potencial.
Las expresiones de energia son equivalentes, pero la condicién fisica decide qué variables permanecen
constantes durante el cambio.
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PROBLEMA RESUELTO 17.17 - Insertar el mismo dieléctrico con dos cone-

xiones

Un capacitor ideal tiene Cy = 100 pF y esta inicialmente a 200 V. Un dieléctrico de k = 4
llena lentamente el espacio entre placas. Compara el estado final cuando se desconecta antes la
bateria y cuando permanece conectado a una bateria ideal de 200V. Resolucion. Inicialmente
Qo = 20,0nC y Uy = 2,00 J. En ambos casos Cy = 400 pF. Aislado, mantiene @y = 20,0 nC;
entonces AV = 50,0V y Uy = 0,500 puJ. Conectado, mantiene AVy = 200V; asi, @y = 80,0nC
y Up = 8,00 uJ.

En una insercién ideal sin disipacién, el caso aislado permite entregar 1,50 uJ de trabajo
mecénico al exterior. Con baterfa, la fuente entrega (200)(60,0 x 107?) = 12,0 uJ: 6,00 pJ
aumentan la energia del capacitor y 6,00 uJ pueden entregarse como trabajo mecanico. La
conexion determina también el balance energético.

Condici6én C(pF) Q@ (nC) AV (V) U (ud)
Inicial 100 20 200 2
Final aislado 400 20 50 0,5
Final conectado 400 80 200 8

Se comparan dos preparaciones desde el mismo estado inicial. La conexién fija qué magnitud se conserva.

Si dos capacitores se conectan a los mismos dos nodos, estan en paralelo y comparten AV'. Las
cargas que entrega la fuente se suman: Q1 + Q2 = (C1 + C2)AV, de donde Ceq = C1 + Cs. En serie,
un nodo intermedio inicialmente neutro y aislado obliga a que las placas internas adquieran cargas
opuestas de igual magnitud. Cada capacitor tiene la misma magnitud @ y los voltajes se suman. Asi,

111
Coq C1  Cy

Estas relaciones describen las conexiones y el estado electrostatico alcanzado. La evoluciéon temporal
de la carga se estudiard con los circuitos. Si el nodo intermedio tiene una carga neta inicial, se debe
incorporar esa carga al balance del nodo.
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PROBLEMA RESUELTO 17.18 - Comparar una conexion en serie y otra en
paralelo

Dos capacitores ideales de 2,00 y 6,00 uF se conectan primero en serie a 12,0V, con nodo
intermedio inicialmente neutro. Encuentra la capacitancia equivalente, las cargas, los voltajes
y la energia total. Compara con conectarlos en paralelo a la misma fuente, partiendo de
capacitores descargados en cada montaje. Resolucion. En serie, Ceq = (2-6)/(2 4 6) = 1,50 uF.
La carga de cada capacitor tiene magnitud @ = 1,50(12,0) = 18,0 uC. Los voltajes son 9,00
y 3,00V, cuya suma es 12,0 V. Las energias son 81,0 y 27,0 uJ; el total, 108 uJ, coincide con
3Ceq(12,0)2.

En paralelo, Ceq = 8,00 uF; las cargas tienen magnitudes 24,0 y 72,0 uC y el total suministrado
a las placas positivas es 96,0 uC. La energia final es 576 uJ. Los dos montajes reciben distintas
cargas y energias de la fuente durante su preparacién.

Montaje Ceq (uF) Qi (4C) Qs (uC) U (ud)

Serie 1,50 18 18 108
Paralelo 8,00 24 72 576

Las cargas tabuladas son magnitudes de placa. En serie los voltajes son 9 V y 3 V; en paralelo ambos son 12 V.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa k = 9,00 x 10 Nm?2/C?, e = 1,602176634 x 1071 C y g9 = 8,854 x 10712 F/m. Considera
fuentes fijas, pruebas de perturbacion despreciable y cargas puntuales en vacio en los problemas de
Coulomb. Para potencial de fuentes localizadas toma cero en el infinito, salvo indicacién distinta.
Los capacitores son ideales y lineales.

EJERCICIO 17.1 - Un exceso de electrones

Un cuerpo tiene carga —8,01088317 x 10~!° C. Calcula su exceso de electrones respecto del
estado neutro.

EJERCICIO 17.2 -+ Equilibrar dos esferas

Dos esferas conductoras idénticas, muy separadas en un entorno simétrico, tienen +10nC y
—4nC. Se conectan, alcanzan equilibrio y se desconectan. Calcula las cargas finales y describe
la transferencia de electrones.

EJERCICIO 17.3 - Invertir el signo de la varilla
Una varilla negativa se acerca sin contacto a un conductor neutro aislado. Describe la redis-

tribucién. Después se conecta a tierra, se retira primero la conexién y finalmente la varilla.
Predice la carga neta conservada y explica el papel de la tierra.
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EJERCICIO 17.4 - Dos cargas positivas

Dos cargas de +1,00 y +2,00 C distan 0,300 m. Calcula la fuerza sobre cada una, con direccion
y sentido.

EJERCICIO 17.5 - Escalar cargas y distancias
La distancia entre dos cargas se triplica. Ademas, la magnitud de la primera se duplica y la de

la segunda se triplica, conservando sus signos. Encuentra el factor de cambio de la fuerza y
describe el efecto de cada modificacion por separado.

EJERCICIO 17.6 - Dos fuerzas en el mismo sentido

Una carga +2,00nC esté en el origen; otras dos cargas fijas son +3,00nC en z = —0,100m y
—12,0nC en z = 0,200 m. Calcula la fuerza neta sobre la central.

EJERCICIO 17.7 - Una resultante diagonal

Una carga de prueba +1,00nC esté en el origen. Dos fuentes de +2,00 nC estén en (0,300 m, 0)
y (0,0,300m). Calcula las componentes y la magnitud de la fuerza sobre la prueba.

EJERCICIO 17.8 - Campo y fuerza con signo

Una fuente de +8,00nC esta en el origen. Halla el campo en x = 0,400 m y la fuerza sobre
—2,00nC colocados alli.
EJERCICIO 17.9 - Multiplicar un vector por una carga

En un punto, E = (3007 — 4007) N/C. Calcula la fuerza y su magnitud para ¢ = —2,00 uC.

EJERCICIO 17.10 - El punto medio de dos cargas iguales

Dos cargas positivas iguales estan en x = —0,200m y = = +0,200 m. Determina el campo en el
origen y la fuerza sobre una carga de prueba de cualquiera de los dos signos situada alli.

EJERCICIO 17.11 - Potencial de una fuente negativa

Una fuente de —4,00 nC produce un potencial a 0,200 m. Calcilalo y encuentra la energia
potencial de interacciéon de una prueba de 43,00 nC colocada alli.
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EJERCICIO 17.12 - Un dipolo y dos sumas

Las cargas +3,00nC y —3,00nC estan en x = 0 y x = 0,400 m. Calcula el potencial y el campo
en el punto medio. Encuentra la fuerza sobre una prueba de +1,00nC.

EJERCICIO 17.13 - Trabajo con una carga negativa

Una carga —2,00 pC se lleva de un punto a 20V a otro a 80 V. Calcula AU y el trabajo eléctrico.

EJERCICIO 17.14 - 'Tres pares iguales

Tres cargas de +1,00nC ocupan los vértices de un tridngulo equildtero de lado 0,300 m. Calcula
la energia de interaccién de la configuracion.

EJERCICIO 17.15 - Un mapa de potencial uniforme

El potencial depende sélo de x y vale 90, 60 y 30V en x = 0, 0,100 y 0,200 m, con dependencia
lineal. Encuentra el campo y el trabajo eléctrico sobre una carga de +1,00 uC que se desplaza
paralelamente al eje y.

EJERCICIO 17.16 -+ Comparar dos separaciones entre niveles

Un potencial que depende s6lo de = vale 100V en x = 0, 80V en z = 0,100m y 60V en
x = 0,150 m. Supdn que es lineal dentro de cada intervalo. Calcula el campo en cada tramo y
explica dénde es mas intenso.

EJERCICIO 17.17 - Una rapidez por energia

Una particula de 2,00 x 10~%kg v +1,00 uC se suelta desde el reposo a 200V y alcanza 100 V.
Si sélo la fuerza eléctrica realiza trabajo, calcula su rapidez final.

EJERCICIO 17.18 - Carga y energia de un capacitor

Un capacitor de 3,00 uF tiene 20,0V entre sus placas. Calcula la magnitud de sus cargas y la
energia almacenada.

EJERCICIO 17.19 - Placas con vacio

Un capacitor de placas paralelas tiene A = 0,0100m? y d = 2,00mm. A 200V, calcula C, Q, E
y U, despreciando bordes.
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EJERCICIO 17.20 - Separar placas de un capacitor aislado

Un capacitor de placas paralelas tiene inicialmente C; = 200 pF y AV; = 100 V. Se desconecta
y se duplica lentamente la separaciéon, manteniendo drea y medio. Encuentra Cy, Q, AVy, U;
y Uy. Interpreta el cambio de energia.

EJERCICIO 17.21 - Separar placas con la bateria conectada

Repite la modificacion geométrica anterior manteniendo conectada una bateria ideal de 100 V.
Calcula Cf, Q7 y Uy, e indica el sentido de transferencia de carga respecto de la fuente.

EJERCICIO 17.22 - Insertar un aislante polarizable

Un capacitor aislado tiene Cy = 100 pF y carga de placa () = 10,0nC. Un dieléctrico de k =5
llena el espacio entre placas. Calcula la capacitancia, la diferencia de potencial y la energia
finales, comparandolas con las iniciales.

EJERCICIO 17.23 - Dos capacitores en paralelo

Capacitores de 2,00 y 4,00 uF estdn conectados en paralelo a 9,00 V. Calcula Ceq, las cargas de
placa y la energia total.

EJERCICIO 17.24 - Dos capacitores en serie

Capacitores de 3,00 y 6,00 uF estan conectados en serie a 9,00 V, con nodo intermedio inicial-
mente neutro. Calcula la capacitancia equivalente, la carga, los voltajes y la energia total.

Soluciones razonadas

SOLUCION 17.1.
El signo negativo corresponde a exceso de electrones. El conteo es N = |q|/e = 5,00 x 10°. Se divide

una carga en coulomb entre la carga de un electrén en la misma unidad.
SOLUCION 17.2.

La carga total es +6 nC; por simetria, cada esfera termina con +3nC. La esfera inicialmente a

+10nC recibe electrones que reducen su carga en 7nC. La segunda pierde esos electrones y pasa de

—4 a +3nC.
SOLUCION 17.3.

La varilla repele electrones hacia el lado lejano y deja carga positiva relativa en el préximo. Aislado, el
conductor mantiene carga neta cero. La conexion a tierra permite que salgan electrones; desconectarla

antes de retirar la varilla conserva un déficit de electrones y, por tanto, carga neta positiva.
SOLUCION 17.4.

La magnitud es F = (9 x 10°)(1 x 107%)(2 x 1079)/0,300% = 0,200 N. Las fuerzas son repulsivas,
iguales en magnitud y opuestas en sentido sobre la recta que une las cargas.
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SOLUCION 17.5.
Triplicar la distancia aporta el factor 1/9; duplicar una carga aporta dos y triplicar la otra aporta
tres. El factor total es 6/9 = 2/3. El tipo de interaccién, atractivo o repulsivo, se conserva porque se

mantienen los signos.
SOLUCION 17.6.

La carga izquierda repele la central hacia +x, con 5,40 x 1079 N. La derecha la atrae en el mismo
sentido, con igual magnitud. Asi, F, = +1,08 x 107°N. Se suman las contribuciones después de

establecer sus sentidos.
SOLUCION 17.7.

Cada fuente repele la prueba alejdndola de su eje positivo. Las componentes son F, = F, =

—2,00 x 1077 N. La magnitud es 2,002 x 1077 N ~ 2,828 x 10~" N, dirigida al tercer cuadrante.
SOLUCION 17.8.

El campo es E, = kQ/r?> = +450N/C. La prueba negativa experimenta F, = (—2 x 1079)(450) =

—9,00 x 1077 N, hacia la fuente positiva.
SOLUCION 17.9.

Multiplicar ambas componentes por la carga da F= (—6,00 x 107434 8,00 x 10~4%) N. Su magnitud

es 1,00 x 1073 N. El campo tiene magnitud 500N/C y la fuerza apunta en sentido opuesto.
SOLUCION 17.10.

Las fuentes producen campos de igual magnitud y sentidos opuestos en el origen. Su suma es cero y
la fuerza eléctrica sobre una prueba de cualquiera de los dos signos es cero alli. La descripcion del

movimiento tras una perturbacién exige estudiar otros puntos del campo.
SOLUCION 17.11.

V = kQ/r = —180V. La energia de interaccién de la prueba es U = ¢V = (3 x 1079)(—180) =

—5,40 x 1077 J. El signo se refiere al cero energético elegido en el infinito.
SOLUCION 17.12.

A 0,200m de cada fuente, los potenciales +135 y —135V suman cero. Los campos apuntan ambos
de la fuente positiva a la negativa y suman 1350 N/C hacia +z. La fuerza sobre la prueba positiva

es +1,35 x 10753 N.
SOLUCION 17.13.

AV =60V, por lo que AU = (—2 x 1075)(60) = —120 uuJ. El trabajo eléctrico es +120 uJ. Para una

carga negativa, ir hacia mayor potencial reduce la energia potencial eléctrica.
SOLUCION 17.14.

Hay tres pares, cada uno a 0,300 m. Cada término vale 30,0 nJ; sumarlos da U = 90,0nJ. Los tres

términos son positivos porque todos los pares retinen cargas del mismo signo.
SOLUCION 17.15.

La pendiente del potencial es —300V/m, asi que E = +300iN /C. Un desplazamiento paralelo a y
mantiene x y el potencial: AV =0y W = 0. La fuerza eléctrica es perpendicular al desplazamiento

impuesto.
SOLUCION 17.16.

En el primer tramo, E; = —(80 —100),/0,100 = 4200 V/m. En el segundo, E, = —(60 — 80)/0,050 =
+400V/m. La misma caida de 20V ocurre en la mitad de distancia, por lo que el segundo campo

tiene doble magnitud. Las expresiones valen dentro de los intervalos lineales del modelo.
SOLUCION 17.17.

La energfa cinética final es Ky = —gAV = (1 x 107%)(100) = 1,00 x 107*J. Con Ky = mvj%/2,
resulta vy = 10,0m/s.

SOLUCION 17.18.

Q=CAV =600uCy U= %C(AV)2 = 600 pJ. Las placas tienen cargas opuestas de esa magnitud.
SOLUCION 17.19.

La capacitancia es C = ¢gA/d = 44,27 pF. La carga es @ = C(200) = 8,854nC, el campo E =
200/0,002 = 1,00 x 10° V/m y la energia U = 1C(200)% = 0,8854 puJ.
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SOLUCION 17.20.
Duplicar d reduce la capacitancia a 100 pF. La carga aislada permanece en 20,0 nC; el voltaje pasa a
200 V. La energia aumenta de 1,00 a 2,00 4J. En un cambio cuasiestatico ideal sin disipacién, ese

aumento procede del trabajo externo de separar las placas contra su atraccion.
SOLUCION 17.21.

Cy = 100 pF y el voltaje permanece en 100 V. Por tanto, @ = 10,0nC y Uy = 0,500 pJ. La magnitud
de la carga de cada placa disminuye y la bateria recibe energia durante el cambio. Con voltaje fijo,
su intercambio energético es distinto del cambio de energia del capacitor porque interviene también

trabajo mecénico.
SOLUCION 17.22.

Inicialmente AVy = 100V y Uy = 0,500 pJ. La insercién da Cy = 500 pF y conserva @ = 10,0nC.
Entonces AVy = 20,0V y Uy = 0,100 pJ. La capacitancia se multiplica por cinco y voltaje y energia

se reducen por ese factor a carga fija.

SOLUCION 17.23.

En paralelo Ceq = 6,00 uF' y ambos voltajes son 9,00 V. Las cargas de placa tienen magnitudes 18,0
y 36,0 uC, sumando 54,0 uC en las placas positivas. La energia total es %(6 x 1076)(9)2 = 243 1uJ.
SOLUCION 17.24.

En serie Ceq = (3-6)/(3 4 6) = 2,00 uF. La carga tiene magnitud 18,0 uC en cada capacitor. Los

voltajes son 6,00 y 3,00 V; las energias, 54,0 y 27,0 uJ. El total 81,0 uJ coincide con %C’eq(f))z.

Una experiencia: observar una redistribuciéon

Atraccion y modelo de materia

Frota suavemente una regla de plastico con un pafio seco y acércala a pequefios trozos de papel
sin tocarlos. Registra la distancia aproximada a la que comienza la respuesta y repite con
materiales y tamafios distintos. Mantén el montaje alejado de equipos electréonicos sensibles y
de sustancias inflamables; trabaja tinicamente con electrizacion por frotamiento, sin fuentes de
alta tension.

Describe qué observacion respalda una atraccion y qué informacién adicional haria falta para
determinar la carga neta del papel. La polarizacién ofrece una explicacién de la atraccion inicial
de un cuerpo neutro. Si después hay contacto, incluye la posible transferencia de carga en el
andlisis. Registra humedad, materiales y secuencia de contactos: esas condiciones afectan la
repetibilidad.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Un capacitor ideal de 20,0 pF se carga a 100V y se desconecta. Después se inserta un dieléctrico
de kK = 2 que llena el espacio entre placas. Calcula cargas, voltajes y energias antes y después. En el
estado final, una carga de prueba de —1,00 pC se desplaza de la placa de menor potencial a la de
mayor potencial, tratando el campo del capacitor como inalterado. Calcula el cambio de su energia
potencial y el trabajo eléctrico.

Contraste. Inicialmente ¢ = 2,00nC y U = 0,100 uJ. Tras la inserciéon, C' = 40,0 pF, la carga
libre conserva su magnitud, el voltaje vale 50,0V y la energia es 0,0500 pJ. En el modelo de prueba,
AU = qAV = (=1,00 x 1071?)(50,0) = —5,00 x 1071 J y Wy = 45,00 x 10~ J. La prueba tiene
una carga mucho menor que la de las placas; el cdlculo supone perturbacién despreciable. El balance
de energia de la insercién y el del traslado de la prueba describen dos procesos diferentes.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 2, 12.* edicion,
secciones 21.1-21.7, capitulo 23 y secciones 24.1-24.4. R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de
fisica, volumen 2, 9.% edicién, secciones 15.1-15.6 y 16.1-16.4, 16.6-16.10. Los problemas, datos y
ayudas visuales se han preparado para esta obra.
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Al conectar una pila a un resistor, las cargas del con-
ductor adquieren un movimiento de deriva y la pila
comienza a entregar energia. Para describir lo que
ocurre necesitamos conocer cuanta carga atraviesa
cada seccién por segundo y qué energia se transfiere
por unidad de carga. Esas dos preguntas conduciran
a la corriente y al voltaje de los elementos.

Un circuito puede dibujarse de muchas maneras
conservando sus conexiones. Aprenderemos a reco-
nocerlas, a seguir el potencial por distintos reco-
rridos y a comprobar que la energia entregada por
las fuentes coincide con la que reciben los otros
elementos. Las mediciones entraran en esa misma
descripcién: al conectar un instrumento también
estamos modificando la red.

386
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18.1 Corriente: seguir la carga que atraviesa una seccion

Imaginemos una seccién transversal fija de un cable. La carga que la atraviesa durante un intervalo
permite definir la corriente media,
AQ

Iped = =%
med Ata

I(t) = % (18.1)

El ampere, simbolo A, equivale a un coulomb por segundo. La funcién Q(t) cuenta la transferencia
acumulada con signo respecto de un sentido elegido. Una corriente de 0,20 A mantenida durante
5s corresponde al paso de 1 C de carga convencional en ese sentido. Para una corriente variable, la
carga transferida es el area con signo bajo su gréfica:
Ly
AQ = I(t) dt.

t;

El sentido convencional de la corriente es el del transporte de carga positiva. En un metal, los
portadores moviles son electrones: su deriva apunta en sentido opuesto. En una disolucién pueden
contribuir iones de ambos signos; un ion positivo hacia la derecha y uno negativo hacia la izquierda
aportan corriente convencional hacia la derecha. Al asignar una flecha a una rama fijamos una
referencia. Un valor negativo del calculo indica corriente convencional en el sentido contrario.

PROBLEMA RESUELTO 18.1 - Contar la transferencia de carga

Un cable metélico conduce una corriente constante de 0,250 A durante 120s. Halla la carga
convencional transferida y el nimero neto de electrones que atraviesa una seccién. Usa e =
1,602176634 x 10719 C. Resolucion. La corriente fija una tasa de transferencia, de modo que

|aQ]

(&

AQ = IAt = (0,250)(120) = 30,0C, N = ~ 1,87 x 10%.

Los electrones cruzan en sentido opuesto a la flecha de corriente. El conteo expresa el transporte
neto durante esos dos minutos; en el cable hay ademas movimiento microscépico en muchas
direcciones.

I =0,250A
_—
seccion fija
d¢riva de electrongs
-

1
1
n

120s — 30,0 C de transferencia convencional

La carga convencional y el transporte de electrones se describen con sentidos opuestos en el metal.
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PROBLEMA RESUELTO 18.2 - Acumular carga con una corriente variable

Una corriente aumenta linealmente de cero a 0,600 A entre t =0y t = 4,008, y conserva ese
valor hasta t = 10,0s. Calcula la carga transferida y la corriente media de los diez segundos.
Resolucion. El primer intervalo aporta el area de un tridngulo y el segundo, la de un rectangulo:

1
AQ = 5(4,00)(0,600) + (6,00)(0,600) = 1,20 +3,60 = 4,80 C.

La corriente media es 4,80/10,0 = 0,480 A. El drea retine la transferencia de ambos intervalos y
permite compararla con una corriente constante equivalente en ese tiempo.

> ¢ (s)

10

Las areas sombreadas dan carga: ampere multiplicado por segundo equivale a coulomb.

En un modelo uniforme, con n portadores por unidad de volumen, carga de magnitud |g|, seccién
A y rapidez de deriva vy, durante At atraviesan la seccion los portadores contenidos en un volumen
AvgAt. Por tanto, la magnitud de la corriente es

|| = n|q|Avg. (18.2)

La rapidez de deriva describe un promedio del movimiento. Al cerrar un interruptor, el campo
electromagnético se reorganiza a lo largo del circuito y pone en deriva cargas que ya estaban
distribuidas por él. La propagacion de esa perturbaciéon depende del medio y de la geometria; puede
ser mucho mas rapida que la deriva de cada electrén. La corriente mide transferencia de carga por
tiempo, mientras que vy mide distancia por tiempo.

En un conductor resistivo con corriente estacionaria hay un campo eléctrico interno que sostiene
esa deriva. La condicién de campo cero del capitulo anterior corresponde al equilibrio electrostatico.
Las interacciones de los portadores con el material transfieren energia a sus grados de libertad
microscépicos y permiten una deriva media estable.
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PROBLEMA RESUELTO 18.3 - Obtener una rapidez de deriva

Un conductor contiene n = 8,00 x 1028 m~2 electrones méviles, tiene seccién 1,00 mm? y conduce
1,60 A. Calcula la rapidez de deriva.

Resolucion. La conversién de drea es 1 mm? = 106 m2. I
. —_—
Asi, ’ |
1,60 L I
Vg = ~ 1,25 x 10T " m/s.
4™ (8,00 x 1028)e(10-6) / D
’d
Un desplazamiento medio de un metro a esa rapidez |I| = neAvy

tomaria aproximadamente 8,01 x 103 s, unas 2,23h. Ese
tiempo caracteriza el desplazamiento medio de porta-
dores, y la respuesta eléctrica del circuito se establece
mediante la propagaciéon del campo.

La deriva electronica apunta en sentido
opuesto a la corriente convencional.

18.2 Resistencia, material y temperatura

Para estudiar un elemento de dos terminales, llamemos a al terminal por el que entra la corriente
de referencia I y definamos V,, =V, — V;. En un resistor 6hmico, dentro del intervalo de operacion
y temperatura considerado,

Vo = RI. (18.3)

La resistencia R se mide en ohms: 1 = 1V /A. La grafica de V; frente a I es una recta que pasa
por el origen, con pendiente R. Cuando R > 0, la corriente convencional atraviesa el resistor hacia
potenciales menores.

La proporcionalidad expresa un comportamiento experimental de determinados elementos bajo
condiciones dadas. El cociente V/I también puede calcularse en un punto de operacién de un
dispositivo de respuesta curva, pero ese valor por si solo describe Gnicamente ese punto. Una lampara
incandescente, por ejemplo, cambia considerablemente su temperatura al variar la corriente y presenta
una relacién voltaje—corriente que exige tomar en cuenta ese calentamiento.
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PROBLEMA RESUELTO 18.4 - Reconocer una respuesta 6hmica

Manteniendo la temperatura de un elemento, se miden los pares (I,V) = (0,050 A, 1,00 V),
(0,100A,2,00V) y (0,150 A, 3,00 V). Encuentra su resistencia y predice la corriente a 4,00 V
si la proporcionalidad contintia. Resolucion. Los tres cocientes son iguales: V/I = 20,0 Q2. Los
puntos son compatibles con un modelo 6hmico en el intervalo medido. Su prolongacién hasta
4,00V da I = 4,00/20,0 = 0,200 A. La prediccién mantiene explicitas la temperatura y la
continuidad del modelo fuera de los datos medidos.

V(V)
S
3 & .
.
o
2 o
QQJ
1

0,050 0,100 0,150

Los puntos medidos definen una recta en el intervalo considerado. El trazo discontinuo prolonga el modelo.

Para un alambre homogéneo, de secciéon uniforme, longitud L y resistividad p,

L
= IOZ'
La resistividad, en Qm, caracteriza la respuesta del material en las condiciones indicadas. Al
aumentar la longitud se suma resistencia a lo largo del recorrido; al aumentar el drea se ofrecen
mas caminos de transporte simultaneo. La resistencia depende de ambos aspectos geométricos. Si la
seccién es circular, A = 7wd?/4, y duplicar el didmetro multiplica el drea por cuatro.

R (18.4)

PROBLEMA RESUELTO 18.5 - Cambiar la geometria conservando material

Un alambre tiene p = 2,00 x 1078 Qm, longitud 2,00 m y seccién 0,500 mm?. Se fabrica con el
mismo volumen otro alambre de longitud 4,00 m. Sup6n resistividad y temperatura constantes.
Calcula ambas resistencias.

Resolucion. Inicialmente, Inicial Final

(2,00 x 107%)(2,00) L (m) 2,00 4,00
R= "0 <108 — »0800%. A (mm?) 0,500 0,250
’ R (Q) 0,0800 0,320
Conservar AL exige reducir la seccién a 0,250 mm?. La  El volumen AL y la resistividad se
nueva longitud se duplica y el area se reduce a la mitad,  conservan. Los dos cambios geométricos
de modo que R’ = 4R = 0,320 Q. Hay que seguir los dos ~ multiplican la resistencia por cuatro.

cambios geométricos.

En muchos metales, para un intervalo de temperatura suficientemente limitado, se usa la aproxi-
maciéon lineal

R(T) ~ Ro[l + o(T — Tp)].
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Aqui Ry corresponde a Ty v « es el coeficiente referido a esa temperatura, con unidades K= o °C~!
para diferencias de temperatura. Su empleo supone que la respuesta puede aproximarse por una
recta en el intervalo dado; también suele despreciar la pequena contribucién del cambio geométrico.
Otros materiales pueden tener coeficientes de distinto signo y respuestas que requieren otro modelo.

PROBLEMA RESUELTO 18.6 - Incluir el calentamiento de un resistor

Un resistor tiene Ry = 10,0 a 20,0°C y « = 4,00 x 1073 K~!. El modelo lineal es vélido hasta
70,0°C. Halla su resistencia a esa temperatura y la corriente si se mantienen 6,00 V entre sus
terminales. Resolucion. El aumento de temperatura es 50,0 K. Por tanto,

6,00

= = 0,500 A.
120

R =10,0[1 + (0,00400)(50,0)] = 12,09, I

A 20°C la misma diferencia de potencial produciria 0,600 A. El modelo relaciona el estado
térmico con la corriente; para predecir cémo se alcanza esa temperatura haria falta ademaés
estudiar los intercambios térmicos.

R(Q)
12
10
T (°C
20 70 ¢C)

Intervalo de validez indicado

La recta aproxima la resistencia entre las dos temperaturas indicadas. El origen vertical se ha recortado.

18.3 Fuentes: energia por unidad de carga

Un resistor con corriente transforma energia eléctrica en energia interna. Para sostener el proceso,
el circuito necesita una fuente que transfiera energia a los portadores mediante procesos quimicos,
mecéanicos u otros. La fuerza electromotriz, o fem, se define como la energia que esos procesos aportan
por unidad de carga transportada en el sentido de elevacién de potencial de la fuente ideal:

quente
E=———.
Q

Su unidad es el volt. El nombre histérico designa una energia por carga. Una fuente ideal mantiene
entre sus terminales el voltaje £; la corriente depende de la red conectada. Los alambres ideales de
nuestros esquemas tienen resistencia despreciable y cada tramo conectado sin elementos intermedios
constituye un mismo nodo, de potencial inico dentro de este modelo.

En los esquemas, un rectangulo representa un resistor y un circulo con signos + y — representa
una fuente ideal de voltaje. Los puntos sélidos sefialan uniones de conductores. Los instrumentos de
medicién apareceran como circulos con las letras A o V.
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Una fuente real puede representarse, en un intervalo de operacién, mediante una fem ideal £
en serie con una resistencia interna r. Durante la descarga, si sale una corriente I por el terminal
positivo, su voltaje terminal es

Vierm = & — I (18.5)

Al conectar un resistor externo R, el balance por unidad de carga da & = I[(R+7), luego I = E/(R+7).
En circuito abierto, la corriente estacionaria es cero y el modelo da Viery = €. La fem y 7 de una
pila real pueden cambiar con su estado de carga, su temperatura y el régimen de uso.

PROBLEMA RESUELTO 18.7 - Separar voltaje terminal y fem

Una fuente tiene £ = 9,00V y r = 1,00 €2. Alimenta un resistor de 8,00 (2. Calcula la corriente,
el voltaje terminal y la energia transferida por coulomb en cada parte. Resolucion. La corriente
es

_ 9,00

8,00+ 1,00
Por cada coulomb convencional, los procesos de la fuente entregan 9 J; el resistor externo recibe
8 J y la resistencia interna, 1J. El voltaje terminal también se comprueba con IR = 8 V.

=1,00A,  Vierm = 9,00 — (1,00)(1,00) = 8,00 V..

r=1Q :l_—>[:1A
| hd
_ + _
e=9v () Vi 8V R=80

La fuente ideal eleva el potencial en 9 volt; las caidas son 1 volt interna y 8 volt externa.

PROBLEMA RESUELTO 18.8 - Inferir un modelo de fuente a partir de

mediciones

Una fuente en descarga presenta 2,90 V cuando entrega 0,200 A y 2,60 V cuando entrega 0,800 A.
Supo6n constantes £ y r entre ambas mediciones. Halla sus valores.

Resolucion. Al restar V4, = E—Iiry Vo = £—Ior, resulta Vierm (V)

pendiente —r

2,90 — 2,60
"= 0,800 — 0,200

= 0,500 €. 300

Entonces £ = 2,90 + (0,200)(0,500) = 3,00V. En la

gréafica de voltaje terminal frente a corriente, la ordenada I(A)
) . 0,2 0,8

en el origen es £ y la pendiente es —r.

El eje vertical esta recortado. La
ordenada extrapolada al origen es la fem.
Cada medicién relaciona una corriente
con su voltaje terminal.
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18.4 Potencia y energia transferida

Si una carga AQ) atraviesa un elemento desde a hacia b, la disminucién de su energia potencial es
Vb AQ. Con la corriente de referencia entrando por a, la potencia eléctrica recibida por el elemento
es

P=V,l. (18.6)

Esta convencién permite interpretar el signo: P > 0 corresponde a recepcién de energia eléctrica y
P <0, a entrega. En un resistor 6hmico, sustituir V,; = RI produce

V2
P=I’R=-%

R
Las tres expresiones se refieren al mismo estado de operaciéon. Para comparar estados, hay que
identificar qué mantiene el circuito: una fuente de voltaje fijo y una fuente de corriente fija conducen

a comparaciones diferentes.

En régimen constante, la energia transferida durante At es Fipans = PAt. Si la potencia varia, se
integra sobre el tiempo. El joule es la unidad SI; el kilowatt-hora es otra unidad de energia, con

1kWh = 10> W x 3600s = 3,60 x 10° J.

El producto potencia por tiempo mide una acumulacién. Al hablar de consumo de energia, seguimos
su transferencia y transformacién en el dispositivo y su entorno, de acuerdo con la conservacion de
la energia estudiada en los capitulos anteriores.

PROBLEMA RESUELTO 18.9 - Pasar de voltaje y resistencia a energia

Un resistor 6hmico de 24,0 2 se mantiene a 12,0 V durante 5,00 min. Supén resistencia constante.
Calcula corriente, potencia y energia en joules y kilowatt-horas. Resolucion. La corriente es
I =12,0/24,0 = 0,500 A. La potencia recibida es P = VI = (12,0)(0,500) = 6,00 W. En 300s
se transfieren

Firans = (6,00)(300) = 1,80 x 103J = 5,00 x 10~ *kWh.

Si la temperatura del resistor permaneciera constante, esa energia tendria que salir hacia el
entorno a la misma tasa media a la que entra, una vez alcanzado el régimen térmico estacionario.

Magnitud Relacion Valor
Corriente I =V/R 0,500 A
Potencia P=VI 6,00 W
Tiempo 5 min 300s
Energia PAt 1800 J

Energfa  E/(3,60 x 105J/kWh)  0,000500 kWh

La potencia es una tasa de transferencia de energia; multiplicarla por la duraciéon da la energia acumulada.
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PROBLEMA RESUELTO 18.10 - Comparar potencias y explicitar qué se

mantiene

Compara resistores de 6,002 y 12,02 cuando cada uno se conecta por separado a 6,00V.
Repite la comparacion si una fuente mantiene 0,500 A en cada ensayo.

Resolucion. A voltaje fijo, P = V?/R: las potencias
son 6,00 W y 3,00 W, respectivamente. A corriente fija,
P =1I?R: son 1,50 W y 3,00 W. En el segundo ensayo la
fuente ajusta el voltaje a 3,00V o 6,00 V para sostener
la misma corriente. La condicién impuesta por la fuente
determina cémo cambia la potencia.

6Q 12Q

V=6V 6W 3W
I=05A 15W 3W

Cada fila mantiene una magnitud
distinta. Los valores interiores son las
potencias de cada resistor.

18.5 Reconocer conexiones y reducir una red

La informacion decisiva de un esquema reside en qué terminales estan conectados. Dos resistores
estan en serie cuando comparten una unién sin derivaciones y, por tanto, llevan la misma corriente
en régimen estacionario. El voltaje entre los extremos del conjunto se obtiene sumando las caidas:

V=IR; +IRy :I(Rl—l—Rg),

Req,serie = g Rz
7

El equivalente reproduce la relacién entre el voltaje aplicado al conjunto y la corriente que entra por
sus terminales. La suma es mayor que cualquiera de sus resistencias positivas individuales.

PROBLEMA RESUELTO 18.11 -+ Repartir voltajes en una conexion en serie

Una fuente ideal de 12,0V alimenta resistores de 4,002 y 8,002 en serie. Calcula la corriente,
los voltajes y las potencias. Resolucion. La resistencia equivalente es 12,02 y la corriente
comun, 1,00 A. Los voltajes son 4,00V y 8,00 V; su suma recupera los 12,0V de la fuente. Las
potencias son 4,00 W y 8,00 W, que suman los 12,0 W entregados. En cada resistor entra y sale
la misma corriente: la transferencia de energia se manifiesta en la caida de potencial.

%

I=1A
40
——
4V
12V
12V =4V 48V

La union intermedia carece de derivaciones. La corriente es comtn y los voltajes se suman.

Dos resistores estan en paralelo cuando sus terminales se conectan a los mismos dos nodos. Ambos
tienen el mismo voltaje V' y las corrientes de rama se suman a la entrada. Asi,

|4 |4 1

I +

= — s _
Rl R2 Req,paralelo

1

R;
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Para dos resistores, Roq = RiR/(R1 + R2). Agregar una rama conductora ofrece otra via a la
corriente y reduce la resistencia equivalente por debajo de la menor resistencia individual positiva.
Esa conclusién supone los mismos dos nodos de comparacion.

PROBLEMA RESUELTO 18.12 -+ Repartir corrientes en una conexion en
paralelo

Resistores de 6,002 y 3,002 se conectan en paralelo a una fuente ideal de 6,00 V. Obtén
las corrientes y verifica la potencia total. Resolucién. Cada rama tiene 6,00 V. Sus corrientes
son I} = 6/6 = 1,00A e I = 6/3 = 2,00 A. La fuente entrega I = 3,00 A, coherente con
Req = 2,00€2. Las potencias son 6,00 W y 12,0 W, cuya suma 18,0 W coincide con VI. Cada
rama aporta su propia transferencia de energia por segundo.
—> 1 =1A
62
—

—> [, =2A

e R

6V (&
Itotal =3A

Ambas ramas comparten sus dos nodos. El voltaje es comin y las corrientes se suman.

Para reducir una red mixta, conviene marcar primero los nodos unidos por alambres ideales y
buscar grupos que satisfagan las condiciones anteriores. Después de cada sustitucion se vuelve a
examinar la conexion. Una vez obtenida la corriente total, se recorre la reduccién en sentido inverso
para recuperar voltajes y corrientes de rama. La posicién de los simbolos en la pagina puede cambiar
libremente mientras se conserven esos nodos.
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PROBLEMA RESUELTO 18.13 -+ Resolver un circuito mixto y reconstruir sus
ramas

Una fuente ideal de 12,0V alimenta Ry = 2,002 en serie con el paralelo de Ry = 6,00 y
Ry = 3,00 ). Calcula todas las corrientes y potencias. Resolucion. El paralelo equivale a 2,00 €2,
asi que el conjunto equivale a 4,009 y toma 3,00 A. En Ry caen (3)(2) = 6,00V y quedan
6,00 V para el paralelo. Sus corrientes son 1,00 A y 2,00 A, cuya suma recupera los 3,00 A de
entrada. Las potencias resultan

Py=180W, P =6,00W, P,=120W.

La suma es 36,0 W = (12,0 V)(3,00 A). Conocer tnicamente la resistencia equivalente permite
calcular la corriente total; reconstruir la red permite conocer el estado de cada elemento.

2Q 6
— "
3A 1A
3Q
—

12v () 2A

6V en el paralelo

El resistor de 2 ohms conduce la suma de las dos corrientes de rama. La fuente mantiene 12 volt.

18.6 Leyes de Kirchhoff y eleccion de signos

La conservacién de la carga en una regioén que contiene una union exige

d
Q;todo = Z Ientra - Z Isale‘

En el régimen estacionario que estudiamos, la carga del nodo permanece constante y la suma
de corrientes entrantes iguala la de salientes. Esta es la ley de nodos de Kirchhoff. La pequena
redistribucién superficial que establece los campos y potenciales del circuito ocurre durante el proceso
de conexién; el modelo estacionario describe el estado posterior.

La ley de recorridos cerrados establece que la suma algebraica de cambios de potencial en un lazo
es cero. Se aplica aqui al modelo de elementos concentrados, con régimen estacionario y efectos de
induccién variables despreciables. Partir de un punto y regresar al mismo punto exige recuperar su
potencial. Una fuente ideal se representa por un aumento +& al recorrerla del terminal negativo al
positivo, o por —& en el recorrido opuesto. En un resistor, avanzar en el sentido de su corriente de
referencia aporta —I R, y avanzar al contrario aporta +IR.

Las flechas y los sentidos de recorrido pueden elegirse antes de conocer la solucién. Lo necesario es
conservarlos en todas las ecuaciones. Los resultados con signo permiten recuperar el sentido fisico y
comprobar que cada resistor recibe potencia I?R. Una red con varios lazos puede resolverse mediante
ecuaciones de nodos o mediante un conjunto independiente de ecuaciones de lazo, junto con las
relaciones entre corrientes.
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PROBLEMA RESUELTO 18.14 - Resolver un nodo alimentado por dos fuentes

Toma un nodo inferior b como 0 V. Una fuente ideal fija un terminal ¢ a 12,0V y otra fija un
terminal d a 6,00 V. Hay un resistor de 2,00 {2 entre ¢ y un nodo a, uno de 2,002 entre a y d, y
uno de 4,002 entre a y b. Los terminales negativos de ambas fuentes estan unidos a b. Halla el
potencial de a y las corrientes. Resolucion. Definimos las tres corrientes de referencia saliendo
de a. La ley de nodos da

Vo—12 V,—6 V,

2 —+4=0, V=36 Vu=T20V.

En la rama hacia ¢ se obtiene —2,40 A: fisicamente entran 2,40 A desde la fuente de 12 V. Salen
0,600 A hacia d y 1,80 A hacia b. Se verifica 2,40 = 0,600 + 1,80.

La fuente de 12V entrega 28,8 W. La de 6 V recibe 3,60 W, pues la corriente entra por su
terminal positivo. Los resistores reciben 11,52 W, 0,720 W y 12,96 W, que suman 25,20 W. El
balance es 28,8 = 25,2+ 3,6. La fuente ideal receptora representa un elemento capaz de absorber
esa energia; la posibilidad de recargar una bateria concreta exige ademéas que su tecnologia y
control lo permitan.

V, =720V
2,40 A 0,600 A
_— > —_—
20 20

a

Las flechas muestran las corrientes fisicas obtenidas. Ambas fuentes tienen su terminal positivo arriba.

También podemos resolver el problema anterior con dos corrientes de lazo, i1 en el lazo izquierdo
e iz en el derecho, ambas en sentido horario. El resistor central conduce i; — i hacia abajo. Las
ecuaciones son 611 — 4io = 12 y —4i1 + 6i3 = —6. Dan i; = 2,40 A e i5 = 0,600 A. El mismo circuito
admite distintas incognitas; los voltajes y las corrientes fisicas coinciden.



Corriente eléctrica y circuitos 398

PROBLEMA RESUELTO 18.15 - Interpretar una corriente de referencia
negativa

Dos fuentes ideales de 12,0V y 9,00 V se conectan en oposicién en un tnico lazo, con una
resistencia total de 3,00 2. Elige como referencia una corriente que recorra la fuente de 9V
de negativo a positivo y la de 12V de positivo a negativo. Calcula e interpreta el resultado.
Resolucion. Con esa referencia, la ecuacién del lazo es

9-12-3I=0, I=—-1,00A.

La corriente real tiene magnitud 1,00 A y sentido opuesto al elegido: sale del terminal positivo
de la fuente de 12V y entra en el positivo de la de 9V. La primera entrega 12,0 W, la segunda
recibe 9,00 W y el resistor recibe 3,00 W. La ecuacién con signo conserva la eleccién inicial y el
balance de energia verifica su interpretacion.

I de referencia

3Q
L

12V @_) 1A real ,9V @_)

Con la flecha elegida, I = —1 A indica una corriente convencional de 1 A en el sentido opuesto. La fuente de
12V entrega energia y la de 9V la recibe.

18.7 Medir también forma parte del circuito

Un amperimetro se intercala en la rama cuya corriente se quiere medir. En el modelo ideal
su resistencia es cero, asi que reemplaza un tramo de alambre sin anadir caida de potencial. Un
voltimetro se conecta entre los dos puntos cuyo voltaje se quiere conocer; en el modelo ideal su
resistencia es infinita y su corriente es cero. Esas idealizaciones permiten atribuir la lectura al circuito
original.

Los instrumentos reales tienen resistencias de entrada finitas y otras limitaciones. Para incluir su
efecto, se incorporan como elementos de la red: la resistencia del amperimetro queda en serie y la
del voltimetro, en paralelo con la parte medida. La precisién del valor mostrado y la perturbacion
que produce el instrumento son cuestiones relacionadas, pero diferentes. Un instrumento puede leer
con mucha precision el voltaje del circuito que él mismo ha modificado.
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PROBLEMA RESUELTO 18.16 + Comparar amperimetros ideal y real

Una fuente ideal de 6,00 V alimenta un resistor de 30,0 €2. Un voltimetro ideal se conecta entre
los extremos del resistor. Halla las lecturas con un amperimetro ideal en serie y luego con uno
de resistencia 2,00 Q). Resolucién. Con instrumentos ideales, el amperimetro lee 6/30 = 0,200 A
y el voltimetro, 6,00 V. Con el amperimetro real, la resistencia total pasa a 32,0 (2, luego

;_ 6:00
32,0

=0,1875A, Vg = (0,1875)(30,0) = 5,625 V.

Los otros 0,375V caen en el amperimetro. La corriente disminuye un 6,25 % respecto del
circuito con amperimetro ideal. El voltimetro contintia conectado exclusivamente entre los
extremos del resistor de 30 €.

300
— A +——
ov ®

A en serie; V entre los extremos del resistor

El voltimetro tiene resistencia infinita en ambos ensayos. Solo cambia la resistencia del amperimetro.
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PROBLEMA RESUELTO 18.17 - Calcular el efecto de conectar un voltimetro

Dos resistores de 10,0 k€2 estan en serie a una fuente ideal de 9,00 V. Se conecta un voltimetro de
resistencia 10,0 k(2 entre los extremos del resistor inferior. Calcula su lectura y compérala con el
voltaje anterior a conectarlo. Resolucion. Antes de medir, la corriente es 9/20 000 = 0,450 mA
y cada resistor tiene 4,50 V. Al conectar el instrumento, este queda en paralelo con el resistor
inferior: ambos equivalen a 5,00 k2. La corriente que pasa por el resistor superior aumenta a
9/15000 = 0,600 mA. El voltaje inferior y la lectura son

Vieetura = (0,600 mA) (5,00 k€2) = 3,00V

Por el resistor inferior y por el voltimetro pasan 0,300 mA en cada rama. La lectura es dos
tercios del voltaje previo. Una resistencia de entrada mucho mayor que la del tramo medido
reduciria esta perturbacién.

1

FV
0,300 mA 10k (V) 10k

[

ov ()

El voltimetro aporta una segunda rama de 10 kiloohms sobre el resistor inferior y reduce el voltaje medido.

18.8 Limites de operacién y decisiones de diseno

Las ecuaciones de una red deben contrastarse con los limites de sus componentes. Un resistor
tiene una potencia nominal que depende de las condiciones térmicas especificadas; los cables y las
fuentes también tienen limites de corriente. Para un resistor ideal de valor constante, una cota de

potencia Ppsx permite obtener |I| < \/Puax/R y |V| < v/ PnaxR. En un montaje real se consideran
ademas tolerancias, ventilacién y condiciones de uso.

La conexién directa de un amperimetro de baja resistencia entre los terminales de una fuente crea
una rama de corriente potencialmente muy elevada. Su lugar de medicion es en serie, con rango,
bornes y proteccion apropiados. Un cortocircuito ofrece un camino de resistencia pequenia que puede
llevar la fuente y los conductores fuera de sus limites. En el modelo de fuente con resistencia interna,
I = &/(R + r) aumenta al reducirse R; cerca del cortocircuito pueden hacerse importantes efectos
térmicos y limitaciones que ese modelo simple omite.

Los limites nominales de un componente y la seguridad de una persona describen problemas
diferentes. Esta depende de la trayectoria de corriente, del contacto, del entorno y del tiempo de
exposicién, entre otros factores. Las préacticas de este capitulo se restringen a fuentes de laboratorio
de baja tensién y energia limitada o a simulaciones, con supervisién y componentes adecuados. Las
instalaciones conectadas a la red requieren personal competente y protecciones reglamentarias. El
céalculo elemental de un circuito sirve para interpretar su funcionamiento dentro de las hipétesis
establecidas.
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PROBLEMA RESUELTO 18.18 - Comprobar limites en una red de baja

tension

Una fuente regulada mantiene 12,0 V hasta una corriente total de 50,0 mA. Se conectan ramas
iguales, cada una con un resistor de 1,20k} y potencia nominal 0,250 W en las condiciones
especificadas. Calcula el maximo niimero de ramas permitido por esos dos limites ideales
y el estado de operacién con cuatro ramas. Supdén valores exactos para esta comprobacién.
Resolucion. Cada rama toma 12/1200 = 0,0100 A y recibe 122/1200 = 0,120 W, dentro de la
potencia indicada. El limite de corriente admite 50/10 = 5 ramas en este modelo. Con cuatro
ramas,

Req = 300 Q, Itotal = 40,0 HlA, Ptotal = 0,480 W.

Quedan 10,0mA hasta la cota de corriente. Una sexta rama exigiria 60 mA si el voltaje
continuara en 12V, y esa exigencia supera el intervalo regulado declarado. El estado real
entonces dependeria de la respuesta de proteccién de la fuente. La comprobacion realizada usa
las condiciones nominales dadas; un diseno concreto debe incluir sus tolerancias y condiciones

térmicas.
Estado Liotal Piotal Cota de corriente
Una rama 10mA 0,120 W Dentro
Cuatro ramas 40mA 0,480 W Dentro
Cinco ramas 50mA 0,600 W En el limite
Seis ramas a 12V~ 60mA 0,720 W Excede

Cada resistor recibe 0,120 watt mientras se mantienen 12 volt. La tdltima fila expresa una exigencia fuera del
intervalo regulado.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa e = 1,602176634 x 10~ C. Supén alambres ideales, resistores éhmicos de valor constante y
fuentes ideales, salvo indicacién explicita. Las fem indicadas son positivas del terminal negativo al
positivo. Representa los nodos antes de reducir una red.

EJERCICIO 18.1 - Una corriente durante un intervalo

Por un cable metéalico pasan 0,0800 A durante 75,0s. Calcula la carga convencional transferida
y el conteo neto de electrones que cruza una secciéon.

EJERCICIO 18.2 - El area de un trapecio

Una corriente aumenta linealmente desde 0,200 A a 0,600 A en 5,00s. Halla la carga transferida
y la corriente media.
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EJERCICIO 18.3 - Deriva y seccion

Un conductor tiene n = 5,00 x 1022 m™3 electrones méviles, secciéon 2,00mm? y corriente
0,800 A. Calcula vy y predice su cambio si la seccién se reduce a la mitad manteniendo n e I.

EJERCICIO 18.4 - Una recta de operacién

A temperatura fija se miden (V,I) = (2,00V,0,100A), (4,00V,0,200A) y (6,00 V,0,300 A).

Halla R y la corriente predicha a 12,0V si contintia el modelo 6hmico.

EJERCICIO 18.5 - Tres cocientes diferentes

Un dispositivo presenta (V,I) = (1,00V,0,100 A), (2,00V,0,160A) y (3,00 V,0,200 A). Calcula
V/I en cada punto y evalia si un tnico resistor 6hmico representa los tres datos exactamente.

EJERCICIO 18.6 - Resistencia de un alambre

Un alambre uniforme tiene p = 1,50 x 1075Qm, L = 0,800m y A = 0,200 mm?. Calcula su
resistencia.

EJERCICIO 18.7 - Triplicar la longitud con el mismo volumen

Se rehace un alambre con el triple de longitud y el mismo volumen. Se conservan material,
temperatura y resistividad. Encuentra A’/A 'y R'/R.

EJERCICIO 18.8 - Una resistencia a otra temperatura

Un resistor tiene 100 a 20,0°C y a = 3,00 x 1073 K~!. Calcula R a 70,0°C usando el modelo
lineal en ese intervalo.

EJERCICIO 18.9 - TUna fuente con resistencia interna

Una fuente de fem 6,00V y resistencia interna 0,500 €2 alimenta 2,50 2. Halla I, Vierm, la
potencia aportada por la fem y las potencias recibidas por ambas resistencias.

EJERCICIO 18.10 - Dos mediciones de una fuente

Una fuente en descarga tiene 4,40V al entregar 0,200 A y 4,00V al entregar 0,600 A. Obtén &
y 7 en el modelo lineal.
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EJERCICIO 18.11 - Energia en un resistor

Un resistor de 50,02 permanece a 10,0 V durante 15,0 min. Calcula I, P y la energia en joules
y kilowatt-horas.

EJERCICIO 18.12 - Potencia y tiempo de uso

Un dispositivo recibe una potencia constante de 60,0 W durante 2,00 h. Expresa la energia
transferida en kilowatt-horas y joules.

EJERCICIO 18.13 - Reducir resistencia a voltaje fijo

Un resistor conectado a una fuente de voltaje fijo se reemplaza por otro cuya resistencia es la
mitad. Halla los factores de cambio de corriente y potencia.

EJERCICIO 18.14 - Dos resistores en serie

Una fuente de 24,0 V alimenta resistores de 3,002 y 9,00 €2 en serie. Calcula corriente, voltajes
y potencias individuales.

EJERCICIO 18.15 - Dos resistores en paralelo

Resistores de 4,002 y 12,02 comparten los terminales de una fuente de 12,0 V. Halla R,
corrientes y potencia total.

EJERCICIO 18.16 - Reconstruir un circuito mixto

Una fuente de 21,0V alimenta 3,00 ) en serie con el paralelo de 6,008 y 12,0 Q2. Encuentra las
corrientes, los voltajes y las potencias de los tres resistores.

EJERCICIO 18.17 - Leer conexiones por sus nodos

Un resistor de 2,002 conecta a con by uno de 4,00 €2 conecta b con c. Solo esos dos elementos
llegan a b. Un tercer resistor de 6,002 conecta a con c. Encuentra la resistencia equivalente
entre a y ¢ y dibuja una representacién del circuito.

EJERCICIO 18.18 - Balance de corrientes en una unién

En régimen estacionario entran 0,700 A en un nodo. Salen 0,200 A por una rama y 0,100 A por
otra. Halla la corriente de una tercera rama y su sentido.

403
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EJERCICIO 18.19 -+ Un nodo entre dos fuentes

Repite la conexién del problema 18.14 con V., = 10,0V, V; = 4,00V, resistores laterales de
2,002 y resistor central de 5,00 2. Halla V, y las corrientes fisicas de las tres ramas.

EJERCICIO 18.20 - Fuentes en oposicion

En un tnico lazo hay fuentes ideales de 8,00V y 5,00 V en oposicién, y una resistencia total de
6,00 2. Halla la corriente e identifica la potencia entregada o recibida por cada elemento.

EJERCICIO 18.21 - La resistencia del amperimetro

Una fuente de 5,00 V alimenta 9,00 €2. Se intercala en serie un amperimetro de 1,002 y se mide
con un voltimetro ideal el voltaje del resistor de 9 ). Halla ambas lecturas y compéaralas con
las del amperimetro ideal.

EJERCICIO 18.22 - Un voltimetro sobre un divisor

Una fuente de 12,0V alimenta en serie un resistor superior de 20,0 k€2 y uno inferior de 10,0 k2.
Un voltimetro de 20,0 k(2 se conecta en paralelo con el inferior. Halla el voltaje inferior antes y
después de conectar el instrumento.

EJERCICIO 18.23 - Comprobar corriente y potencia nominal

Una fuente regulada de 5,00 V admite hasta 40,0 mA. Cada rama conectada en paralelo contiene
500 Q2 con potencia nominal 0,250 W. Usando los valores indicados como exactos, calcula el
maximo ntmero de ramas compatible con ambos limites y la potencia total en ese estado.

EJERCICIO 18.24 - Abrir una rama de un paralelo

Resistores de 6,00 €2 y 3,00 €2 estdn en paralelo a 6,00 V. La rama de 3 2 queda abierta. Compara
corrientes y potencias totales antes y después, y explica qué ocurre con la corriente del resistor
de 6.

404



Corriente eléctrica y circuitos 405

Soluciones razonadas

SOLUCION 18.1.
La transferencia convencional es AQ = (0,0800)(75,0) = 6,00C. El conteo neto es N = 6/e ~

3,74 x 10" electrones, con deriva opuesta al sentido convencional.
SOLUCION 18.2.

La corriente media de una variacién lineal es la media de los extremos: Ijneq = (0,200 + 0,600)/2 =
0,400 A. El &rea del trapecio da AQ = (0,400)(5,00) = 2,00 C.

SOLUCION 18.3.

vg = I/(neA) = 0,800/[(5,00 x 10?8)e(2,00 x 1076)] ~ 4,99 x 107> m/s. Mantener la corriente con la
mitad de seccién exige duplicar la rapidez de deriva, a 9,99 x 107° m/s.

SOLUCION 18.4.

Los tres cocientes dan R = 20,0€). La prolongacién del modelo a 12,0V predice I = 0,600 A bajo las

condiciones estipuladas.
SOLUCION 18.5.

Los cocientes son 10,0€2, 12,5 y 15,0 ). La resistencia que reproduce cada punto cambia entre ellos;

los tres datos requieren una respuesta mas general que un tnico resistor 6hmico de valor fijo.
SOLUCION 18.6.

Convertir el drea da A = 2,00 x 107" m?2. Asi, R = (1,50 x 107%)(0,800)/(2,00 x 10~7) = 6,00 2.
SOLUCION 18.7.
Conservar volumen implica A’L' = AL, luego A’/A = 1/3. La razén de resistencias es (L' /L)(A/A") =

3x3=09.
SOLUCION 18.8.

El incremento térmico es 50,0 K. Resulta R = 100[1 + (0,00300)(50,0)] = 115€2.

SOLUCION 18.9.

I=6/(2,5040,500) =2,00A y Vieym = IR = 5,00V. La fem aporta £I = 12,0 W; las resistencias
reciben / 2r =2,00W e I?R = 10,0 W. Las potencias recibidas suman la entregada.

SOLUCION 18.10.

r = (4,40 — 4,00)/(0,600 — 0,200) = 1,002 y & = 4,40 + (0,200)(1,00) = 4,60 V. Ambos puntos

satisfacen V = & — Ir.
SOLUCION 18.11.

I=10/50=0,200A y P=VI=200W. En 900s se transfieren 1800.J = 5,00 x 104 kWh.
SOLUCION 18.12.
Eirans = (0,0600kW)(2,00h) = 0,120kWh = 4,32 x 10°J. La duracién convierte la potencia en

energia acumulada.
SOLUCION 18.13.

A voltaje fijo, I = V/R y P = V?/R. Reducir la resistencia a la mitad duplica ambas magnitudes.
SOLUCION 18.14.
Req =12,0Q e I =2,00A. Los voltajes son 6,00V y 18,0V, y las potencias, 12,0 W y 36,0 W. Sus

sumas verifican 24V y 48 W =V I.
SOLUCION 18.15.

El paralelo equivale a 3,00 €). Las corrientes son 3,00 A y 1,00 A, con total 4,00 A. La potencia total

es 48,0 W, igual a la suma de 36,0 W y 12,0 W.
SOLUCION 18.16.

El paralelo equivale a 4,00 y el total a 7,00 ). La corriente total es 3,00 A. En el resistor de 32
caen 9,00V y se reciben 27,0 W. El paralelo tiene 12,0 V: pasan 2,00 A por 6 y 1,00 A por 12,

con potencias 24,0 W y 12,0 W. La suma es 63,0 W = (21)(3).
SOLUCION 18.17.

El nodo b sin derivacion pone en serie 22 y 4€), con equivalente 6 {2 entre a y c¢. Esa rama estd en
paralelo con el tercer resistor de 62, y el conjunto equivale a 3,00 2. El dibujo puede mostrar dos
caminos de a a ¢, uno con los dos resistores consecutivos y el otro con el tercero.
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SOLUCION 18.18.
La corriente restante sale del nodo y vale 0,700 — 0,200 — 0,100 = 0,400 A. Con ella se conserva la

carga del nodo en el régimen dado.
SOLUCION 18.19.

La ecuacion (V, —10)/2+ (V, —4)/2+V,/5=0da V, = 35/6 V ~ 5,83 V. Desde el terminal de
10V entran 25/12 A ~ 2,08 A; salen 11/12 A ~ 0,917 A hacia el de 4V y 7/6 A ~ 1,17 A hacia el

nodo inferior. Los valores exactos verifican el balance.
SOLUCION 18.20.

La fem neta en el sentido impulsado por la fuente de 8 Ves 8—5 = 3V, de modo que I = 3/6 = 0,500 A.

La fuente mayor entrega 4,00 W, la menor recibe 2,50 W y el resistor recibe 1,50 W.
SOLUCION 18.21.

La resistencia total es 10 y el amperimetro lee 0,500 A. El voltimetro lee (0,500)(9) = 4,50 V. Con
amperimetro ideal las lecturas serian 5/9 A ~ 0,556 A y 5,00 V.

SOLUCION 18.22.

Sin voltimetro, el divisor da V' = 12(10)/(20 4+ 10) = 4,00 V. Conectado el instrumento, la parte
inferior equivale a (10)(20)/(10 + 20) = 20/3 k2. El voltaje inferior es 12(20/3)/(20+20/3) = 3,00 V.

La corriente del resistor superior aumenta de 0,400 mA a 0,450 mA.
SOLUCION 18.23.

Cada rama toma 5/500 = 10,0 mA y recibe 52/500 = 0,0500 W. La cota de corriente admite cuatro
ramas, con potencia total 0,200 W. Una quinta exigiria 50,0 mA si la fuente mantuviera su voltaje,

fuera del intervalo declarado.
SOLUCION 18.24.

Antes de la apertura, las corrientes de rama son 1,00 A y 2,00 A, con total 3,00 A y potencia 18,0 W.
Después solo conduce el resistor de 6 Q: el total pasa a 1,00 A y 6,00 W. Su propia corriente permanece
en 1,00 A porque conserva 6 V entre sus terminales con la fuente ideal indicada.

Una experiencia: reconstruir conexiones y comprobar lecturas

Dos dibujos del mismo circuito

Usa un simulador o un equipo docente con fuente regulada de baja tensién y limitaciéon de
corriente, bajo supervision. En el montaje fisico, selecciona resistores y rangos de instrumentos
apropiados con el docente y realiza las conexiones con la fuente desconectada. Se excluyen los
experimentos con la red eléctrica.

Dibuja dos resistores en serie y después cambia su posicién en el papel conservando exactamente
los nodos. Predice corrientes y voltajes antes de observar las lecturas. Repite el procedimiento
con una conexién en paralelo. En cada caso, contrasta la suma de caidas de potencial de
un recorrido cerrado y el balance de corrientes de una unién. Para estudiar el efecto de los
instrumentos, modifica sus resistencias de entrada en la simulacién y vuelve a calcular la red
resultante. Registra qué conexiones conservaste, qué condicién mantuvo la fuente y qué cambio
al medir.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Una fuente de £ = 12,0V y r = 1,002 alimenta un resistor de 3,002 en serie con el paralelo
de 12,09 y 6,00 Q2. Halla las corrientes, el voltaje terminal y las potencias. Predice qué leerfa un
voltimetro ideal sobre el paralelo y cémo cambiaria esa lectura si la rama de 6 Q2 quedara abierta.

Contraste. El paralelo equivale a 4§); la resistencia externa es 72 y la total, 8 2. La corriente es
1,50 A y el voltaje terminal, 10,5 V. El resistor de 32 tiene 4,50 V y el paralelo, 6,00 V. Sus corrientes
son 0,500 A y 1,00 A. La fuente aporta 18,0 W; la resistencia interna recibe 2,25 W y las externas,
6,75 W, 3,00 W y 6,00 W, que suman 15,75 W. El voltimetro ideal lee 6,00 V. Al abrir la rama de
6 €2, la resistencia total pasa a 16 €2, la corriente baja a 0,750 A y la lectura sobre el resistor restante
de 122 aumenta a 9,00 V. La menor corriente total reduce las caidas en las resistencias que quedan
en serie con él. Su potencia aumenta de 3,00 W a 6,75 W.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 2, 12.2 edicién,
capitulo 25 y secciones 26.1-26.3. R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 2, 9.%
edicion, secciones 17.1-17.6, 18.1-18.4 y 18.6-18.7. Los problemas, los datos y las ayudas visuales de
este capitulo se han preparado para esta obra.
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Una corriente desvia una brijula y un iman en mo-
vimiento puede producir corriente en una bobina.
El primer fenémeno permite reconocer el campo
magnético de las cargas que se mueven; el segundo
conecta la variacion de ese campo con la transferen-
cia de energia eléctrica. Su descripcion exige seguir
direcciones, orientar superficies y distinguir el valor
de una magnitud de su rapidez de cambio.

La fuerza magnética relaciona el movimiento de una
carga con el campo que encuentra. Una corriente
retine muchas cargas en movimiento y produce a
su vez un campo; al estudiar cuanto atraviesa una
superficie aparece el flujo magnético. Su variacion
conecta el movimiento mecanico con la generacién
eléctrica. El almacenamiento de energia en bobi-
nas y la propagaciéon de ondas electromagnéticas
amplian esa relacion entre corrientes y campos.

408
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19.1 Campo magnético y fuerza sobre una carga

Una pequefia brijula orienta su aguja segiin el campo magnético local. Representamos ese campo
mediante un vector B en cada punto. Fuera de un iman de barra, sus lineas salen por el polo norte y
entran por el sur; dentro contintian cerrando los recorridos. En la descripcion clasica usada aqui, el
flujo magnético neto a través de una superficie cerrada es cero. Las lineas dibujadas representan la
direccion y la distribucién del campo, y su densidad grafica permite comparar intensidades dentro
de una misma representacién.

La unidad SI del campo magnético es el tesla, simbolo T. Su efecto sobre una particula con carga
q y velocidad ¥, medidas en un mismo sistema de referencia, estd descrito por
Fg =q# x B, Fp = |qlvBsin#. (19.1)

El angulo 0 se mide entre 7'y B. El producto vectorial sefiala una direcciéon perpendicular a ambos.
Para una carga positiva, la regla de la mano derecha se aplica girando los dedos desde ¥ hacia B por
el 4ngulo menor; el pulgar sefiala ¥ x B. Una carga negativa invierte ese sentido. En ejes derechos,
R lt.:, 7 X k=1 y bxi= 7; invertir el orden cambia el signo.

Un punto dentro de un circulo, ®, representa una flecha que sale de la pagina hacia el lector.
Una cruz, ®, representa una flecha que entra. Esta convenciéon permitirda dibujar tres direcciones
espaciales en una pagina. De la férmula se obtiene 1 T = 1N/(A m).

PROBLEMA RESUELTO 19.1 - Obtener la fuerza y su direcciéon

Una carga ¢ = +2,00nC tiene velocidad @ = (3,00 x 105 m/s)i en un campo B = (0,400 T)k.
Halla la fuerza y describe qué cambiaria para una carga de igual magnitud y signo negativo.
Resolucion. El producto 2 x kK = —j fija el sentido. Asi,

Fg = —(2,00 x 107)(3,00 x 10°)(0,400)7 = —(2,40 x 1074 N)3.

Para la carga negativa, la fuerza apunta hacia +y y conserva la magnitud. En ambos casos es
perpendicular a la velocidad instanténea.

Fp (g<0)
\

B saliente

\7
Fig (¢ > 0)

La velocidad apunta a la derecha y el campo sale de la pagina. El signo de la carga fija el sentido de la fuerza.

La fuerza magnética es cero para una carga en reposo y para un movimiento paralelo o antiparalelo
al campo. Su magnitud es maxima cuando la velocidad es perpendicular. Ademads, su potencia
instantanea sobre una particula puntual es

Pg=Fg -G=q@xB)-7=0.
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Por tanto, la fuerza magnética por si sola conserva la energia cinética de la partlcula y puede
modificar la direccién de su velocidad. Si también hay campo eléctrico, la fuerza total es q(E +7x B)
y la potencia eléctrica qE ¥ puede cambiar esa energia. En los circuitos inducidos, el campo eléctrico
permitira transferir energia a los portadores.

PROBLEMA RESUELTO 19.2 -+ Usar la componente perpendicular

Una carga de +4,00nC se mueve a 2,00 x 10* m/s formando 30,0° con un campo de 0,500 T
Calcula la magnitud de la fuerza y comparala con los casos paralelo y perpendicular.

Resolucion. La componente perpendicular es v, = 0 F N
: o 4 B (:U’ )
vsin30° = 1,00 x 10* m/s. Por tanto, s 0
Fp = |qlvi B =2,00 x 107°N. 30° 20,0
9=l , 90° 40,0

En el caso paralelo la fuerza es cero. Con la misma  La fuerza depende de v, = vsin@. Los
rapidez y orientacién perpendicular al campo, alcanza ~ otros datos se mantienen iguales en las
4,00 x 107°N. El 4ngulo controla qué parte del movi- Lol

miento participa en la fuerza.

19.2 Trayectorias y campos cruzados

Consideremos un campo magnético uniforme y estatico, con fuerza eléctrica, gravedad y pérdidas
radiativas despreciables. Si la velocidad inicial es perpendicular al campo, la fuerza permanece
perpendicular al movimiento y actia como fuerza centripeta. En el régimen no relativista,

2

\q]vB _ , muv _ 2mm
T

_mv _ 19.2
lq| B’ lq| B (19:2)

La rapidez permanece constante y el sentido de giro depende del signo de la carga. El periodo
se obtiene con T = 27r/v: en este modelo es independiente de la rapidez. Estas expresiones
requieren velocidades suficientemente pequenas frente a la rapidez de la luz para emplear la mecanica
newtoniana.

Si la velocidad tiene componentes v, y v, la primera produce el movimiento circular y la segunda
permanece constante a lo largo del campo. La trayectoria resulta helicoidal, con radio mv, /(|q|B)
y avance por vuelta, o paso, h = v T. El campo fija un eje espacial; descomponer el movimiento
respecto de ese eje permite reconstruir la trayectoria.
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PROBLEMA RESUELTO 19.3 - Calcular una 6rbita circular de un protén

Un protén entra perpendicularmente en un campo uniforme de 0,200 T con rapidez 2,00x10% m /s.
Usa my, = 1,67 x 1072"kg y e = 1,602176634 x 10~ C. Halla radio, periodo y energia cinética.
Resolucion. Con las condiciones del modelo,

(1,67 x 10727)(2,00 x 106)

- ~ 0,104 T =
" ¢(0,200) R

27 (1,67 x 107%7)
¢(0,200)

~327x 10 "s.

La energia cinética es K = %mpqﬂ = 3,34 x 1071 J y conserva ese valor en la 6rbita idealizada.
La rapidez es aproximadamente 0,0067 veces la de la luz, compatible con la aproximacién
usada. Para un campo saliente y velocidad inicial hacia la derecha, la trayectoria comienza
curvandose hacia abajo.

q>0

<y

K = constante

El protén gira en sentido horario visto desde el lado del campo saliente. La fuerza apunta hacia el centro.

Los campos eléctrico y magnético también pueden producir fuerzas que se compensen. Si ambos
campos son perpendiculares entre si y a la velocidad seleccionada, sus magnitudes se igualan cuando
lg| E = |q|vB, de donde v = E/B. La compensacién vectorial exige ademds que E apunte en sentido
opuesto a ¥ X B. Esa geometria define un selector de velocidades para particulas cargadas.
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PROBLEMA RESUELTO 19.4 - Seleccionar una velocidad con dos campos

En una region, E = (3,00 x 10*V/m)j y B = (0,100 T)k. Un haz entra con velocidad hacia +z.
Halla la rapidez que permite atravesar la region sin desviacién y el sentido de la fuerza sobre
un protén que entra a 4,00 x 10° m/s. Resolucion. La fuerza eléctrica sobre el protén apunta
hacia +y y la magnética hacia —y. La compensacién ocurre a
E
= = =3,00 x 10°m/s.
V=3 m/

Para la rapidez mayor, F, = e(E —vB) = ¢(30000 — 40 000) ~ —1,60 x 10~ N. El haz positivo
se desvia hacia —y. Con la rapidez seleccionada, la compensacién funciona también para una
carga negativa, porque ambas fuerzas invierten su sentido.

—

qF
= A q>0
E
(> §j
v B saliente
qU X B

Para una carga positiva, las fuerzas se compensan a v = E/B. Las flechas de fuerza representan ese caso.

19.3 Fuerza sobre conductores y giro de una espira

Una corriente representa el transporte de muchos portadores. Al sumar sus fuerzas magnéticas y
considerar su interaccion con el material conductor, obtenemos para un tramo recto en un campo
externo uniforme

F=1I0xB. (19.3)

El vector 7 tiene la longitud del tramo y apunta segun la corriente convencional, con I tomado
positivo en ese sentido. El modelo considera el campo externo sobre el conductor; al estudiar dos
alambres, cada uno siente el campo generado por el otro. En una geometria general se suman las
contribuciones I df x B.
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PROBLEMA RESUELTO 19.5 - Encontrar la fuerza sobre un tramo de alam-
bre

Un tramo recto de 0,400 m lleva 3,00 A hacia +z en un campo uniforme de 0,200 T dirigido
hacia +z. Halla su fuerza magnética. Resolucion. El tramo y el campo son perpendiculares, de
modo que F' = I¢/B = (3,00)(0,400)(0,200) = 0,240 N. El producto 7 x k = —j da

F = —(0,240N)j.
Invertir la corriente o invertir el campo invierte la fuerza. Si ambos cambian simultaneamente
de sentido, se conserva la fuerza inicial.
¢=0400m, B=0200T

I=3A

=

F = —(0,240N))

La corriente convencional fija el vector longitud del tramo. El campo externo saliente produce fuerza hacia abajo.

En una espira cerrada sometida a un campo uniforme, las fuerzas sobre sus lados suman cero,
aunque pueden formar un par. Para una bobina plana de N vueltas, cada una de drea A, definimos
el momento magnético

fi=NIAh, F=jixB, 7=NIABsin.

La normal 7 se determina enrollando los dedos de la mano derecha segin la corriente: el pulgar
senala la normal positiva. Aqui 8 es el dngulo entre esa normal y el campo. El par tiende a alinear i
con B. Con corriente mantenida y la referencia habitual, la energia de orientacion es U = —[i - E; la
alineacién paralela corresponde a un minimo. Esta relaciéon describe la orientacién de un dipolo en
un campo externo dado.
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PROBLEMA RESUELTO 19.6 - Calcular el par sobre una bobina

Una bobina plana de 20 vueltas lleva 0,500 A y cada vuelta abarca 0,0200 m?. Su normal forma
30,0° con un campo uniforme de 0,300 T. Calcula el momento magnético, el par y la energia de
orientacién. Resolucién. La magnitud del momento es u = (20)(0,500)(0,0200) = 0,200 A m?.
Entonces,

7 = (0,200)(0,300) sin 30° = 0,0300 N m, U = —(0,200)(0,300) cos 30° ~ —0,0520 J.

El par modifica la orientaciéon hacia la alineacién paralela. El angulo de la férmula se refiere a
la normal; el plano de la bobina forma el angulo complementario con el campo.

—

plano visto de canto B

30°

Y
=
s

~ =2
o 7T

La normal y el momento magnético son paralelos. El par saliente gira el momento hacia el campo.

19.4 Campos generados por corrientes

Alrededor de un alambre recto largo, las lineas de campo son circulos centrados en su eje. La mano
derecha vuelve a fijar un sentido: el pulgar sefiala la corriente convencional y los dedos, el campo
que la rodea. A distancia r del eje, por fuera de un alambre delgado en el vacio o aproximadamente
en aire,

I
B ="t (19.4)

27r
En los célculos emplearemos g ~ 47 x 1077 Tm/A. La aproximacién de hilo largo requiere que los
extremos estén muy alejados en comparacién con r. Un nicleo magnético o una geometria diferente
puede modificar el campo de forma importante.
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PROBLEMA RESUELTO 19.7 - Dar magnitud y sentido al campo de un hilo

Un alambre recto muy largo lleva 5,00 A hacia +y. Calcula su campo a 0,0500 m a la derecha
del eje, despreciando otros campos. Resolucion. La magnitud es

(47 x 1077)(5,00)
27(0,0500)

B= =2,00x 107° T = 20,0 uT.

La regla de la mano derecha da sentido entrante en la pigina, —z, en el punto situado a la
derecha. En un punto simétrico a la izquierda, el campo tiene igual magnitud y sentido saliente.

1

r = 0,0500 m
lado opuesto ® | f----------- ® P: B=20uT

El hilo se ve en el plano de la pagina. La corriente hacia arriba produce campo entrante a la derecha.

Los campos producidos por varias corrientes se suman vectorialmente. Dos alambres paralelos se
ejercen fuerzas: las corrientes del mismo sentido se atraen y las opuestas se repelen. Para alambres
muy largos, separados una distancia d y en las condiciones anteriores, la magnitud por unidad de

longitud es
F pol11z
—=0LB = .
¢~ PPN Tomd

La direccién se obtiene aplicando L0 x By al segundo alambre y repitiendo para el primero.

PROBLEMA RESUELTO 19.8 - Superponer campos y calcular la fuerza entre
hilos
Dos hilos muy largos, paralelos al eje y, estan en £ = —0,100m y = +0,100 m. Cada uno lleva

4,00 A hacia +y. Calcula el campo en el punto medio, el campo en x = 0,300 m y la fuerza por
longitud entre los hilos. Resolucion. En el punto medio, cada hilo aporta 8,00 uT: el izquierdo
produce campo entrante y el derecho, saliente. Se compensan. En « = 0,300 m, las distancias
son 0,400 m y 0,200 m; ambos campos entran en la pagina y sus magnitudes son 2,00 uT y
4,00 uT. El campo total allf es (6,00 uT)(—Fk).

La separacién entre hilos es d = 0,200m, luego F/¢ = (47 x 1077)(4)(4)/[27(0,200)] =
1,60 x 107°> N/m. Las corrientes del mismo sentido se atraen. La distancia entre los alambres
y la distancia de cada alambre al punto de observacién cumplen funciones distintas en estos

calculos.

Punto Bz,izq (,UT) Bz,dcr (,LLT) Bz,total (,UT)
=0 ~8.,00 48,00 0
z = 0,300m ~2.00 —4,00 ~6,00

La tabla contiene componentes sobre +z, saliente. Las contribuciones se suman con sus signos.
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En el centro de una espira circular de radio a, el campo tiene magnitud B = ol /(2a) y direccién
normal al plano, segtn la corriente. Para N vueltas circulares coincidentes o suficientemente préximas,
se multiplica por N. Un solenoide largo retiine muchas vueltas a lo largo de una longitud ¢5. Lejos de
sus extremos, con devanado denso y niucleo de aire, su campo interior es aproximadamente uniforme:

N
B~ uo—1.
Ho ‘.
Esta aproximacién depende de la densidad de vueltas por longitud y de que la longitud sea grande
frente al radio. La regla de la mano derecha aplicada a las vueltas determina la direcciéon del campo
interior.

PROBLEMA RESUELTO 19.9 - Estimar el campo interior de un solenoide

Un solenoide de aire tiene 500 vueltas distribuidas uniformemente en 0,500 m, radio 0,0100 m y
corriente 0,400 A. Estima su campo cerca del centro. Resolucién. Hay N/{s = 1000 m~! vueltas
por longitud. La longitud es 50 veces el radio, y el punto central esta lejos de los extremos en
esa escala. El modelo de solenoide largo da

B ~ (47 x 1077)(1000)(0,400) ~ 5,03 x 10~* T = 0,503 mT.

El valor describe el interior proximo al centro. Cerca de los extremos aparecen variaciones
espaciales y un campo exterior que el modelo interior uniforme deja fuera de su célculo.

N =500, I=0,400A

@D @ D

(NS AN

(o BENOONGC o)
o v v v Lw v

©
B interior .
> vista lateral

s = 0,500m

Los puntos y cruces representan la corriente en las partes del devanado vistas de canto. El campo interior apunta
a la derecha.

19.5 Flujo: orientar una superficie

Para comparar el campo que atraviesa una superficie plana, elegimos primero una normal unitaria
71 y definimos su vector drea A = An. En un campo uniforme, el flujo magnético es

dp =B A= BAcosb. (19.5)

El d4ngulo # se mide entre el campo y la normal. El weber, Wb, equivale a T m?. El flujo es positivo
cuando el campo atraviesa la superficie segiin la normal elegida, negativo en el sentido opuesto y cero
si el campo es paralelo al plano. Invertir la normal cambia el signo del flujo y conserva la situacion
fisica.

Un campo que varia de un punto a otro exige dividir la superficie en pequenas dreas y sumar sus
contribuciones orientadas: ®p = [¢ B - dA. La formula BA cos @ corresponde al caso uniforme. Para
una bobina de N vueltas atravesadas por el mismo flujo, el enlace de flujo es N®g. Cuando las
vueltas enlazan flujos diferentes, se suman los flujos de todas ellas.
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PROBLEMA RESUELTO 19.10 - Distinguir el angulo con el plano y con la
normal

Una superficie de 0,0300 m? estd en un campo uniforme de 0,400 T. El campo forma 60,0° con
la normal positiva, equivalentes a 30,0° con el plano. Calcula el flujo y el valor referido a la
normal opuesta.

Resolucion. El angulo de la formula es el de la normal:

>

&5 = (0,400)(0,0300) cos 60° = 6,00 x 1073 Wh. 60°

B
Con la normal opuesta, el dangulo pasa a 120° y el flujo
resulta —6,00 x 1072 Wb. La eleccién de orientacién fija 30°
el signo con el que describimos el mismo campo y la plano
misma superficie. El 4ngulo de flujo se mide con la normal:
aqui es 60°. El 4ngulo con el plano es su
complementario.
PROBLEMA RESUELTO 19.11 -+ Separar flujo por vuelta y enlace de flujo

Una vuelta plana abarca 0,0100m? en un campo uniforme de 0,200 T, paralelo a su normal
positiva. Compara el flujo por vuelta y el enlace total para bobinas ideales de 1, 50 y 100
vueltas iguales en ese mismo campo prescrito.

Resolucion. Cada vuelta enlaza &g = BA = 2,00 x N &5 (Wb) Nog (Wh)
1073 Wh. Los enlaces totales son 0,00200 Wb, 0,100 Wb
y 0,200 Wb. El nimero de vueltas es adimensional. Au-
mentarlo suma mas contribuciones iguales al enlace,
manteniendo el flujo por cada vuelta bajo las condicio-
nes dadas.

1 0,00200 0,00200
50 0,00200 0,100
100 0,00200 0,200

Cada vuelta enlaza el mismo flujo
prescrito. La tdltima columna suma las
contribuciones de todas las vueltas.

19.6 Faraday y Lenz: responder a un cambio de flujo

Una bobina puede presentar fem inducida cuando cambia el flujo que enlaza, sea por variacién
del campo, del area o de la orientacién. Para fijar los signos, elegimos una normal y asociamos el
sentido positivo del recorrido mediante la mano derecha: los dedos recorren la frontera en sentido
positivo mientras el pulgar sefiala la normal. En una vista desde el extremo hacia el que apunta esa
normal, el recorrido positivo es antihorario.

La ley de Faraday para N vueltas con flujo comun es

d®p O — Py
E=-N—F Emed = —N———. 19.6

dt ed At ( )
El signo expresa la ley de Lenz. En un circuito resistivo cerrado, la corriente inducida genera un

campo que se opone al cambio del flujo externo que origina la respuesta. Si aumenta un flujo saliente,
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la corriente crea campo entrante; si disminuye ese mismo flujo saliente, crea campo saliente. En
ambos casos interviene el cambio respecto del estado anterior.

La fem se refiere a un recorrido orientado. En una espira fija atravesada por un campo magnético
variable, el campo eléctrico inducido puede realizar trabajo alrededor del recorrido cerrado:

El simbolo ¢ indica la suma integral por la curva cerrada. Este campo eléctrico tiene circulacién y
su descripcién completa requiere conservar el recorrido, ademés de los puntos extremos. La suma
de diferencias de potencial usada en el capitulo anterior se aplicé a redes con efectos de induccién
variables despreciables. Cuando incluimos una fem inducida en una ecuacién de circuito, incorporamos
precisamente esa transferencia de energia por unidad de carga.

PROBLEMA RESUELTO 19.12 - Obtener fem y sentido de corriente en una
bobina fija

Una bobina fija de 40 vueltas tiene drea 0,0200 m? por vuelta y resistencia total 4,00 Q. El campo
externo uniforme sale de la pagina y aumenta linealmente de 0,100 T a 0,400 T en 0,300s. Elige
normal saliente y desprecia la autoinducciéon. Calcula la fem y la corriente durante el aumento.
Resolucion. El cambio de flujo por vuelta es A® = (0,0200)(0,400 — 0,100) = 0,00600 Wh.
Como el aumento es lineal,
(40)(0,00600) &
E=——"—7———""=-0800V I=—=-0,200A.
0,300 ’ ’ R ’

La referencia positiva es antihoraria; la corriente fisica es horaria y crea campo entrante, que
se opone al aumento del flujo saliente. La energia que recibe el resistor procede del sistema que
mantiene la variacion del campo externo.

Byt saliente aumenta

I =0,200 A horario

El campo externo saliente aumenta. La corriente horaria crea un campo inducido entrante.
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PROBLEMA RESUELTO 19.13 - Distinguir una tasa instantanea de una tasa
media

Una bobina fija tiene N = 10, area por vuelta 0,0300m? y resistencia total 3,00€. Con
normal saliente, el campo externo es B(t) = 0,200 T + (0,100 T /s?)¢2, saliente. Desprecia la
autoinduccién. Halla la fem y la corriente a t = 2,00, y la fem media entre cero y ese instante.
Resolucion. La derivada es dB/dt = (0,200 T /s?)t. Asi, £(t) = —NAdB/dt = —(0,0600 V/s)t.
A los dos segundos se obtiene £ = —0,120V e I = —0,0400 A, de sentido horario. La fem media

es
B(2) — B(0
_vaB®) = BO)
2,00s
En t = 0 hay campo y flujo, mientras que la fem instantdnea es cero porque la pendiente en
ese instante es cero. El valor de la pendiente permite distinguir la induccién instantdnea del
flujo existente.

Crviesl = = —0,0600 V.

B (T)
, tangente
0,6 A g

0,2

B=02+0,1¢2

t(s)

La tangente a los dos segundos describe la tasa instantanea. La tasa media se obtiene con los valores de los
extremos.
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PROBLEMA RESUELTO 19.14 - Inducir fem al cambiar la orientacién

Una espira de 0,0400 m? gira en un campo uniforme estéatico de 0,500 T. El d4ngulo de su normal
con el campo aumenta mondétonamente de 0° a 90° en 0,200s. Su resistencia total es 4,00 (2.
Desprecia autoinduccién. Calcula la fem media y la carga neta transferida, con el sentido
positivo ligado a la normal escogida durante el giro. Resolucion. El flujo cambia de 0,0200 Wb
a cero. Por tanto,

0 — 0,0200

Emed = = 0,200

Ad
= 40,100V, AQ = /Idt =—F = —+0,00500 C.
La carga neta depende del cambio total de flujo y de la resistencia constante. La fem instantanea
depende también de la rapidez angular durante el giro. El campo conserva su valor; la orientacion
es la que modifica el flujo enlazado.

®p (Wh)
B constante
0,0200

> 0
0° 90°
A®p = —0,0200 Wb

El flujo cambia por el giro de la superficie en un campo constante. Su disminucién da fem media positiva con la
orientacion elegida.

19.7 Movimiento, generacion y balance de energia

Una varilla conductora que se desplaza en un campo magnético ofrece otra forma de producir
separaciéon de carga. Para una varilla de longitud ¢, perpendicular a su velocidad y al campo, la
magnitud de la fem de movimiento es Bfv. Los portadores sienten la contribucién qv' x B. En circuito
abierto, la redistribucién de carga puede establecer un campo eléctrico que la compensa; bajo esas
condiciones, el voltaje entre extremos tiene magnitud Bfv después del transitorio.

Si la varilla cierra un circuito de rieles, su movimiento modifica el area enlazada y la ley de Faraday
da el mismo resultado. Con resistencia total R, autoinducciéon despreciable y velocidad mantenida,
la corriente tiene magnitud I = Bflv/R. La fuerza magnética sobre la varilla se opone al movimiento
en el caso de generacion resistiva. El agente que la arrastra aporta la potencia Feyv, que coincide
con I’R en este modelo.
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PROBLEMA RESUELTO 19.15 - Vincular la fem de movimiento con el trabajo
mecanico

Una varilla vertical de longitud 0,300 m se mueve a 2,00m/s hacia la derecha sobre rieles
horizontales. Un resistor a la izquierda cierra el circuito, de resistencia total 3,00 2. Un campo
uniforme de 0,500 T sale de la pagina. Desprecia rozamiento y autoinduccién. Calcula fem,
corriente, fuerza de arrastre necesaria y potencia. Resolucion. El area aumenta, de modo que
aumenta el flujo saliente. La corriente inducida es horaria y baja por la varilla. Su extremo
inferior es el de mayor potencial. Las magnitudes son

€| = Bov = 0,300V, |I| =0,100A, Fp=1I¢B=0,0150N.

La fuerza magnética sobre la varilla apunta a la izquierda; el agente externo debe ejercer 0,0150 N
hacia la derecha para mantener la velocidad. Su potencia es (0,0150)(2,00) = 0,0300 W, igual a
I’R = (0,100)?(3,00). La energia térmica procede del trabajo de arrastre.

—

] é
% .
R=3Q 4
+
R —
Fgp

La corriente baja por la varilla mévil y el campo saliente ejerce sobre ella una fuerza hacia la izquierda.

La expresion qv' x B emplea la velocidad total de cada portador y conserva potencia magnética
instantanea cero sobre esa particula. En el conductor moévil, el balance incluye ademés el movimiento
macroscépico del material, sus restricciones sobre los portadores y el campo eléctrico. El trabajo
externo que mantiene el movimiento permite la transferencia de energia a la corriente y al resistor.
Analizar el sistema completo conecta el resultado de arrastre con la propiedad de la fuerza sobre
una carga individual.

Una bobina que gira en un campo uniforme funciona como generador. Si su normal forma el
angulo § = wt con el campo, su enlace de flujo es NBA cos(wt) y

E(t) = NBAwsin(wt).

La fem cambia de signo cada media vuelta. Con un circuito puramente resistivo y efectos inductivos
despreciables, la corriente tiene la misma dependencia temporal. La potencia recibida por el resistor
es siempre I2R > 0, aunque cambie el sentido de la corriente. Mantener el giro bajo carga exige
aporte mecanico de energia.
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PROBLEMA RESUELTO 19.16 - Obtener una fem alterna de una bobina

giratoria

Un generador ideal tiene 50 vueltas de 0,0100 m? cada una en un campo de 0,200 T. Gira a
100rad/s, con la normal inicialmente paralela al campo. Alimenta una resistencia total de 20,0 2
y se desprecian efectos inductivos. Halla la fem maxima, la frecuencia, la corriente maxima y la
potencia media recibida por la resistencia. Resolucion. La amplitud es & = NBAw = 10,0V y
la frecuencia, f = w/(27) ~ 15,9 Hz. Asi,

£(t) = (10,0 V) sin(100¢),  I(t) = (0,500 A) sin(100¢),

con t en segundos. La potencia instantanea es (5,00 W) sin?(100t). Sobre un periodo completo,
el promedio de sin? es 1/2, luego Ppeq = 2,50 W. En operacién ideal periddica, esa es también
la potencia mecanica media aportada al generador.

£ (V)

10 50 = NBAw

2

wt (rad)

—10

La fem cambia de signo cada media vuelta. Una resistencia recibe potencia positiva durante ambas mitades del
ciclo.

19.8 Autoinduccién y campos que se propagan

La corriente de una bobina produce su propio campo y su propio enlace de flujo. Si el material
responde linealmente y la geometria permanece fija, podemos escribir N®p,opio = LI. La inductancia
L se mide en henrys, con 1H = 1V s/A. La variacién de corriente produce una fem de autoinduccién

dl

Epropia = —L—.

propia dt

Para un inductor ideal sin resistencia, usando la convencién de corriente que entra por el terminal a,

el voltaje terminal es V, = L dI/dt. El signo positivo de este voltaje y el negativo de la fem propia

describen el mismo fenémeno con referencias diferentes: el voltaje aplicado sostiene el aumento de

corriente frente a la fem inducida. La potencia recibida es LI dI/dt y, al acumularla desde corriente
cero,

I 1
Ug :/ LI'dl' = = LI>.
0 2

Esta energia esta asociada al campo magnético y puede devolverse al circuito cuando disminuye la
corriente. En problemas anteriores se ha despreciado la autoinduccién para aislar el efecto del flujo
externo y obtener I = £/R de manera inmediata. Incluir L permite estudiar también los transitorios.
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PROBLEMA RESUELTO 19.17 - Calcular la respuesta de un inductor ideal

Un inductor ideal de 0,200 H aumenta linealmente su corriente de 0,500 A a 2,50 A en 0,0400s.
Halla la fem propia, el voltaje terminal con convencién receptora y el cambio de energia
almacenada.

Resolucion. La tasa es dI /dt = 2,00/0,0400 = 50,0 A/s. I(A) Ug(J)
Por tanto, &propia = —10,0V y V4 = +10,0V. Las
energias son

Inicial 0,500  0,0250
Final 2,50 0,625

U;=0,0250J, U;=0,625J, El aumento de energfa es 0,600 joule.

. Durante la rampa, la fem propia es —10
AUp = +0,600J. volt y el voltaje receptor es +10 volt.

La potencia recibida durante el intervalo aumenta con I;
su integral entrega esos 0,600 J al campo del inductor.

La induccién enlaza también circuitos distintos: al cambiar la corriente de una bobina puede
cambiar el flujo que atraviesa otra y producir en ella una fem. El acoplamiento depende de la
geometria y del material entre ambas. Esa transferencia permite comprender el principio de un
transformador, donde un régimen variable sostiene el intercambio entre circuitos.

La descripcién se amplia con las ecuaciones de Maxwell. La ley de Gauss eléctrica relaciona el flujo
eléctrico con la carga encerrada. Su versién magnética expresa flujo neto cero a través de superficies
cerradas. La ley de Faraday vincula la circulacion eléctrica con la variaciéon del flujo magnético. La
ley de Ampere—Maxwell relaciona la circulacion magnética tanto con la corriente de conduccién
como con la variacién del flujo eléctrico.

Un capacitor que se carga ayuda a comprender este tiltimo término. Por los cables circula corriente
mientras cambia el campo eléctrico entre las placas. En el espacio entre las placas de un capacitor
ideal cambia el flujo eléctrico mientras en sus superficies se acumulan cargas opuestas. La contribucién
de Maxwell permite obtener una descripcién magnética consistente al considerar superficies que
atraviesan el cable o el espacio entre placas. Las variaciones de ambos campos forman parte de una
misma descripcién electromagnética.

En el vacio, las ecuaciones admiten ondas que transportan energia mediante campos eléctricos y
magnéticos variables, relacionados por las leyes de Maxwell. Para una onda plana progresiva, E y B
son perpendiculares entre si y a la propagacion, oscilan en fase y cumplen Fy = c¢Bj. La direccién de
propagacioén coincide con E x B. Su rapidez es ¢ = 1/,/i0€0, donde €¢ es la permitividad del vacio.
En los célculos usaremos ¢ ~ 3,00 x 103 m/s. La relacién ondulatoria ¢ = A\f conecta frecuencia y
longitud de onda. Radio, microondas y luz visible pertenecen a esta misma familia de campos, con
distintas frecuencias.
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PROBLEMA RESUELTO 19.18 - Relacionar los campos de una onda electro-
magnética

Una onda plana en el vacio tiene frecuencia 100 MHz y amplitud eléctrica Ey = 6,00 V/m.
En un punto y un instante con campos no nulos, £ apunta hacia +y y B hacia +z. Halla su
longitud de onda, amplitud magnética y direccion de propagacién. Resolucion. La frecuencia es
1,00 x 10® Hz, luego

Eo

\ = ; =3,00m, By=—=200x10"8T = 20,0nT.
C

El producto 7 x k = 7 indica propagacién hacia +x. Cuando ambos campos invierten simultéa-
neamente su signo durante la oscilacién, su producto vectorial conserva ese sentido. Las dos
amplitudes pertenecen a la misma onda y estan relacionadas por su propagacién en el vacio.

E: +y

EO = CBO

>» propagacion +x
A=3m

Orientacién local de los campos en un instante. En una onda plana de vacio, ambas amplitudes satisfacen
EQ = CB().

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa e = 1,602176634 x 10712 C, m,, = 1,67 x 10727 kg, pp ~ 47 x 10" Tm/A y ¢ ~ 3,00 x 108 m /5.
Los ejes son derechos. Supdn régimen no relativista, campos prescritos y modelos geométricos ideales
en las condiciones indicadas. En los circuitos inducidos resistivos, desprecia la autoinduccién salvo
indicacién contraria.

EJERCICIO 19.1 - Una carga negativa en movimiento

Una carga —3,00nC se mueve con 7 = (2,00 x 10°m/s)i en B = (0,100 T)k. Halla Fj.

EJERCICIO 19.2 - Comparar dos angulos

Una carga de magnitud 2,00 ©C se mueve a 1000 m/s en un campo de 0,200 T. Calcula la fuerza
para angulos de 90° y 30° entre velocidad y campo.



Magnetismo e induccién electromagnética 42

EJERCICIO 19.3 - Calcular por componentes
Una carga +1,00nC tiene ¥ = (21 + 37)10*m/s en B = (0,200 T)k. Obtén la fuerza por

componentes y verifica Fg - ¥ = 0.

EJERCICIO 19.4 - Una 6rbita circular

Un protén entra perpendicularmente en B = 0,100 T con rapidez 1,00 x 10°m/s. Halla radio y
periodo de su orbita ideal.

EJERCICIO 19.5 - Agregar movimiento paralelo

El protén del ejercicio anterior tiene ademas componente de velocidad v = 2,00 x 10°m/s a lo

largo del campo; conserva v; = 1,00 x 10°m/s. Halla el radio y el avance de la hélice en una
vuelta.

EJERCICIO 19.6 - Un selector para ambos signos

Un haz entra hacia +2 en campos E = (2,00 x 104 V/m)j y B = (0,0500 T)k. Halla la rapidez
sin desviacion y explica qué sucede con particulas negativas a esa misma velocidad.
EJERCICIO 19.7 - Una fuerza sobre un conductor

Un tramo de 0,500 m conduce 2,00 A hacia +y en B= (0,300 T)i. Halla magnitud y sentido de
la fuerza.

EJERCICIO 19.8 - Par y orientacién de una bobina

Una bobina de 10 vueltas, drea 0,0500 m? por vuelta y corriente 0,200 A estd en B = 0,400 T.
Calcula el par para angulos de 90° y 0° entre normal y campo. Identifica la orientacién de
energia minima.

EJERCICIO 19.9 - Campo de un hilo recto

Un hilo muy largo lleva 3,00 A hacia arriba en la pagina. Halla su campo a 0,0200m a la
derecha y a igual distancia a la izquierda, en aire.

EJERCICIO 19.10 - Campo en el centro de una espira

Una espira circular de radio 0,100 m lleva 4,00 A en sentido antihorario vista de frente. Calcula
el campo en su centro y su sentido.

ot
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EJERCICIO 19.11 - Un solenoide largo

Un solenoide de aire tiene 1000 vueltas en 0,400 m y conduce 0,200 A. Su radio es mucho menor
que su longitud. Estima el campo interior lejos de los extremos.

EJERCICIO 19.12 - Superposicion y fuerza entre hilos

Dos hilos paralelos muy largos separados 0,100 m llevan 3,00 A en el mismo sentido. Halla
el campo en el punto medio y la fuerza por longitud. Predice qué cambia si se invierte una
corriente, manteniendo su magnitud.

EJERCICIO 19.13 - Flujo con normal orientada

Un campo uniforme de 0,300 T forma 60,0° con la normal positiva de un 4rea plana de 0,0200 m?.
Calcula el flujo y su valor con la normal opuesta.

EJERCICIO 19.14 - Un angulo dado con el plano

El campo uniforme de 0,400 T forma 30,0° con un plano de area 0,0500 m?. Escoge la normal
que forme angulo agudo con el campo y calcula el flujo.

EJERCICIO 19.15 - Ochenta vueltas en el mismo campo

Una bobina tiene 80 vueltas, cada una de area 0,0100m?, en B = 0,250 T paralelo a la normal
positiva. Halla flujo por vuelta y enlace total.

EJERCICIO 19.16 - Un flujo saliente que aumenta

Una bobina fija de 20 vueltas, drea por vuelta 0,0400m? y resistencia total 8,00 estd en un
campo saliente que aumenta linealmente de 0,100 T a 0,300 T en 0,200s. Con normal saliente,
calcula fem, corriente y sentido fisico.

EJERCICIO 19.17 - Un flujo saliente que disminuye
Una bobina fija de 10 vueltas, drea por vuelta 0,0200m? y resistencia total 4,002 estd en un

campo saliente que disminuye linealmente de 0,500 T a 0,100 T en 0,400s. Con normal saliente,
halla fem y corriente.
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EJERCICIO 19.18 - Derivar un campo que varia con el tiempo

Una bobina fija de 5 vueltas y area 0,100 m? por vuelta tiene normal saliente. El campo saliente
es B(t) = 0,400 T + (0,0200 T/s3)t3. Halla la fem a 2,00s y la fem media entre cero y ese
instante.

EJERCICIO 19.19 - Una media vuelta y un instante de flujo cero

Una bobina de 10 vueltas y drea 0,0200m? por vuelta gira uniformemente en B = 0,500 T. Su
normal pasa de # =0 a § = 7 en 0,500s. Calcula la fem media y la fem instantdnea cuando
6 = 7/2, con el sentido positivo asociado a la normal.

EJERCICIO 19.20 - Arrastrar una varilla y calentar un resistor

Repite la geometria del problema 19.15 con £ = 0,400 m, v = 3,00m/s, B = 0,250 T y resistencia
total 6,00 €2. Halla fem, corriente, fuerza de arrastre y potencia mecéanica.

EJERCICIO 19.21 - Una varilla en circuito abierto

Una varilla vertical aislada de 0,200 m se mueve a 4,00 m/s hacia la derecha en un campo de
0,500 T saliente. Después del transitorio de redistribucién, halla el voltaje entre extremos, su
polaridad y la corriente longitudinal sostenida en el modelo ideal abierto.

EJERCICIO 19.22 - Amplitudes de un generador

Un generador ideal tiene 100 vueltas de 0,00500 m? cada una, B = 0,400 T y w = 50,0 rad/s.
Alimenta una resistencia total de 10,0 €2, con efectos inductivos despreciables. Calcula fem
maxima, frecuencia, corriente méaxima y potencia media.

EJERCICIO 19.23 - Disminuir la corriente de un inductor

Un inductor ideal de 0,0500 H reduce linealmente su corriente de 3,00 A a 1,00 A en 0,0200s.
Halla la fem propia, el voltaje terminal con convencién receptora y el cambio de energia
almacenada.

EJERCICIO 19.24 - Otra onda electromagnética

Una onda plana en el vacio tiene f = 60,0 MHz y Ep = 9,00 V/m. En un punto e instante, E
apunta hacia +x y B hacia —z. Halla X\, By y la direccién de propagacion.
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Soluciones razonadas

SOLUCION 19.1.

El producto 2 x k=— 7, multiplicado por una carga negativa, da sentido +y. La fuerza es Fp =
(6,00 x 1075 N)3.

SOLUCION 19.2.

Para 90°, F' = (2 x 1079)(1000)(0,200) = 4,00 x 10~*N. Para 30°, el factor seno reduce el valor a
2,00 x 10~*N.

SOLUCION 19.3.

Fg = (60 — 47)107°N. El producto escalar es (6 x 1076)(2 x 10%) — (4 x 107%)(3 x 10%) = 0. La
potencia magnética instantanea es cero.

SOLUCION 19.4.

r=myv/(eB) ~0,104m y T = 27m,/(eB) ~ 6,55 x 10~ " s. La fuerza cambia la direccién y conserva

la rapidez en el modelo dado.
SOLUCION 19.5.

El radio permanece en 0,104 m porque depende de v . El periodo es el del ejercicio anterior y el
paso es h = v T ~ (2,00 x 10°)(6,55 x 10~") = 0,131 m.

SOLUCION 19.6.

v=E/B = 4,00 x 10°m/s. La fuerza eléctrica y la magnética se compensan también para particulas

negativas a esa velocidad: ambas cambian de sentido al cambiar el signo de la carga.
SOLUCION 19.7.

F = I/B = (2,00)(0,500)(0,300) = 0,300 N. El producto j x i = —k fija sentido entrante, —z.
SOLUCION 19.8.
= NIA = 0,100Am?. EIl par a 90° es 0,0400Nm y a 0° es cero. La energia U = —uBcosf es

minima para normal y campo paralelos con el mismo sentido.
SOLUCION 19.9.

B = pol/(27r) = 3,00 x 107°T = 30,0 uT. A la derecha entra en la pigina y a la izquierda sale,

segin la mano derecha con el pulgar hacia arriba.
SOLUCION 19.10.

B = uol/(2a) = 87 x 1079T ~ 25,1 uT. La corriente antihoraria produce campo saliente en el

centro. _
SOLUCION 19.11.

B =~ pg(N/Ls)T = (47 x 1077)(1000/0,400)(0,200) ~ 6,28 x 104 T = 0,628 mT, dentro de la regién
aproximada indicada.
SOLUCION 19.12.

En el punto medio, cada hilo aporta 12,0 uT y los campos se compensan. La fuerza por longitud es
1o(3)(3)/[27(0,100)] = 1,80 x 10~° N/m, atractiva. Al invertir una corriente, los campos en el punto

medio se suman y dan magnitud 24,0 uT; la fuerza conserva su magnitud y pasa a ser repulsiva.
SOLUCION 19.13.

@5 = (0,300)(0,0200) cos 60° = 3,00 x 1072 Wh. La normal opuesta da —3,00 x 1073 Wh.
SOLUCION 19.14.

El d4ngulo con la normal escogida es 60°. Resulta @5 = (0,400)(0,0500) cos 60° = 0,0100 Wh.
SOLUCION 19.15.

El flujo por vuelta es 0,250(0,0100) = 0,00250 Wb y el enlace total, 805 = 0,200 Wb. Se mantiene

separado el flujo individual de su suma sobre las vueltas.
SOLUCION 19.16.

& =—-NAAB/At = —(20)(0,0400)(0,200)/0,200 = —0,800 V. La corriente es —0,100 A respecto del

recorrido antihorario: fisicamente gira en sentido horario y produce campo entrante.
SOLUCION 19.17.

& = —(10)(0,0200)(0,100 — 0,500)/0,400 = +0,200 V. La corriente es +0,0500 A, antihoraria. Su
campo saliente se opone a la disminucién del flujo externo saliente.
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SOLUCION 19.18.

dB/dt = (0,0600T/s3)t2. A 2s, &€ = —(5)(0,100)(0,240) = —0,120V. La fem media es
—(5)(0,100)[B(2) — B(0)]/2 = —0,0400 V. La pendiente inicial es cero y la fem instantédnea inicial
también.

SOLUCION 19.19.
El flujo por vuelta pasa de +0,0100 Wb a —0,0100 Wb, asi que Eneq = —(10)(—0,0200)/0,500 =
+0,400 V. Como w = 27 rad/s, al pasar por § = w/2 la fem es NBAw = 0,200 V ~ 0,628 V. El flujo

cero en ese instante coincide con una rapidez de cambio maxima en magnitud.
SOLUCION 19.20.

|E| = Blv = 0,300V e |I| = 0,0500 A, horario. La fuerza magnética es (0,0500)(0,400)(0,250) =
0,00500 N hacia la izquierda y el arrastre requerido tiene esa magnitud hacia la derecha. La potencia

mecanica es 0,0150 W = I?R.
SOLUCION 19.21.

El voltaje tiene magnitud B¢v = (0,500)(0,200)(4,00) = 0,400 V. El producto ¢ x B apunta hacia
abajo para carga positiva, por lo que el extremo inferior queda a mayor potencial. En el estado

abierto ideal, la corriente longitudinal sostenida es cero.
SOLUCION 19.22.

& = NBAw = (100)(0,400)(0,00500)(50,0) = 10,0 V. La frecuencia es 50/(27) ~ 7,96Hz y la

amplitud de corriente es 1,00 A. La potencia media es £3/(2R) = 5,00 W.
SOLUCION 19.23.

La tasa es (1 — 3)/0,0200 = —100 A /s. La fem propia es +5,00 V y el voltaje receptor, —5,00 V. Las
energias inicial y final son 0,225 J y 0,0250J, con AUp = —0,200 J. El inductor ideal devuelve esa

energia al circuito.
SOLUCION 19.24.

A=c¢/f=500my By = Ey/e = 3,00 x 108T = 30,0nT. El producto i x (—k) = +) indica
propagacion hacia —+y.

Una experiencia: observar el sentido de la induccién

Un iman y una bobina de demostracion

Usa un simulador o un equipo docente de bobina, imén y medidor sensible, bajo supervision.
Trabaja con el equipo desconectado de la red y con imanes apropiados para la demostracion.
Acerca lentamente un polo del iman a la bobina y registra el signo de la lectura; mantenlo
quieto y después aléjalo. Repite con el otro polo, conservando las conexiones del instrumento.
Antes de cada movimiento, dibuja el campo del iman en la bobina, decide si su flujo aumenta
o disminuye y predice el campo de la corriente inducida. Relaciona el signo observado con los
terminales del medidor. En el modelo de bobina resistiva, una lectura durante el movimiento
refleja la variacién de flujo; una vez detenido el iméan y extinguido el transitorio, la corriente
vuelve a cero. Compara desplazamientos semejantes realizados en tiempos distintos y registra
qué ocurre con la lectura méaxima.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Una bobina fija de 30 vueltas y 0,0200 m? por vuelta tiene resistencia total 3,00€2. Su normal
positiva sale de la pagina. El campo externo saliente es B(t) = 0,100 T + (0,200 T//s)t entre cero
y 1,008, v después permanece constante. Desprecia autoinduccién. Calcula fem, corriente, carga
neta transferida y energia recibida por el resistor durante el primer segundo. Predice la respuesta
posterior e interpreta qué cambia si se invierte la normal de referencia.

Contraste. Durante la rampa, € = —NAdB/dt = —0,120V e I = —0,0400 A, de sentido horario.
La carga convencional transferida con signo es —0,0400 C y la energia recibida es 12 RAt = 0,00480 J.
El flujo por vuelta aumenta de 0,00200 Wb a 0,00600 Wb. Después de la rampa, el flujo conserva
ese valor, la fem es cero y la corriente es cero en el modelo sin autoinduccion. Invertir la normal
invierte los signos del flujo, la fem y la corriente de referencia, manteniendo la misma corriente fisica
durante la rampa y la misma energia térmica. La energia proviene del sistema externo que produce
la variacion de campo, a través del campo eléctrico inducido.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 2, 12.2 edicién,
capitulos 27-29, secciones 30.2-30.3 y 32.1-32.2. R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica,
volumen 2, 9.2 edicién, capitulo 19, secciones 20.1-20.5, 20.7 y 21.8-21.11. Los problemas, los datos
y las ayudas visuales de este capitulo se han preparado para esta obra.
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Una cuchara sumergida parece quebrarse en la su-
perficie del agua. Una lente proyecta la imagen
de una ventana sobre una hoja y dos rendijas ilu-
minadas producen franjas claras y oscuras. Cada
observacion revela una relacién entre la propagacion
de la luz, los materiales y la geometria del montaje.
El modelo de rayos permite localizar imagenes y
seguir cambios de direcciéon. La descripcién ondula-
toria explica la superposicién y la extensién de los
haces al atravesar aberturas. Elegir la escala ade-
cuada conecta ambas descripciones: una lente puede
formar una imagen cuyo detalle queda limitado por
la difraccién.

431
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20.1 Rayos, reflexiéon e imagen en un espejo plano

Un rayo representa la direccién local de propagacion de la luz. En un medio homogéneo e isétropo,
los rayos son rectos. La Optica geométrica ofrece una buena aproximaciéon cuando las longitudes
caracteristicas de aberturas, obstaculos y superficies son grandes frente a la longitud de onda, y se
estudian trayectorias e imagenes lejos de detalles de difraccién. Un haz contiene muchos rayos; el
dibujo de una sola linea selecciona una direccion.

En cada punto de una superficie trazamos una recta perpendicular, llamada normal. El dngulo de
incidencia 6; y el de reflexién 6, se miden desde esa normal. La ley de reflexion establece

0, = 0. (20.1)

El rayo incidente, el reflejado y la normal pertenecen al mismo plano. En una superficie rugosa, cada
pequeina zona cumple esta ley con su propia normal; las distintas orientaciones distribuyen la luz
reflejada en muchas direcciones. Esa reflexiéon difusa permite ver una hoja desde diferentes lugares.

PROBLEMA RESUELTO 20.1 - Construir el rayo reflejado desde la normal

Un rayo incide sobre un espejo plano formando 35,0° con su superficie. Determina los dngulos
de incidencia y reflexién y el angulo entre las dos ramas del trazado, vistas desde el punto de
incidencia. Resolucion. La normal forma 90° con la superficie, por lo que 6; = 90° — 35° = 55,0°.
La ley de reflexién da 6, = 55,0°. Las ramas incidente y reflejada, dirigidas desde el punto hacia
sus respectivos lados, abarcan 26; = 110°. Dibujar primero la normal fija la referencia angular.

normal

0, = 55°

55°

‘ espejo

Los dngulos de incidencia y reflexiéon se miden desde la normal. El &ngulo dado con la superficie es su complemento.

Un punto luminoso envia luz en muchas direcciones. Después de reflejarse en un espejo plano,
los rayos que llegan al ojo divergen como si procedieran de un punto situado detras del espejo.
Sus prolongaciones hacia atras se cortan en una imagen virtual. Una imagen real corresponde a la
convergencia efectiva de los rayos y puede recibirse sobre una pantalla colocada en ese lugar. La
imagen virtual se observa mirando el sistema 6ptico; su posiciéon se obtiene prolongando los rayos.

La simetria de la reflexion coloca la imagen de un espejo plano a la misma distancia detras de la

superficie que el objeto delante. Conserva el tamano y la orientacién vertical. Cada punto cambia su
coordenada perpendicular al plano del espejo; esa inversion espacial explica la apariencia especular.
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PROBLEMA RESUELTO 20.2 - Seguir la imagen cuando se acerca el objeto

Una persona esta a 1,20m de un espejo plano fijo y avanza 0,300 m hacia él. Halla la separacion
entre la persona y su imagen antes y después del movimiento. Resolucién. Al comienzo, la
imagen estd a 1,20 m detras del espejo y la separacién es 2,40 m. Al final, la persona queda a
0,900 m delante y la imagen a 0,900 m detras: la separaciéon es 1,80 m. La imagen se desplaza
0,300 m hacia el plano por el lado posterior. La separacién disminuye 0,600 m.

espejo

persona imagen
e o e <o --

d d

separaciéon objeto—imagen = 2d

El objeto y su imagen se acercan al plano desde lados opuestos. La separacién cambia el doble que la distancia
del objeto al espejo.

20.2 Refraccion y reflexion interna total

El indice de refraccién de un medio transparente se define como n = ¢/v, donde v es la rapidez
de fase de la luz en ese medio y ¢ ~ 3,00 x 103 m/s es la rapidez en el vacio. En los materiales
considerados aqui, el indice es positivo y depende de la frecuencia. La continuidad temporal de
la oscilacion en una interfaz estacionaria conserva la frecuencia f. La relacion v = \f determina
entonces el cambio de longitud de onda:

. f=— A= (20.2)

El subindice cero designa la longitud de onda en el vacio. Para los calculos de este capitulo, el aire
se aproxima por n = 1.

PROBLEMA RESUELTO 20.3 - Conservar la frecuencia al entrar en vidrio

Una luz de longitud de onda en el vacio 600 nm entra en un vidrio de indice 1,50. Calcula su
frecuencia, rapidez y longitud de onda interior.

Resolucién. Con 600 nm = 6,00 x 10~ m, medio A (nm)

f=5,00 x 10" Hgz, vacio 600
8 vidrio 400
v = 2,00 x 10°m/s,
La interfaz estacionaria conserva la
A = 400 nm. frecuencia de la componente.

La frecuencia conserva su valor al cruzar la interfaz. La
rapidez y la longitud de onda se reducen por el factor
1/n.
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La ley de Snell relaciona las direcciones a ambos lados de una interfaz entre medios homogéneos e
isétropos:
ni sin 01 = N2 sin 02‘ (203)

Ambos dngulos se miden con la normal. Al pasar a un indice mayor, el rayo transmitido se acerca a
ella; al pasar a un indice menor, se aleja. Para incidencia normal la direccién se conserva, aunque
cambien rapidez y longitud de onda. En general, una parte de la energia se refleja y otra se transmite.
Snell determina la direccion de la transmision; calcular las fracciones de energia requiere informacién
adicional sobre los campos y la polarizacion.

PROBLEMA RESUELTO 20.4 - Refractar un rayo hacia la normal

Un rayo en aire incide a 45,0° sobre vidrio de indice 1,50. Calcula el angulo refractado y verifica
hacia qué lado cambia la direccién. Resolucion. De Snell,

1
sinfy = —— sin45° = 0,4714, 0y ~ 28,1°.
2 1,50 ) 2 )
El dangulo menor confirma el acercamiento a la normal. La reflexién parcial, cuando esta
presente, conserva 45° con la normal en el aire. Los dos angulos describen ramas distintas del
haz.

normal

(o)
aire

! 1° vidrio
| )

|

|

|

Al aumentar el indice de refraccién, el dngulo con la normal disminuye. El rayo dibujado corresponde a la
transmision.

Cuando nj > ng, el angulo refractado alcanza 90° para el &ngulo critico 6.:

sinf, = @, ny > no. (20.4)
ni
Para 61 > 6. ocurre reflexién interna total. En el modelo de interfaz plana entre medios transparentes,
con el segundo medio suficientemente extenso, la potencia reflejada iguala la incidente. En el segundo
medio existe un campo evanescente, cuya amplitud decae con la distancia a la interfaz. El dngulo
critico marca el limite de la rama refractada propagante. Las fibras Opticas guian luz mediante
sucesivas reflexiones internas bajo las condiciones adecuadas de indices y angulos.
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PROBLEMA RESUELTO 20.5 - Decidir si existe un rayo transmitido propa-
gante

Un haz viaja desde vidrio de indice 1,50 hacia aire. Compara incidencias de 40,0° y 45,0°.

Resolucion. El limite es 6, = arcsin(1/1,50) ~ 41,8°. 0,
Para 40°,

respuesta

40° B0 = T4,6°

0 = arcsin(1,50 sin 40°) ~ 74,6°. s Mg enfico
45°  reflexién total

La incidencia de 45° supera el limite y produce reflexion  El limite se aplica al paso del vidrio al
interna total. Alli 1,50sin45° > 1 identifica el dominio  2ire-
fuera de la transmision propagante.

20.3 Espejos esféricos y aumento lateral

Un espejo esférico tiene un eje principal que pasa por su vértice y su centro de curvatura. Para
rayos proximos al eje y con dngulos pequefios, llamados paraxiales, un espejo concavo concentra un
haz paralelo en el foco. Su distancia focal es f = R/2, positiva para el concavo. Un espejo convexo
hace divergir ese haz; sus prolongaciones pasan por un foco virtual, con f < 0. La aproximacién
paraxial reduce las aberraciones que aparecen al usar zonas alejadas del eje.

Usaremos la convenciéon de distancias reales positivas: s > 0 para un objeto real que envia rayos
incidentes al espejo; s’ > 0 para una imagen real delante de él, en el lado de los rayos reflejados,
y 8’ < 0 para una imagen virtual detrds. Las alturas se miden con signo respecto del eje. En esta
convencion, / /

1 1 1 h s

;4_?:? m=-=—— (20.5)
El aumento m > 0 indica imagen derecha respecto del objeto; m < 0, imagen invertida. Su magnitud
compara tamafnos. Para construir una imagen bastan dos rayos: uno paralelo al eje se refleja pasando
por el foco o alejandose de su prolongacion; uno dirigido al centro de curvatura retorna sobre su
trayectoria. También puede usarse un rayo que llegue al vértice: se refleja simétricamente respecto
del eje, que alli coincide con la normal. El cruce de los rayos reflejados, o de sus prolongaciones,
localiza la imagen.
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PROBLEMA RESUELTO 20.6 - Proyectar con un espejo céncavo

Un espejo céncavo tiene f = 20,0 cm. Un objeto real de 4,00 cm de altura esté a 60,0 cm del
vértice. Halla posicion, altura y naturaleza de la imagen. Resolucion. Todas las distancias se
expresan en centimetros:

1 1 1 1 , 30
?—270—@—%, S —30,0(3111, m—_@—_07500
La imagen es real, estd delante del espejo y tiene b’ = —2,00 cm. El signo de la altura indica

inversion. Una pantalla situada a 30 cm puede recibir la imagen dentro de la aproximaciéon
paraxial.

objeto e

A

o Hj €

imagen

Construcciéon paraxial en un espejo céncavo, representado por su plano en el vértice. Los rayos reflejados se
cruzan entre el foco y el centro de curvatura.

PROBLEMA RESUELTO 20.7 - Localizar una imagen virtual en un espejo
convexo

Un espejo convexo tiene f = —15,0 cm. Frente a él hay un objeto de altura 6,00 cm a s = 30,0 cm.
Determina su imagen. Resolucion. La focal negativa expresa la divergencia:

1 1 1 1

= - — = —— /:—100 = o
s 15 30 10 ° uem, M=

3

La imagen virtual queda 10,0 cm detras del espejo, es derecha y tiene altura 2,00 cm. Las
prolongaciones de los rayos reflejados se encuentran en ese punto. El signo positivo del aumento
concuerda con el trazado.

espejo
objeto

A T~
N aoe
lll\l(lb(/,ll

N

En el espejo convexo, las prolongaciones discontinuas de los rayos reflejados localizan la imagen virtual detras
del espejo. Representacién paraxial en el vértice.
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20.4 Lentes delgadas y convencion de signos

Una lente desvia luz por refraccién en sus superficies. El modelo de lente delgada aproxima su
espesor como pequeiio frente a las distancias relevantes y trabaja con rayos paraxiales. Consideraremos
lentes en aire por ambos lados. Una lente convergente tiene focal f > 0 y una divergente f < 0. La
accién depende tanto de las superficies como de los indices de la lente y del entorno.

Para cada lente se toma s > 0 cuando el objeto real esta en el lado de incidencia. Una imagen
real en el lado de salida tiene s’ > 0; una imagen virtual en el lado de incidencia tiene s’ < 0. La
ecuacién y el aumento conservan la forma

1 1

1
S to= I m=——. (20.6)
El significado geométrico de los lados se adapta a la transmisién a través de la lente. Un rayo paralelo
al eje sale por el foco posterior de una convergente; en una divergente, su prolongaciéon hacia atras
pasa por el foco del lado de incidencia. Un rayo por el centro 6ptico atraviesa la lente delgada
con direccién aproximadamente constante. Esos dos rayos permiten construir las imagenes de los
ejemplos siguientes.

PROBLEMA RESUELTO 20.8 - Formar una imagen real aumentada

Una lente convergente de f = 12,0 cm recibe luz de un objeto de 2,00 cm de altura situado
a 18,0cm. Halla la imagen y la posicién de una pantalla para verla proyectada. Resolucion.
Como el objeto esta entre fy 2f,

1 1 1 1 ;

Y- 12 18" 36’ s = 36,0 cm, m ,00
La imagen real se forma al otro lado de la lente, es invertida y tiene altura h’ = —4,00 cm. La
pantalla se coloca a 36,0 cm de la lente. El trazado concuerda con el aumento de tamano.

objeto A

. o eje

imagen

Dos rayos que salen de la punta del objeto convergen en la punta de la imagen real. Las alturas con signo
describen su inversion.
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PROBLEMA RESUELTO 20.9 - Usar una convergente como lupa

Un objeto de 2,00 cm de altura se coloca a 6,00 cm de una lente convergente de focal 10,0 cm.
Determina su imagen y explica cémo observarla. Resolucion. El objeto queda dentro de la
distancia focal:

1 1 1 1 ;

§ 10 6 15 pUESE SR
La imagen virtual estd en el lado del objeto, a 15,0 cm de la lente, y tiene altura 5,00 cm. Se
observa mirando desde el lado de salida. El ojo recibe rayos divergentes cuyas prolongaciones
sitdan la imagen. Este aumento lateral describe tamanos; el aumento angular de una lupa
también depende de la posicién del ojo y de la referencia de observacion.

imagen

:::\ObjGIQ . A

Con el objeto dentro del foco, los rayos emergen divergentes. Sus prolongaciones sittian una imagen virtual
derecha y aumentada.

PROBLEMA RESUELTO 20.10 - Interpretar una focal negativa

Una lente divergente de focal —20,0 cm tiene un objeto real a 30,0 cm. Calcula posicién y
aumento.

Resolucion. Con la convencion declarada,

magnitud valor
L R . f —20,0 cm
s 20 30 12 s’ —12,0cm
m +-0,400

Asi, 8’ = —12,0cm y m = +0,400. La imagen es virtual,
derecha y reducida. Queda entre la lente y el foco del
lado del objeto.

Los signos sitian una imagen virtual
derecha.

Si un objeto real esta justo en el foco de una lente convergente, los rayos emergentes de cada
punto son paralelos. La ecuacién da 1/s" = 0, expresado como imagen en el infinito. Para enfocar un
objeto muy lejano, los rayos incidentes son aproximadamente paralelos y la imagen se forma cerca
del plano focal posterior. Una camara modifica la separacién entre la lente y el sensor para ajustar
el enfoque a otras distancias.
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20.5 Sistemas de lentes y potencia 6ptica

En un sistema de dos lentes se sigue la luz en su orden de propagaciéon. La primera imagen actia
como objeto de la segunda. Conviene ubicar las lentes y las imagenes en un eje de posiciones x, y
luego asignar s y s’ para cada elemento. Si los rayos llegan a la segunda lente divergiendo desde un
punto anterior a ella, su objeto es real. Si llegan convergiendo hacia un punto posterior, ese punto
es un objeto virtual y se usa s < 0 para la segunda lente. El aumento total es el producto de los
aumentos de las etapas.

PROBLEMA RESUELTO 20.11 - Reconstruir una imagen en dos etapas

Dos lentes convergentes de focal 10,0 cm estan en x1 = 0 y 22 = 35,0 cm. Un objeto de altura
4,00 cm estd en z = —30,0 cm. La luz viaja hacia +x. Halla las dos imagenes y el aumento final.
Resolucion. Para la primera lente, s = 30cm y 1/sf = 1/10 — 1/30 = 1/15, luego la imagen
intermedia estd en = 15 cm. Su aumento es m; = —15/30 = —0,500. Ese punto estd 20 cm
antes de la segunda lente, de modo que so = 20 cm. Por tanto,

56, = 20,0 cm, Tfinal = 99,0 cm, mo = —1, m = mymeo = +0,500.

La imagen final es real y derecha respecto del objeto original, con altura 2,00 cm. Cada etapa
invierte la orientacién; el producto registra ambas inversiones.

objeto Ly Lo
Py A final

5y

Y

intermedia

Construccién sucesiva de dos etapas: la primera imagen sirve como objeto real de la segunda. Se muestran dos
rayos de construccién en cada etapa; la escala horizontal es comun.

La potencia éptica P = 1/f, con f en metros, se mide en dioptrias: 1D = 1m~!. Una potencia
positiva corresponde a una lente convergente y una negativa a una divergente. Para lentes delgadas
en contacto, en el mismo medio y dentro de la aproximacién paraxial, las potencias se suman:
P.q = P1 + P». La separacion finita entre lentes requiere el tratamiento por etapas o una férmula
que incluya esa separacién.
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PROBLEMA RESUELTO 20.12 -+ Combinar potencias en contacto

Dos lentes delgadas en aire se colocan en contacto. Sus focales son +20,0 cm y —30,0 cm. Halla
la potencia y la focal equivalentes.

Resolucion. Al convertir las focales a metros, P, =

elemento P (D)
+5,00D y P, = —3,33 D. Entonces,

lente 1 +5,00

P = +1767D7 = +0,600 m. lente 2 _3a33
- ea conjunto  +1,67

El conjunto conserva accion convergente y presenta una  En contacto, las potencias se suman con
focal mayor que la de la primera lente aislada. Se han  signo.
sumado potencias con signo.

20.6 Interferencia y doble rendija

Los campos de dos ondas luminosas se superponen. Para obtener un patrén estable, su diferencia
de fase debe mantenerse suficientemente definida durante la observacién: esa relacion se llama
coherencia. Dos rendijas iluminadas por una misma fuente apropiada pueden actuar como fuentes
coherentes. La frecuencia comin, la polarizacién compatible y una diferencia de fase estable permiten
observar franjas de interferencia.

Consideremos dos rendijas estrechas separadas una distancia d, iluminadas en fase con luz
monocromatica, y una pantalla lejana a distancia L. En la direccién 6, medida desde el eje central
perpendicular al plano de las rendijas, la diferencia de caminos es aproximadamente § = dsin . Los
maximos y minimos de interferencia cumplen

dsinf = m\ (maximos), m =0,+1,4+2,..., (20.7)

dsinf = (m+ )X (minimos), m € Z. '
Aqui X es la longitud de onda en el medio que llena los caminos. El patrén completo incluye también
la difraccién de cada rendija de ancho finito. La aproximacién de fuentes estrechas describe las
franjas dentro de su envolvente.

En una pantalla plana, y = Ltan 6. Para |y| < L, sinf ~ tanf ~y/L y

mAL AL
Asi aparecen franjas aproximadamente equidistantes cerca del centro. Para dngulos grandes se
conservan la condicién angular y la relacién con la tangente. Con haces de igual intensidad individual
I, la intensidad ideal es I = 41y cos?(Ag/2), con Ap = 276/ Los minimos redistribuyen la energia
en el patréon; al considerar todo el sistema se mantiene el balance energético.
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PROBLEMA RESUELTO 20.13 -+ Medir una longitud de onda con franjas

Dos rendijas separadas 0,250 mm producen franjas con luz de 500 nm en aire. La pantalla esta
a 2,00m. Calcula la separacién entre maximos y la posicién del médximo m = 2. Resolucion. En
metros, d = 2,50 x 107* y A = 5,00 x 10~7. Por tanto,

~ (5,00 x 1077)(2,00) -
Ay = 2,50 x 104 = 4,00 mm, y2 = 8,00 mm.

El cociente yo/L = 0,00400 respalda la aproximacién de dngulos pequetios. Si se mide ys, la
misma relacién permite despejar A = yod/(2L).

pantalla

0 ~dsin@

Dos caminos coherentes llegan al mismo punto de la pantalla. Esquema con separacion vertical ampliada; las
posiciones numéricas se calculan con la geometria del problema.



Optica geométrica y ondulatoria 442

PROBLEMA RESUELTO 20.14 -+ Sumergir todo el montaje de interferencia

El montaje del problema 20.13, incluidos los caminos hasta la pantalla, se llena con un medio
transparente homogéneo de indice 4/3 para esa luz. Se conservan la geometria y la frecuencia
de la fuente. Halla la nueva separacién entre maximos. Resolucion. La longitud de onda se
reduce a A = 500/(4/3) = 375 nm. Asi,

AYaire
AYmedio = = 3,00 mm.
n
La frecuencia permanece en ¢/A\g = 6,00 x 10 Hz. El patrén se contrae porque los mismos
incrementos de diferencia de fase requieren menores diferencias geométricas de caminos. Se ha
supuesto que ambos recorridos estdn enteramente en el mismo medio.

Los puntos marcan maximos de interferencia. La misma geometria en un medio de indice 4/3 reduce la separacién
entre ellos por el factor 3/4.

20.7 Difraccién y resolucién

Una abertura iluminada produce un haz con extensiéon angular. La superposicion de las contribu-
ciones de distintas zonas de la abertura determina la difraccién. Para una rendija de ancho a, con
iluminacién monocromatica uniforme y observacién en campo lejano, los minimos satisfacen

asinf = pA, p==1,£2,.... (20.9)

El centro, 6 = 0, es un maximo. La cancelacién del primer minimo puede entenderse dividiendo la
rendija en dos mitades: a cada punto de una mitad le corresponde otro, separado a/2, cuya diferencia
de caminos es A/2 cuando asinf = A. Las contribuciones emparejadas llegan en oposicién de fase.
El valor p = 0 pertenece al méximo central y se trata por separado.

En una pantalla lejana y para dngulos pequertios, los primeros minimos estan en yy; ~ +AL/a. El
ancho del maximo central entre ellos es 2\L/a. La condicién préctica de campo lejano es L > a?/\, o
un montaje 6ptico que observe el patron angular mediante una lente. Reducir a aumenta la extension
angular del maximo central.
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PROBLEMA RESUELTO 20.15 - Calcular el ancho del maximo central

Una rendija de ancho 0,100 mm se ilumina con luz de 600 nm en aire. La pantalla estd a 2,00 m.
Halla el primer minimo positivo y el ancho central. Resolucion. El cociente \/a = 0,00600
corresponde a un dngulo pequefio. Por ello,

(6,00 x 1077)(2,00)
L= 7100 x 104

= 0,0120 m, 291 = 24,0 mm.

Los primeros minimos estdn a +12,0mm. Ademés, a?/\ ~ 0,0167 m, mucho menor que L,
coherente con campo lejano. El méaximo central ocupa el intervalo entre esos dos minimos.

1/1(0)
1

y (mm
-24 —-12 0 12 24 ( )

<>
ancho central 24,0 mm

Perfil ideal de una rendija con iluminacién uniforme. Los primeros minimos delimitan el maximo central; los
maéaximos laterales son menos intensos.

Una abertura circular forma un disco central de difracciéon rodeado por anillos. Para una abertura
ideal de diametro D con iluminacién uniforme, el primer minimo estd a un angulo pequeno 6 ~
1,220/ D, en radianes. El criterio de Rayleigh considera apenas resueltas dos fuentes puntuales
incoherentes de brillo comparable cuando el maximo de una coincide con el primer minimo de la

otra: \
Omin = 1,225. (20.10)

Es un criterio convencional para ese patron ideal. Las aberraciones, el contraste, el detector y la
atmoésfera también influyen en la resolucién de un instrumento real. El aumento agranda una imagen;
la resolucién determina qué detalles préximos pueden distinguirse.
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PROBLEMA RESUELTO 20.16 -+ Distinguir aumento de resolucion

Un instrumento ideal tiene abertura circular de didmetro 5,00 mm y observa luz de 550 nm en
aire. Dos fuentes puntuales incoherentes, de brillo comparable, estan separadas transversalmente
1,00m a 10,0 km. Aplica Rayleigh y halla el didmetro minimo ideal para alcanzar su separacién
angular. Resolucion. La separacién angular es a ~ 1/10000 = 1,00 x 10~*rad. La abertura
dada produce

550 x 1077
5,00 x 103

Como «a < Oy, la pareja queda por debajo del umbral de Rayleigh. Para alcanzar ese umbral
se requiere D = 1,22\ /a = 6,71 mm. Aumentar la imagen con la misma abertura conserva la
relacién angular entre separacion y difraccion.

Omin = 1,22 = 1,342 x 104 rad.

04
01 ~1,22\/D
@ a=1,00x 10"*rad
01 = 1,342 x 10~*rad

patrén angular esquematico

El primer minimo rodea el disco central de una abertura circular. El criterio de Rayleigh compara su radio
angular con la separacién de dos fuentes.

20.8 Dispersion, espectro y color

La dispersién es la dependencia del indice con la frecuencia. En muchos vidrios transparentes y
dentro del visible, el indice para luz violeta es mayor que para roja: la luz violeta cambia més su
direccion al atravesar un prisma. Cada componente cumple Snell con su propio indice. La luz blanca
contiene un conjunto amplio de frecuencias; un prisma puede separar sus componentes en distintas
direcciones.

En un prisma de dngulo de vértice A, situado en aire, los angulos internos cumplen r1 4+ r9 = A.
La desviacion total es 6 =i+ e — A, donde ¢ y e son los angulos externos con las normales. En el
recorrido simétrico de desviacién minima, i = e y r; = ro = A/2, de modo que

Omin = 2 arcsin (n sin ;1) — A. (20.11)

Esta expresiéon requiere un recorrido transmitido y el ajuste de orientacién correspondiente a cada
indice.
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PROBLEMA RESUELTO 20.17 -+ Comparar la desviacion minima de dos

colores

Un prisma de A = 60,0° tiene indices n, = 1,50 para luz roja y n, = 1,53 para violeta. Calcula
la desviacién minima de cada componente al ajustar el prisma por separado para cada una.
Resolucion. Como sin(A/2) = 0,500,

Or.min = 2arcsin(0,750) — 60° ~ 37,2°,

dy,min = 2arcsin(0,765) — 60° ~ 39,8°.
La diferencia entre los dos minimos es aproximadamente 2,63°. El mayor indice violeta exige
mayor desviacién minima. Estas mediciones corresponden a dos orientaciones ajustadas; la

separacion simultdnea a una orientacion fija se obtiene aplicando Snell en ambas caras para ese
montaje.

A =60°

trayecto simétrico

7’1:7"2:300

Trayecto simétrico de la componente roja en su ajuste de desviacién minima. Cada componente requiere su
propio ajuste para comparar los valores minimos.

El espectro describe como se distribuye la radiacién entre frecuencias o longitudes de onda. Para
una componente monocromatica visible, la frecuencia conserva su identidad al atravesar una interfaz
estacionaria; las etiquetas de color se suelen asociar a su longitud de onda en el vacio. El color
percibido depende del espectro que llega al ojo, de la respuesta de sus receptores y de las condiciones
de observacion. Mezclas espectrales diferentes pueden producir apariencias de color semejantes.

La amplitud del campo influye en la intensidad: para una misma onda en un mismo medio, la
intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud. La frecuencia y la composicién espectral
aportan informacién distinta. Bajo iluminacién blanca, un objeto puede reflejar selectivamente
unas componentes y absorber otras; la iluminaciéon modifica el espectro disponible. Estas relaciones
permiten explicar colores de fuentes, filtros y superficies con sus respectivos mecanismos fisicos.
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PROBLEMA RESUELTO 20.18 - Separar frecuencia, longitud de onda e
intensidad

Dos haces monocromaticos tienen longitudes de onda en el vacio 450 nm y 650 nm. En un
vidrio sus indices son 1,52 y 1,50, respectivamente. Halla sus frecuencias y longitudes de onda
interiores. Describe qué ocurre con la intensidad de cada haz si su amplitud eléctrica se duplica
en el mismo medio. Resolucion. Para la componente de 450nm, f = c/A\g ~ 6,67 x 104 Hz y
A =450/1,52 ~ 296 nm. Para la de 650 nm, f ~ 4,62 x 10"* Hz y A ~ 433 nm. Cada frecuencia
conserva su valor en el vidrio. La longitud interior de 296 nm corresponde aqui a la componente
visible de 450 nm en el vacio. Duplicar la amplitud multiplica por cuatro la intensidad de cada
haz y conserva su frecuencia.

dos componentes monocromaticas

450 650

Ao (nm)
f=6,67 x 10 Hz f =462 x 10" Hz
Ag =~ 296 nm Ag ~ 433 nm

La posicién de cada marca identifica la longitud de onda en el vacio; su altura es esquematica. Debajo se indican
la frecuencia y la longitud de onda en el vidrio.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa ¢ = 3,00 x 103m/s y naire = 1. En espejos esféricos y lentes delgadas, trabaja en régimen
paraxial con la convencion de distancias reales positivas de este capitulo. Para interferencia, supone
fuentes coherentes en fase y polarizaciones compatibles. En los calculos de franjas y difraccién sobre
pantallas, verifica la aproximacion de angulos pequenos.

EJERCICIO 20.1 - Reconocer la referencia angular

Un rayo forma 20,0° con la superficie de un espejo plano. Dibuja la normal y calcula los &ngulos
de incidencia y reflexién.

EJERCICIO 20.2 - Separacién en un espejo plano

Un objeto esta a 0,800m de un espejo plano fijo. Se aleja de él 0,250 m. Halla la separacién
final objeto—imagen y su cambio.
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EJERCICIO 20.3 - Rapidez y longitud de onda

Una luz de 540 nm en el vacio entra en un medio de indice 1,80. Halla frecuencia, rapidez y
longitud de onda interior.

EJERCICIO 20.4 - Entrada en agua

Un rayo entra desde aire en agua de indice 4/3 con incidencia de 30,0°. Calcula el dngulo
refractado.

EJERCICIO 20.5 - Salir a través de caras paralelas

Un rayo entra desde aire a una lamina de vidrio de caras paralelas, indice 1,50, con incidencia de

30,0°. Calcula los angulos interiores y de salida al aire. Explica la relacién entre las direcciones
incidente y emergente.

EJERCICIO 20.6 - Limite critico en agua

Un haz pasa de agua, n = 4/3, hacia aire. Halla el 4ngulo critico y clasifica incidencias de 45,0°
y 50,0°.

EJERCICIO 20.7 - Imagen en un espejo concavo

Un objeto de altura 3,00 cm estd a 40,0 cm de un espejo concavo de focal 15,0 cm. Halla s', m
y h' y clasifica la imagen.

EJERCICIO 20.8 - Objeto dentro del foco de un espejo

Un objeto esta a 5,00 cm de un espejo concavo de focal 10,0 cm. Obtén posicion y aumento de
la imagen y describe como se construye con rayos.

EJERCICIO 20.9 - Espejo convexo

Un espejo convexo tiene radio de curvatura de magnitud 40,0 cm. Un objeto real esta a 60,0 cm.
Determina focal con signo, posicién y aumento.

EJERCICIO 20.10 - Una lente con objeto en el doble del foco

Una lente convergente de focal 8,00 cm tiene un objeto de altura 2,50 cm a 16,0 cm. Halla su
imagen.
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EJERCICIO 20.11 - Imagen virtual aumentada

Una lente convergente tiene focal 15,0cm y objeto a 10,0 cm. Halla posicién y aumento, y
explica desde qué lado se observa la imagen virtual.

EJERCICIO 20.12 - Imagen en una lente divergente

Un objeto real a 20,0 cm de una lente divergente produce una imagen a s’ = —5,00 cm. Halla la
focal y el aumento.

EJERCICIO 20.13 -+ Ajustar una proyeccién

Un objeto y una pantalla estan separados 90,0 cm. Se desea una imagen real con aumento
lateral m = —2,00 usando una lente delgada. Halla la distancia objeto—lente y la focal requerida.

EJERCICIO 20.14 - Sumar potencias con signo

Dos lentes delgadas en contacto tienen potencias +4,00D y —1,50 D. Calcula la focal equivalente
y clasifica el conjunto.

EJERCICIO 20.15 -+ Una imagen intermedia como objeto real

Repite el problema 20.11 con la segunda lente en x5 = 45,0 cm, conservando ambas focales y la
posicién y altura del objeto. Halla la posicién final y el aumento total.

EJERCICIO 20.16 - Objeto virtual para la segunda lente

Una primera lente haria converger un haz hacia = 30,0cm. Antes de llegar alli, el haz
atraviesa una segunda lente convergente en z = 20,0 cm, de focal 10,0 cm. Asigna sy con signo
y halla la nueva posicién de convergencia.

EJERCICIO 20.17 - Maximos y minimos de doble rendija

Dos rendijas separadas 0,300 mm se iluminan con luz de 600 nm en aire. La pantalla esta a
1,50 m. Halla la separacion entre maximos y la posiciéon del primer minimo positivo.

EJERCICIO 20.18 - Obtener una longitud de onda

Un méaximo de orden m = 3 estd a 9,00 mm del centro, con d = 0,400 mm y L = 2,00 m. Calcula
la longitud de onda en aire.
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EJERCICIO 20.19 -+ Inferir un indice desde las franjas

Al llenar por completo un montaje de doble rendija con un medio homogéneo, la separacién
entre maximos pasa de 4,50 mm en aire a 3,00 mm. La frecuencia y la geometria se conservan.
Halla el indice del medio.

EJERCICIO 20.20 -+ Ancho de una rendija

Con luz de 500 nm en aire y pantalla a 2,00 m, el primer minimo de una rendija esta a 10,0 mm
del centro. Halla el ancho de la rendija y el ancho del méximo central.

EJERCICIO 20.21 - Cambiar la abertura

Una rendija de 0,200 mm iluminada con 600 nm en aire tiene pantalla a 1,00 m. Halla el ancho
central y predice su valor al reducir la rendija a 0,100 mm.

EJERCICIO 20.22 - Resolver dos fuentes con una abertura circular

Una abertura ideal de didmetro 10,0 mm observa luz de 500 nm en aire. Halla el umbral de
Rayleigh y decide si dos fuentes puntuales incoherentes de brillo comparable, con separacién
angular 8,00 x 10~° rad, lo superan.

EJERCICIO 20.23 - Indice de un prisma

Un prisma en aire tiene A = 60,0° y desviaciéon minima medida 40,0° para una componente
monocromatica. Obtén el indice de refraccién para esa componente.

EJERCICIO 20.24 - Espectro y amplitud

Una luz monocromaética de 600 nm en el vacio se propaga en un vidrio de indice 1,50. Halla
frecuencia y longitud de onda interior. Si la amplitud eléctrica se reduce a la mitad en ese
mismo medio, calcula la razén de intensidades y explica qué propiedad espectral conserva.

Soluciones razonadas

SOLUCION 20.1.

La perpendicular al espejo fija 8; = 90° — 20° = 70,0°. La reflexién conserva ese angulo: 6, = 70,0°.
Ambos se senalan entre cada rama y la normal.

SOLUCION 20.2.

La distancia final al espejo es 1,05 m. La imagen queda a igual distancia detras y la separacion final

es 2,10m. La separacion inicial era 1,60 m, por lo que aumenta 0,500 m.
SOLUCION 20.3.

f=c/A~556x10"Hz, v=1c/1,80 ~ 1,67 x 103m/s y A = 540/1,80 = 300 nm. La frecuencia es
comin a ambos medios.
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SOLUCION 20.4.

sin Ay = (3/4) sin 30° = 0,375. Resulta 0 ~ 22,0°, més cerca de la normal.
SOLUCION 20.5.

Dentro del vidrio, 6, = arcsin(sin 30°/1,50) ~ 19,5°. Las normales de ambas caras son paralelas, de
modo que la segunda incidencia interior también es 19,5°. Al salir, sin Oga1iqa = 1,50sin 6, = 0,500,
luego sale a 30,0°. El rayo emergente es paralelo al incidente, con un desplazamiento lateral que

depende del espesor.
SOLUCION 20.6.

0. = arcsin(3/4) ~ 48,6°. A 45° hay transmisién propagante, con 62 ~ 70,5°, ademas de reflexion
parcial. A 50° hay reflexién interna total en el modelo de interfaz descrito.

SOLUCION 20.7.

1/s" = 1/15 —1/40 = 1/24, de donde s’ = 24,0cm. El aumento es m = —24/40 = —0,600 y
n = —1,80 cm. La imagen real e invertida se forma delante del espejo.

SOLUCION 20.8.

1/s' =1/10 —1/5 = —1/10, asi que ' = —10,0cm y m = +2,00. La imagen virtual, derecha y
aumentada, queda detras del espejo. Se construye prolongando hacia atras dos rayos reflejados.
SOLUCION 20.9.

El espejo convexo tiene f = —20,0 cm. Entonces 1/s' = —1/20 —1/60 = —1/15, s’ = —15,0cm y
m = +0,250. La imagen es virtual, derecha y reducida.

SOLUCION 20.10.

1/s' =1/8 = 1/16 = 1/16, de modo que s’ = 16,0 cm. Con m = —1, la imagen es real, invertida y de
altura h’ = —2,50 cm, al otro lado de la lente.

SOLUCION 20.11.

1/ =1/15—-1/10 = —1/30, por lo que ' = —30,0 cm y m = +3,00. La imagen es virtual y derecha.
Se mira desde el lado de salida de la luz; sus rayos divergentes parecen proceder de la imagen del

lado del objeto.
SOLUCION 20.12.

1/f=1/20—1/5=—3/20cm !, luego f = —20/3 cm ~ —6,67 cm. El aumento es m = —(—5)/20 =
+0,250, coherente con una imagen virtual reducida.

SOLUCION 20.13.

De s'/s =2y s+ s = 90cm se obtiene s = 30,0cm y s’ = 60,0cm. La focal es f = ss'/(s+ §') =
20,0 cm. La imagen real estd invertida y duplica el tamano.

SOLUCION 20.14.

P.q =4,00 — 1,50 = +2,50D. Su focal es f =1/P = 40,400m. El signo positivo identifica acciéon
convergente bajo las hipotesis de lentes en contacto.

SOLUCION 20.15.

La imagen intermedia permanece en x = 15cm, con m; = —0,500. Para la segunda lente, sy =
45 — 15 = 30 cm, luego s, = 15c¢m y mo = —0,500. La imagen final estd en 2 = 60,0 cm y el aumento

total es 40,250, con altura 1,00 cm.
SOLUCION 20.16.

El punto hacia el que converge el haz esta 10 cm después de la segunda lente: es un objeto virtual
para ella, con s3 = —10cm. La ecuacién da 1/s5 = 1/10 — 1/(—10) = 1/5. La convergencia final
ocurre 5,00 cm después de esa lente, en x = 25,0 cm. El signo del objeto registra la convergencia

previa.
SOLUCION 20.17.

Ay = AL/d = (600 x 107)(1,50)/(0,300 x 10~3) = 3,00 mm. El primer minimo positivo est4 a la
mitad: y = 1,50 mm. Su cociente con L es 0,00100, dentro de dngulos pequerios.

SOLUCION 20.18.

A = y3d/(3L) = (9,00 x 1073)(0,400 x 1073)/(3 x 2,00) = 600nm. El cociente y3/L = 0,00450
respalda la aproximacién usada.
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SOLUCION 20.19.
Como AYmedio = AYaire/n, resulta n = 4,50/3,00 = 1,50. La longitud de onda se reduce en esa

proporcién y la frecuencia se conserva.
SOLUCION 20.20.

a ~ AL/y; = (500 x 1079)(2,00)/(0,0100) = 1,00 x 10~*m = 0,100mm. El ancho central es
2y = 20,0mm. Aqui y; /L = 0,00500 y a?/\ = 0,0200m < L.

SOLUCION 20.21.

Al principio, 2AL/a = 6,00 mm. Al reducir a a la mitad, el ancho central se duplica hasta 12,0 mm.

Los angulos de los primeros minimos son aproximadamente 0,00300 y 0,00600 rad, ambos pequenos.
SOLUCION 20.22.

Ornin = 1,22(500 x 1079) /(10,0 x 1073) = 6,10 x 10~° rad. La separacién dada es mayor: las fuentes

superan el umbral ideal de Rayleigh en estas condiciones.
SOLUCION 20.23.

Al despejar, n = sin[(dmm + A4)/2]/sin(A/2) = sin 50°/sin 30° ~ 1,532. El indice corresponde a la
componente usada en la medicién y al recorrido de desviacién minima.

SOLUCION 20.24.

f=5,00x 10" Hz y A\ = 400nm. Como I o E? en el mismo medio, Ifnal/Tlinicial = (1/2)? = 1/4. La
frecuencia, que caracteriza esa componente espectral, conserva su valor.

Una experiencia: localizar una imagen real

Una lente y una pantalla de papel

Usa una lupa convergente, una hoja blanca y un objeto bien iluminado, como una figura junto
a una lampara LED difusa. Trabaja con luz ambiental o una fuente de baja potencia. Mantén
la lente orientada hacia el objeto y desplaza la hoja al otro lado hasta obtener una imagen
definida. Mide las distancias aproximadas s y s’ desde la lente y estima f = ss'/(s + §).
Repite con tres posiciones del objeto, manteniéndolo més lejos que la focal estimada. Registra
tamano, orientacién y distancia de la imagen. Compara los valores de f e identifica la incer-
tidumbre al localizar la maxima nitidez y al medir desde una lente de espesor finito. Luego
coloca el objeto dentro de la distancia focal y observa a través de la lupa desde el lado de
salida: dibuja las prolongaciones que explican la imagen virtual. Para cuidar los ojos y evitar
concentraciones intensas de luz, realiza toda la experiencia con fuentes difusas y mantén la
lente alejada de la direccién del Sol.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Una lente convergente ideal de focal 10,0 cm forma en aire la imagen de un objeto de 2,00 cm de
altura situado a 30,0 cm. Su abertura circular tiene didmetro 5,00 mm y se usa luz de 500 nm en el
vacio. Calcula la posicién y la altura de la imagen. Estima el radio del disco de difraccion hasta el
primer minimo en el plano de imagen usando r ~ 1,22\s’/D. Después, en un montaje independiente
de doble rendija con la misma luz, d = 0,250 mm y L = 1,00 m, calcula la separacién entre maximos.
Explica qué cambia al reducir cada abertura o separacién a la mitad.

Contraste. La ecuacién de lentes da s’ = 15,0cm y m = —0,500, por lo que ' = —1,00 cm: la
imagen es real e invertida. Su radio de difraccién ideal es r ~ 1,22(500 x 10~2)(0,150)/(0,00500) =
18,3 pm. Reducir el diametro D a la mitad duplica ese radio hasta 36,6 yum, conservando la posicién
geométrica paraxial. En el montaje de doble rendija, Ay = A\L/d = 2,00 mm; reducir d a la mitad
duplica la separacién a 4,00 mm. El primer cambio ensancha la respuesta de una abertura circular y
el segundo redistribuye las franjas de dos fuentes coherentes. Las dos predicciones proceden de la
superposicién ondulatoria aplicada a geometrias diferentes.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 2, 12.? edicién,
secciones 33.1-33.4, 34.1-34.4, 35.1-35.3, 36.1-36.3 y 36.7. R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de
fisica, volumen 2, 9.2 edicién, capitulos 22-24 y secciéon 25.6. Los problemas, los datos y las ayudas
visuales de este capitulo se han preparado para esta obra.
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Una estrella puede aparecer como un punto y ofre-
cer, aun asi, informacién sobre su distancia, su tem-
peratura y su movimiento. Esa informacién llega
distribuida entre posiciones angulares, intensidades
y longitudes de onda. Las mediciones adquieren
significado al relacionarlas mediante geometria, gra-
vitaciéon y modelos de emisién.

La inferencia astrondmica reine observaciones dis-
tintas de un mismo objeto. Una paralaje permite
convertir un flujo recibido en luminosidad; un es-
pectro aporta una temperatura y una velocidad
radial; una érbita puede revelar masas. Cada rela-
cién conserva las condiciones que permiten usarla y
transmite parte de la incertidumbre de los datos al
resultado.

453
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21.1 Distancias y tiempos de viaje de la luz

La unidad astronémica, simbolo internacional au, es una unidad de longitud definida exactamente
por 1au = 149597870 700 m. Su escala corresponde aproximadamente a la separacién media entre
la Tierra y el Sol. En célculos de tres cifras significativas usaremos lau ~ 1,496 x 10" m y
¢~ 3,00 x 108m/s. Una sefial luminosa recorre una distancia d en el tiempo

t=". (21.1)

La ecuacién supone propagacién aproximadamente rectilinea en el vacio, con distancia y movimiento
de los extremos tratados segtin el modelo indicado. Para una sefial que va y regresa, el tiempo total
comprende los dos trayectos.

PROBLEMA RESUELTO 21.1 - Estimar el tiempo de una senal solar

Calcula cuanto tarda la luz en recorrer 1,00 au y cuanto tardaria un intercambio de ida y vuelta
entre dos puntos fijos separados esa distancia.

Resolucion. Con las aproximaciones declaradas, R ¢ (min)

1,496 x 10™ , ida 8,31
- 73,00 x 108 ~ 499s = 8,31 min. ida y vuelta 16,6

) ) . . Los tiempos suman las longitudes de
El recorrido de ida y vuelta tiene longitud 2d, de modo ek TEeaEEs,

que tarda aproximadamente 997s = 16,6 min. Cada
tiempo corresponde a la trayectoria indicada.

El ano luz es la distancia que recorre la luz en el vacio durante un ano juliano de 365,25 dias, es
decir, 31557600s. Su valor es aproximadamente 9,461 x 10 m. Una distancia de cuatro afios luz
corresponde a un tiempo de viaje de cuatro anos en el modelo de extremos fijos. La imagen recibida
permite estudiar el estado emisor asociado a ese tiempo de propagacién.

El parsec, simbolo pc, estd ligado a la medicién angular de distancias. Su definicién exacta
es 1pc = (648000/7) au, aproximadamente 3,086 x 10'm o 3,262 afios luz. El segundo de arco,
1" = 1/3600 de grado, es una unidad angular. En radianes, 1” = 7/648 000 ~ 4,848 x 107%. Esta
pequeiia unidad permite expresar desplazamientos aparentes de estrellas.
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PROBLEMA RESUELTO 21.2 - Expresar una distancia estelar en varias
escalas

Una estrella estd a 2,50 pc. Expresa esa distancia en metros, unidades astronémicas y anos luz.
Estima el tiempo de viaje de la senal recibida, suponiendo distancia constante. Resolucion.
Con las equivalencias redondeadas,

d~772x10%m ~ 516 x 10° au ~ 8,16 afios luz.

El tiempo de propagaciéon es aproximadamente 8,16 anos. Las tres longitudes describen la
misma separacion y permiten compararla con escalas terrestres, orbitales y de propagacién.
02,50 pc
el pc
e ] ano luz

o] au

log,o[d/(1au
S s a s g10[d/(1au)]

La escala logaritmica sittia longitudes muy distintas en un mismo eje. Un avance de una unidad horizontal
multiplica la distancia por diez.

21.2 Paralaje: una distancia a partir de un angulo

Al observar un objeto desde posiciones distintas, su direccién cambia respecto de un fondo més
lejano. Ese efecto geométrico se llama paralaje. Para una estrella, el desplazamiento anual debido a
la orbita terrestre se describe mediante el angulo de paralaje p, asociado a una base de 1au. En la
geometria ideal con la linea de base perpendicular a la direccién central, tanp = (1au)/d. Como p

es muy pequeno,

lau 1

p (rad) ~ — d (pc) ~

La definicion del parsec fija la conversion a partir de un radidn y una unidad astronémica; la forma
reciproca procede de la aproximacion angular. A esta escala, la diferencia respecto de la tangente
resulta despreciable para la precision de los ejercicios.

p (arcsec) (212)

Dos posiciones de observacion separadas por medio afio pueden abarcar una base de 2au. En una
orientacion favorable, el desplazamiento angular extremo a extremo es 2p. La paralaje p representa la
semiamplitud del movimiento aparente correspondiente. En una direcciéon general, la proyeccion de
la érbita produce una elipse aparente y las observaciones se ajustan teniendo en cuenta su geometria.
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PROBLEMA RESUELTO 21.3 - Convertir una paralaje en distancia

Se ha obtenido una paralaje anual de 0,0500” para una estrella cercana. Calcula su distancia
en parsecs y anos luz. Resolucion. La paralaje indicada es p, por lo que

~

0.0500 = 20,0 pc ~ 65,2 afos luz.

Una paralaje menor corresponde a una distancia mayor. La medicién angular conecta la posicién
aparente con una escala de longitud conocida: la unidad astronémica.

estrella
q

d~ (lau)/p

Sol Tierra
<>
1 au

Geometria ideal de paralaje con base de una unidad astronémica. El dngulo se ha ampliado para hacer visible el
triangulo.
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PROBLEMA RESUELTO 21.4 -+ Reconocer la semiamplitud de la oscilacién
anual

En un montaje ideal favorable, dos observaciones separadas por medio afio muestran un
desplazamiento extremo a extremo de 0,0800”, una vez separado el movimiento propio de la
estrella. Halla la paralaje y la distancia. Resolucion. El desplazamiento observado equivale a

2p. Por tanto,
1

0,0400
El movimiento propio es el cambio secular de direccion aparente debido al movimiento relativo

de la estrella. La oscilacién de paralaje repite su geometria anualmente; las mediciones en varias
fechas permiten ajustar ambas contribuciones.

p=0,0400", d~ — 25.0pe.

angulo
2p
’ / T
t (afnos)
0,5 ll
—-Pp

Una componente ideal de la oscilaciéon anual tiene semiamplitud p. La diferencia entre sus dos extremos es 2p.
El movimiento propio se ha separado.

La funcién reciproca amplifica la importancia de la incertidumbre cuando la paralaje es pequena.
Para un valor positivo p medido con incertidumbre pequena Ap < p, la propagacién lineal da
Ad/d ~ Ap/p. Un intervalo de paralaje [p — Ap,p + Ap] se transforma en el intervalo asimétrico de
distancias [1/(p+ Ap), 1/(p — Ap)], usando las unidades de la ecuacién anterior. Con grandes errores
relativos, el andlisis de distancias incorpora el modelo estadistico de la medicién y otra informacion
disponible.

PROBLEMA RESUELTO 21.5 -+ Transmitir la incertidumbre de una paralaje

Un ajuste entrega p = 40,0 mas, con intervalo considerado de 38,0 a 42,0 mas. Un milisegundo
de arco, 1 mas, equivale a 0,001”. Calcula la distancia central y transforma los extremos del
intervalo.

Resolucidn. El valor central es p = 0,0400”, luego d =

. o . p (mas) d (pc)
25,0 pc. Los limites se invierten al tomar reciprocos:

38,0 26,3
dmin = 1/0,0420 ~ 23 8 pc, 40,0 25,0
42,0 23,8

dmsx = 1/0,0380 ~ 26,3 pc.

La transformacién reciproca invierte los

La estimacion lineal es Ad ~ 25(2/40) = 1,25pc. Bl ©Xtremos del intervalo.
intervalo transformado conserva su ligera asimetria.
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21.3 Tamano angular y resoluciéon de los instrumentos

Una separacién angular 6 entre dos puntos, observados a distancia comun d, corresponde a una
separacion transversal £ >~ df cuando § < 1 se expresa en radianes. La misma geometria permite
relacionar el didmetro angular completo © de un disco con su diametro fisico D,:

d®
~Y —

D,~dO,  R.~=". (21.3)

La conversién entre parsecs, segundos de arco y unidades astronémicas ofrece una forma practica:
D, (au) ~ d (pc) © (arcsec).

La resolucién angular caracteriza qué estructuras préximas permite distinguir un instrumento
en condiciones dadas. Para una abertura circular ideal, iluminacién monocromética y dos fuentes
puntuales incoherentes de brillo comparable, el criterio de Rayleigh del capitulo 20 da Oy, ~
1,220/ Dye). Aqui Dy es el didmetro de abertura. La precisién con que se estima la posicién de una
fuente también depende de la senal, la calibracién y el ajuste de su perfil. Una buena estimacién del
centro de una imagen puede alcanzar incertidumbres inferiores al ancho de ese perfil. Esa posibilidad
es relevante al medir paralajes.

PROBLEMA RESUELTO 21.6 - Estimar la abertura requerida para separar
dos fuentes

Dos fuentes puntuales incoherentes, de brillo comparable, tienen separacién 0,100”. Estima el
didmetro minimo de una abertura circular ideal para alcanzar el umbral de Rayleigh a 550 nm.
Resolucion. La separacién en radianes es § = (0,100) (4,848 x 107%) = 4,848 x 10~7. Entonces,

1,22(550 x 1079)

Dy >~
tel = 7Y 848 x 107

~ 1,38 m.

La estimacion describe el limite por difraccion del instrumento ideal. La turbulencia atmosférica,
las aberraciones y la respuesta del detector forman parte de la evaluacién de un telescopio real.

fuente 1
fuente 2

Omin =~ 1,22/ Dy

Dtel

La separacién angular de dos fuentes se compara con el ancho del patréon de difraccion de la abertura. Esquema
con angulo ampliado.
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PROBLEMA RESUELTO 21.7 - Pasar de diametro angular a radio fisico

Una estrella estd a 10,0 pc y presenta un diametro angular completo de 1,00 mas. Estima su
didmetro y su radio mediante el modelo de disco pequenio. Resolucién. Como © = 0,00100”,

D, ~ (10,0)(0,00100) au = 0,0100au, R, ~ 7,48 x 10° m.

El radio es la mitad del didmetro fisico, 0,00500 au. La medida angular utilizada abarca el disco
completo; esa eleccién fija el factor dos.

S

d

El didmetro angular completo corresponde al didmetro fisico. Para un disco pequefio, 2R ~ dO. La extensién
angular se amplia en el esquema.

21.4 Orbitas y masas: una aplicacién de Kepler

La gravitacion del capitulo 11 permite inferir masas a partir de érbitas. En un sistema aislado de
dos cuerpos, el movimiento relativo describe una elipse de semieje mayor a. Su periodo satisface
42a’
2o — (21.4)
G(M +m)
Para un planeta de masa pequeiia frente a la estrella, M +m ~ M. En una binaria estelar se conserva
la suma de ambas masas. El semieje de la érbita relativa es a = a1 + ag, donde a; y ao describen las
Orbitas respecto del centro de masas. La relacién Ma; = mas permite repartir la masa total entre
los componentes.

Con periodos en anos, semiejes en unidades astronémicas y masas expresadas en masas solares, la
normalizacién usual, a la precisiéon de estos problemas, es

T N\ la/(taw)?
(1 aﬁo) (M +m)/My (21.5)

Usaremos esta forma redondeada en las comparaciones. M, designa la masa solar. Para una érbita
eliptica, a es el promedio de las distancias de periastro y apoastro; en una érbita circular coincide con
el radio. La reconstrucciéon de una érbita observada también considera su inclinacién y su proyeccion
en el cielo.
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PROBLEMA RESUELTO 21.8 - Comparar periodos alrededor de otra estrella

Un planeta de masa despreciable frente a su estrella tiene semieje mayor 4,00 au. La masa estelar
es 2,00M. Calcula el periodo y compéaralo con el de una érbita de igual semieje alrededor
de una estrella de masa Mg . Resolucién. La normalizacién da T? ~ 43 /2 = 32 afios?, luego
T ~ 5,66 anos. Para una masa solar, T ~ /64 = 8,00 afos. A semieje fijo, el perfodo varia

como M~/ 2: el aumento de masa reduce el tiempo orbital por el factor 1 / V2.

T x a3/2M_1/2

planeta

2a

En la 6rbita de un planeta ligero, la estrella ocupa un foco de la elipse. El semieje mayor y la masa central
determinan el periodo del modelo de dos cuerpos.

PROBLEMA RESUELTO 21.9 - Obtener las masas de una binaria idealizada

Dos estrellas tienen periodo 5,00 anos y semieje mayor de la 6rbita relativa a = 5,00 au. Sus
semiejes respecto del centro de masas cumplen a;/as = 2,00. Halla la masa total y las masas
individuales. Resolucion. Primero se usa la érbita relativas:
M+ My 53
L7 A A ~ — = 5,00.
Mg 5
La relacién Mja; = Msas da Ms/M; = 2. Por tanto, My ~ 1,67Mg y My ~ 3,33Mg. La
estrella mas masiva describe la 6rbita menor alrededor del centro de masas. La suma a; + as
vale 5 au.

M1a1 :Mgag, a=ai+ az

a1 a2

Representacién circular vista en perspectiva de una binaria con razén de masas Ms/M; = 2. El componente
m&s masivo tiene menor semieje respecto del centro de masas.
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PROBLEMA RESUELTO 21.10 -+ Inferir una masa central desde una orbita

Un planeta de masa despreciable recorre una érbita de semieje 3,00 au con periodo 6,00 anos.
Estima la masa de su estrella y predice el periodo de otro planeta con semieje 1,00 au alrededor
de ella.

Resolucion. De la ecuacién normalizada, o (an) o (o)

M 33 3,00 6,00

Las dos orbitas corresponden a la misma
Para el segundo planeta, 72 ~ 1/0,750 en afios cuadra-  masa central inferida.

dos, asi que T ~ 1,15 afios. La masa obtenida pertenece
al mismo sistema central en ambas predicciones.

21.5 Luminosidad y flujo recibido

La luminosidad L es la potencia total radiada por una fuente. El flujo radiativo recibido F' es
la potencia que atraviesa una unidad de area de un detector orientado perpendicularmente a la
propagacién; se mide en W/m?. Para una fuente isotrépica a distancia d, la energia emitida se
distribuye sobre una esfera de drea 4wd?. En un entorno transparente y aproximadamente estatico,

L

F=_—"_ L = 47d?F. 21.
et wd (21.6)

Aqui L y F son bolométricos: integran todas las longitudes de onda. Una observacién a través de un
filtro mide solo una banda y requiere una conversién apropiada para obtener el flujo bolométrico. El
polvo interestelar y la atmésfera pueden absorber o dispersar luz; las aplicaciones siguientes suponen
que esos efectos son despreciables o que el flujo ya ha sido corregido.

Para comparar potencias se usa la luminosidad solar nominal, Lg = 3,828 x 10%° W, fijada por la

Unién Astrondmica Internacional como factor de conversién. En los problemas escribiremos L, para
esta referencia. Las variaciones fisicas del Sol se estudian mediante mediciones y sus incertidumbres.
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PROBLEMA RESUELTO 21.11 - Calcular la irradiancia a una unidad astro-

némica

Modela la emisién solar como isotrépica, con luminosidad Le = 3,828 x 1026 W. Calcula el flujo
a 1,00 au, antes de cualquier interacciéon con la atmésfera. Resolucion. La potencia atraviesa
una esfera centrada en el Sol:

3,828 x 107
 47m(1,496 x 1011)

-~ 1,36 x 10° W/m?,

Un detector de 1 m? perpendicular a los rayos recibe aproximadamente 1,36 kW en este modelo.
La inclinaciéon de una superficie y el paso por la atmosfera modifican la potencia que llega a
una superficie terrestre.

A = 4nd?

F = L/(4nd?)

Seccién de dos superficies esféricas centradas en la fuente. La misma potencia atraviesa ambas; el drea mayor
distribuye esa potencia entre mas unidades de superficie.
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PROBLEMA RESUELTO 21.12 - Reconstruir una luminosidad estelar

Una estrella a 10,0 pc produce flujo bolométrico corregido F' = 1,28 x 1077 W/m?. Estima su
luminosidad en vatios y en luminosidades solares. Resolucidn. La distancia es d = 3,086 x 107 m.

Por tanto,
L = 47(3,086 x 1017)%(1,28 x 107?) ~ 1,53 x 10> W ~ 4,00L.

La distancia convierte la potencia recibida por area en una potencia de emisién. Para una misma
medicién de F', una distancia inferida mayor llevaria a una luminosidad mayor, proporcional a
d2
F (1072 W/m?)
5,12

1,28
0,32

d (pc
5 10 20 (pc)

Ley inversa del cuadrado para la luminosidad inferida, aproximadamente 4L . La altura gréafica se expresa en
unidades indicadas por el eje vertical.

PROBLEMA RESUELTO 21.13 - Comparar dos estrellas de igual flujo apa-

rente

Dos estrellas isotrépicas A y B producen el mismo flujo bolométrico recibido. Sus luminosidades
son Ly = Loy Lp =4Lg. Si A estd a 10,0 pc, halla la distancia de B.

Resolucion. Al igualar flujos, il Ly @ (39)
La_Lp  dp_ [Ls _, B 4
4 dy’ da Ly 7

Ambas estrellas entregan el mismo flujo
Asi, dg = 20,0 pc. La mayor potencia de B compensa ~ bolométrico.
exactamente la mayor superficie esférica sobre la que
se reparte. Una distancia o una luminosidad conocida
aporta la informacion adicional para interpretar el flujo.
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21.6 Espectro térmico, temperatura y radio

Un cuerpo negro es un modelo de materia en equilibrio térmico que absorbe toda la radiacién
incidente y emite un espectro térmico determinado por su temperatura. El continuo de muchas
estrellas puede aproximarse por un espectro térmico; las lineas y otros efectos de sus atmésferas
anaden estructura. La ley de desplazamiento de Wien relaciona la temperatura absoluta con la
longitud de onda del méximo de la distribucién espectral por unidad de longitud de onda:

AmaxT = b, b~2898 x 10 mK. (21.7)

Se especifica la representacién espectral porque las distribuciones por unidad de frecuencia y por
unidad de longitud de onda alcanzan su maximo en posiciones diferentes al transformarse entre si.
La aplicaciéon de Wien utiliza un continuo corregido por la respuesta instrumental y la absorcién en
el trayecto. Los colores aparentes retinen informacion de bandas y de percepcién visual; inferir una
temperatura a partir de ellos exige un modelo espectral y del medio.

PROBLEMA RESUELTO 21.14 - Inferir una temperatura desde un continuo

térmico

El continuo de una estrella, aproximado por un cuerpo negro y expresado por unidad de longitud
de onda, tiene méximo en 500 nm una vez corregida la propagacién. Calcula la temperatura
del modelo. Resolucion. Con Amax = 5,00 x 10~ m,

2898 x 1073
=2 " ~ 10° K.
500 x 10— — 80 x 10

La temperatura caracteriza el continuo térmico idealizado. Ese continuo abarca un intervalo
amplio de longitudes de onda; la posicion del maximo identifica una propiedad de su distribucion.

emitancia espectral relativa

3000
500 1000 1500 2000

A (nm)

Continuos ideales por unidad de longitud de onda, con una normalizacién vertical comin. Al aumentar la
temperatura, el maximo se desplaza hacia longitudes menores y crece la emisién total.

La ley de Stefan—Boltzmann da la potencia emitida por unidad de superficie de un cuerpo negro,
Fop = oT*, con 0 ~ 5,670 x 1078 Wm~2K~%. Para una estrella esférica de radio R,

L = 4t R%*0T%. (21.8)

La temperatura efectiva Tyt es la temperatura del cuerpo negro que emitiria la misma potencia
bolométrica por unidad de superficie estelar. Esta definicién resulta til incluso cuando el espectro
real posee lineas y otras desviaciones respecto del continuo ideal. En los ejemplos de cuerpo negro
identificaremos la temperatura de Wien con la efectiva, dentro del modelo.
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PROBLEMA RESUELTO 21.15 -+ Separar los efectos de radio y temperatura

Una estrella B tiene temperatura efectiva doble y luminosidad 36 veces mayor que una estrella
A. Modela ambas como esferas y compara sus radios y sus potencias emitidas por unidad de
superficie. Resolucion. Al dividir las leyes de emision,

L 2 T 4 2
B:<RB> (B> , 36:16<RB) ,
Ly Ry Tx Ry
Resulta Rg/R4 = 1,50. La superficie total aumenta por un factor 2,25 y la potencia emitida por

unidad de superficie por un factor 2* = 16. Su producto recupera el factor 36 de luminosidad.

Lp/La=225x%16 =36

O O

A B
RA, TA 175RA7 2TA

Los radios guardan la proporcién calculada. El factor de area y el factor de potencia por unidad de superficie
contribuyen conjuntamente a la luminosidad.
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PROBLEMA RESUELTO 21.16 -+ Obtener un radio con distancia, flujo y

temperatura

Una estrella estd a 10,0 pc, tiene flujo bolométrico corregido 1,00 x 1072 W/m? y temperatura
efectiva 6000 K. Estima luminosidad, radio y didmetro angular completo, usando el modelo
esférico. Resolucion. Primero,

L = 47d?’F ~ 1,20 x 10" W.

Al combinar esa expresiéon con Stefan—Boltzmann,

F
R=dy|—5 ~1,14 x 10° m.
ol

El didmetro angular es © ~ 2R/d ~ 7,38 x 10~ rad ~ 1,52 mas. Las unidades de F y de oT*
son iguales, por lo que su cociente es adimensional. La distancia fija la escala lineal del radio
inferido.

d Tef

F
L = 47d?F > R = \/L/(4ncT%)

© ~2R/d

Las flechas muestran qué mediciones alimentan la luminosidad y el radio. La distancia también permite predecir
un didmetro angular para contrastar el modelo.

21.7 Lineas espectrales y velocidad radial

Un espectro registra como se distribuye la radiacién con la longitud de onda o la frecuencia. Los
adtomos y los iones emiten y absorben en transiciones caracteristicas, que producen lineas espectrales.
Un continuo que atraviesa gas adecuado puede presentar lineas de absorcién. Al identificar varias
lineas de una misma especie y compararlas con referencias de laboratorio, se obtiene informacién
sobre composicién y movimiento.

Definimos el corrimiento espectral como

Aobs — Ao

=== (21.9)

Ao

Ao es la longitud de onda de referencia en reposo y Agps la observada, expresadas ambas en la misma

convencion, aqui en el vacio. Para movimiento radial con rapidez pequena frente a ¢ y corrimiento
dominado por Doppler,

v~ cz, lur| < c. (21.10)

La velocidad radial positiva indica alejamiento y da z > 0, con longitudes de onda mayores. La
negativa indica acercamiento y da z < 0. Las componentes transversales requieren otras mediciones,
como el movimiento propio junto con la distancia. El ajuste corrige el movimiento del observador y
fija un sistema de referencia.
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PROBLEMA RESUELTO 21.17 -+ Comprobar un mismo corrimiento con dos
lineas

Dos lineas de reposo 500,00 nm y 600,00 nm se observan en 500,10 nm y 600,12 nm. Supdén un
corrimiento Doppler radial dominante, con los datos ya corregidos al sistema de referencia
elegido. Estima z y v, para cada linea. Resolucion. Los cambios absolutos son distintos y las
razones coinciden:

0,10
~ 500,00

0,12
~ 600,00

2 = 2,00 x 1074, 29 =2,00 x 1074
Ambas lineas dan v, ~ (3,00 x 108)(2,00 x 10~%) = 460,0 km/s. El signo indica alejamiento y
lvr|/c = 0,000200 respalda la aproximacién. La coincidencia de varias lineas ayuda a comprobar

su identificacién y su corrimiento comun.

500,00 600,00
reposo ! ! \
N “\
observado ! ! A
500,10 600,12

Posiciones de dos lineas, en nanémetros. El desplazamiento se amplia esquematicamente: cada incremento
absoluto es distinto y ambos producen el mismo corrimiento relativo z.

Los corrimientos también pueden contener contribuciones gravitatorias y, para fuentes cosmolégi-
cas, la expansion del universo. Su interpretaciéon usa modelos especificos y sistemas de referencia
apropiados. La relacién v, ~ cz de este capitulo se aplica a la velocidad radial local en el régimen
indicado. Las observaciones de galaxias lejanas se estudian mediante una descripcién cosmoldgica de
la propagacién y de la distancia.

21.8 Reunir observaciones para construir un modelo estelar

Una distancia geométrica permite pasar del flujo a la luminosidad. Un modelo de emision relaciona
luminosidad, temperatura y radio. Una érbita afiade informacién dindmica sobre la masa. Estas
inferencias utilizan datos complementarios y se pueden contrastar: un radio obtenido por emisién
térmica predice un didmetro angular que puede compararse con una mediciéon independiente.

La secuencia de célculo conserva las dependencias. De L = 4wd?F se deduce que un error relativo
pequetio en d contribuye aproximadamente con el doble al error relativo de L cuando F' se mantiene
fijo. De R = d+/F/(¢T%) resulta R o< dv/F/T?. A flujo y distancia fijos, una temperatura efectiva
mayor lleva a un radio inferido menor. La evaluacién conjunta considera incertidumbres, correlaciones
y correcciones de propagacion.
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PROBLEMA RESUELTO 21.18 - Reconstruir las propiedades de una estrella
idealizada

Un conjunto de observaciones entrega p = 0,0500”, flujo bolométrico corregido F' = 3,20 x
10719 W /m? y maximo del continuo térmico por unidad de longitud de onda en 483 nm, referido
al marco de reposo de la estrella. Una linea de reposo 500,00 nm aparece en 499,95 nm. Estima
distancia, temperatura, luminosidad, radio y velocidad radial. Supén esfera térmica, emision
isotrépica y Doppler radial de baja velocidad. Resolucion. La geometria da d = 20,0 pc =
6,172 x 10'" m. Wien entrega T = b/Amax = 6000 K. Con esos datos,

L =4nd?F ~ 1,53 x 102 W ~ 4,00L,

[F 9

La linea tiene z = —0,05/500 = —1,00 x 10~* y, por tanto, v, ~ —30,0 km/s: la estrella se acerca
en el sistema de referencia elegido. El didmetro angular predicho es © ~ 2R/d ~ 0,861 mas.
Cada propiedad se apoya en una combinacién identificable de datos y supuestos.

F )\méx )\obsy )\0

]
N/

La reconstruccién combina geometria, potencia radiada y espectro. El corrimiento de lineas aporta una velocidad
radial en el marco y el régimen elegidos.

Ejercicios para reconstruir y transferir

Usa ¢ = 3,00 x 103m/s, lau = 1,496 x 10! m, 1pc = 3,086 x 106 m ~ 3,262 afios luz, 1" =
4,848 x 1075 rad, Lo = 3,828 x 102°W, b =2,8908 x 10 °mK y 0 = 5,670 x 1078 Wm 2K, Las
orbitas se ajustan al modelo aislado de dos cuerpos y a la normalizaciéon redondeada de Kepler. Los
flujos son bolométricos y estan corregidos por propagacién, salvo indicacién expresa.

EJERCICIO 21.1 - Una senal de ida

Una senal luminosa recorre 3,00 au en el vacio entre puntos tratados como fijos. Estima su
tiempo de viaje en minutos.

EJERCICIO 21.2 - Medir por eco

Un pulso tarda 1200 s en ir hasta un reflector y volver. Desprecia el movimiento de los extremos.
Halla la distancia al reflector en metros y unidades astronémicas.
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EJERCICIO 21.3 - Una distancia en parsecs

Expresa 5,00 pc en metros y anos luz. Estima el tiempo de propagaciéon asociado a esa distancia
constante.

EJERCICIO 21.4 - Convertir una unidad angular

Expresa 2,00 mas en segundos de arco, grados y radianes. Describe qué magnitud mide cada
unidad.

EJERCICIO 21.5 - Paralaje anual

Una estrella tiene paralaje 0,125”. Halla su distancia en parsecs y anos luz.

EJERCICIO 21.6 -+ Dos extremos del desplazamiento anual

Una geometria favorable produce desplazamiento extremo a extremo 0,0200” entre observaciones
separadas por medio afio, con movimiento propio ya separado. Halla p y d.

EJERCICIO 21.7 - Comparar incertidumbres relativas

Dos medidas tienen paralajes 50,0 mas y 5,00 mas, ambas con incertidumbre pequenia estimada
de 0,500 mas. Obtén las distancias centrales y las incertidumbres relativas lineales en distancia.

EJERCICIO 21.8 - Invertir un intervalo

Una paralaje central de 20,0 mas tiene intervalo considerado [18,0,22,0] mas. Transforma ese
intervalo a distancias y compara con la estimacién lineal.

EJERCICIO 21.9 - Diametro de un disco estelar

Una estrella a 25,0 pc tiene didmetro angular completo 0,800 mas. Halla su didmetro y su radio
fisicos.

EJERCICIO 21.10 - Resolucién por difracciéon

Una abertura circular ideal de 2,00 m observa a 500 nm. Calcula el umbral de Rayleigh en
radianes y segundos de arco para dos fuentes puntuales incoherentes de brillo comparable.
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EJERCICIO 21.11 - Orbita alrededor de una estrella mis masiva

Un planeta de masa despreciable tiene semieje 2,00 au alrededor de una estrella de 2,00M,.
Estima el periodo.

EJERCICIO 21.12 -+ Masa central desde periodo y semieje

Un planeta ligero tiene semieje 4,00 au y periodo 8,00 anos. Estima la masa estelar.

EJERCICIO 21.13 - Una binaria con masas distintas

Una binaria tiene semieje relativo 6,00 au y periodo 6,00 anos. Ademas, a;/az = 2,00. Halla
masa total, masas individuales y semiejes individuales.

EJERCICIO 21.14 - Semieje de una orbita eliptica

Un planeta ligero orbita una estrella de M. Sus distancias extremas son 1,00au y 3,00 au.
Halla semieje mayor y periodo en el modelo de dos cuerpos.

EJERCICIO 21.15 - La misma potencia a mayor distancia

Una estrella produce 8,00 x 1071 W /m? a cierta distancia. ;{Qué flujo produciria una fuente
idéntica situada tres veces mas lejos, bajo las mismas condiciones de propagacion?
EJERCICIO 21.16 - Luminosidad a partir de flujo y paralaje

Una estrella tiene p = 0,100” y flujo bolométrico corregido 2,00 x 1071 W/m?2. Halla su
luminosidad y exprésala en L.

EJERCICIO 21.17 - Igual flujo, distintas luminosidades

Dos estrellas de luminosidades Ly = Lg v Lp = 9Lg producen el mismo flujo. Si A estd a
12,0 pc, halla la distancia de B.

EJERCICIO 21.18 - Corregir una transmisiéon parcial

El flujo observado de una estrella es 6,00 x 10~ W/m?2. Un modelo de propagacién indica que
llega el 75,0 % del flujo bolométrico que alcanzaria al observador por un trayecto transparente.
Calcula el flujo corregido y el factor por el que cambiaria la luminosidad inferida a distancia
fija.
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EJERCICIO 21.19 - Dos maximos térmicos

Dos continuos ideales, por unidad de longitud de onda, tienen maximos en 966 nm y 483 nm,
referidos a sus respectivos marcos de reposo. Obtén sus temperaturas y su razon.

EJERCICIO 21.20 - Misma luminosidad con temperaturas distintas

Dos estrellas esféricas tienen igual luminosidad y Tp = 2T4. Halla Rg/R4 y la razén de
potencias emitidas por unidad de superficie.

EJERCICIO 21.21 - Sensibilidad del radio a la temperatura

En el problema 21.16, conserva distancia y flujo y sustituye T = 6000 K por 6600 K. Obtén la
razén entre el radio nuevo y el anterior y estima el radio nuevo.

EJERCICIO 21.22 - Una linea desplazada hacia longitudes menores

Una linea de reposo 600,00 nm se observa en 599,94 nm. Calcula z y v, bajo Doppler radial de
baja velocidad y explica el signo.

EJERCICIO 21.23 - Predecir la posicion de una linea

Una estrella se aleja con v, = +90,0 km /s. Predice la posiciéon de una linea de reposo 500,00 nm
con la aproximaciéon de baja velocidad.

EJERCICIO 21.24 - Contrastar dos identificaciones de lineas

Se proponen lineas de reposo 500,00 nm y 600,00 nm para dos lineas observadas en 500,10 nm y
600,18 nm. Calcula el z que daria cada identificacién y decide si un tinico corrimiento Doppler
reproduce exactamente ambos datos. Trata los valores como exactos para esta comparacion.

Soluciones razonadas

SOLUCION 21.1.

t=d/c=3(1,496 x 1011)/(3,00 x 10%) = 1496's ~ 24,9 min. La trayectoria indicada es de ida.
SOLUCION 21.2.

El pulso recorre 2d, de modo que d = ct/2 = 1,80 x 10' m ~ 1,20 au. El factor dos procede de sumar

ida y regreso.
SOLUCION 21.3.

d = 5(3,086 x 1016) = 1,543 x 10! m ~ 16,3 afios luz. Para distancia constante, la propagacién tarda

aproximadamente 16,3 afios.
SOLUCION 21.4.

2,00 mas = 0,00200” = 5,56 x 1077 grados ~ 9,70 x 1077 rad. Las tres unidades expresan un angulo,
que puede describir una separacién entre direcciones de observacion.
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SOLUCION 21.5.

d~1/0,125 = 8,00 pc ~ 26,1 anos luz. La ecuacién emplea la paralaje anual p.

SOLUCION 21.6.

El desplazamiento favorable es 2p, luego p = 0,0100” y d ~ 100 pc. La base de los dos extremos es el

didmetro orbital en la orientacién supuesta.
SOLUCION 21.7.

Las distancias centrales son 20,0pc y 200pc. Las incertidumbres relativas aproximadas son
0,500/50,0 = 1,00% y 0,500/5,00 = 10,0 %. Para la segunda, el caricter aproximado de la li-

nealizacién es més relevante. Las incertidumbres absolutas lineales serian 0,200 pc y 20,0 pc.
SOLUCION 21.8.

El centro es d = 50,0 pc. El intervalo se transforma en [1/0,0220,1/0,0180] pc ~ [45,5,55,6] pc.
La estimacién lineal es Ad ~ 50(2/20) = 5,00 pc; los extremos exactos del intervalo muestran la

asimetria de la transformacién.
SOLUCION 21.9.

El didmetro es D, ~ 25(0,000800) au = 0,0200 au ~ 2,99 x 10° m. El radio es 0,0100 au ~ 1,50 x 10° m.
SOLUCION 21.10.
Ornin ~ 1,22(500 x 1079)/2 = 3,05 x 10~ " rad. Al dividir por 4,848 x 10~%rad por segundo de arco se

obtiene 0,0629".
SOLUCION 21.11.

T? ~ 23/2 = 4 en afios cuadrados, por lo que T ~ 2,00 afios. El denominador incorpora la masa de

la estrella del sistema.
SOLUCION 21.12.

M /Mg ~ a®/T? = 43 /8% = 1,00. La érbita permite inferir una masa aproximadamente solar con los

supuestos indicados.
SOLUCION 21.13.

La masa total es (63/6%)Ms = 6,00My. Como Ms/M; = aj/az = 2, resulta My = 2,00Mg y
Ms = 4,00My. Con a1 4+ as = 6au se obtiene a; = 4,00au y as = 2,00au. Los productos Mia; y

Msas coinciden.
SOLUCION 21.14.

a = (14 3)/2 =2,00au. La normalizacién solar da T ~ V23 = 2,83 afios. Las distancias extremas

determinan el semieje requerido por Kepler.
SOLUCION 21.15.

La superficie de distribucién aumenta por 32 = 9, asf que I, = F;/9 ~ 8,89 x 10711 W/m?. La
luminosidad de la fuente conserva su valor en la comparacion.

SOLUCION 21.16.

La paralaje da d = 10,0 pc. Por tanto, L = 4(3,086x 1017)2(2,00x 10710) ~ 2,39 x 1026 W ~ 0,625 L.
SOLUCION 21.17.

Al igualar flujos, dg/ds = V9 = 3, luego dp = 36,0 pc. La mayor luminosidad compensa una
distancig tres veces mayor.

SOLUCION 21.18.

Feorr = Fpps/0,750 = 8,00 x 10~ W/m?. A distancia fija, la luminosidad inferida aumenta por
1/0,750 = 4/3, aproximadamente un 33,3 %.

SOLUCION 21.19.

Wien entrega T4 = b/(966 x 107%) = 3000K y T = b/(483 x 107?) = 6000K. La razén es

Tp/Ta = 2,00, inversa a la razoén de longitudes de onda de los méximos.
SOLUCION 21.20.

Al conservar L, se cumple (Rp/R4)?(2)* = 1. Por tanto, Rg/Ra = 1/4. La potencia por unidad de

superficie aumenta por 16 y el area total se reduce por ese mismo factor.
SOLUCION 21.21.

R oc T~2 a distancia y flujo fijos. Asi, Ruuevo/Ranterior = (6000/6600)% = 100/121 ~ 0,826. Aplicado
al radio sin redondear del problema, se obtiene aproximadamente 9,41 x 10% m.
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SOLUCION 21.22.
z = (599,94 — 600,00)/600,00 = —1,00 x 10~ Entonces v, ~ —30,0km/s. La longitud menor

corresponde a acercamiento en el sistema de referencia considerado.
SOLUCION 21.23.

2z ~w,/c=90/(3,00x10%) = 3,00 x 10~*, usando velocidades en km/s. Por tanto, Aghs ~ Ao(1+2) =

500,15 nm. La linea se desplaza hacia longitudes mayores.
SOLUCION 21.24.

La primera identificacién da z; = 0,10/500 = 2,00 x 10~* y la segunda 2 = 0,18/600 = 3,00 x 104,
Esos valores implican velocidades radiales distintas, 60,0 y 90,0 km/s. Los datos tratados como
exactos exigen revisar la identificaciéon o el modelo de un tinico corrimiento. En una observacion real
también se cuantifican errores de calibraciéon y medida.

Una experiencia: medir un desplazamiento de paralaje

Dos puntos de observaciéon y un objeto cercano

Coloca un lapiz vertical frente a un fondo con marcas mas lejanas. Observa sucesivamente desde
dos puntos separados por una base conocida B, conservando una orientaciéon de referencia.
Registra la direccién hacia la punta del lapiz en cada posicién mediante fotografias con el mismo
encuadre de referencia o un transportador sencillo. Describe como cambia el desplazamiento al
duplicar la distancia al lapiz, manteniendo la base.

En una disposicién simétrica, con el lapiz frente al punto medio de la base, el d&ngulo total entre
las dos visuales es Af y la distancia perpendicular es d = (B/2)/tan(Af#/2) ~ B/Af para
angulos pequenos. Mide al menos tres veces, estima la dispersiéon y compara con una medicion
directa de d. En el caso estelar, la base de dos posiciones terrestres opuestas es aproximadamente
2au y el angulo total favorable es 2p: la misma geometria recupera d ~ (1au)/p.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Una estrella idealizada tiene paralaje 0,100”, flujo bolométrico corregido F = 2,00 x 10719 W /m?
y continuo de cuerpo negro con maximo por unidad de longitud de onda en 966 nm, referido a
su reposo. Una linea de reposo 600,00 nm aparece en 600,06 nm. Calcula distancia, temperatura,
luminosidad, radio y velocidad radial. Un planeta de masa despreciable tiene 6rbita de semieje
1,00 au y periodo 2,00 afios alrededor de la estrella. Estima la masa central. Identifica qué medicién
sustenta cada inferencia.

Contraste. La paralaje da d = 10,0 pc. Wien da T' = 3000 K. El flujo y la distancia entregan
L ~ 239 x 102W =~ 0,625Lo. Con R = d\/F/(6T%) se obtiene R ~ 2,04 x 10°m. La linea
tiene z = 0,06/600 = 1,00 x 1074, de donde v, ~ +30,0km/s, con alejamiento. Kepler entrega
M /Mg ~ 13/22 = 0,250. La masa proviene de la dindmica orbital; el radio y la luminosidad se
apoyan en geometria y emision. Estos datos constituyen un modelo de observacién idealizado; evaluar
su correspondencia con una poblacién estelar real requiere informacién adicional sobre estructura y
evolucion.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 2, 12.? edicién,
secciones 36.7 y 38.8. R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica, volumen 2, 9.2 edicién,
secciones 25.6 y 27.1. Las equivalencias astronémicas siguen las resoluciones de la UAI de 2012 y
2015; las referencias precisas y los recursos de ESA y NASA consultados se consignan en el informe
de fuentes adjunto. Los problemas y las ayudas visuales se han preparado para esta obra.



CAPITULO 22

22.1
22.2

22.3

224

22.5

22.6

22.7

22.8

PRIMER ENCUENTRO CON LA FISICA MODERNA

Escalas y alcance de los modelos
Fotones: energia de la radiacion
y potencia de un haz
Efecto fotoeléctrico y frecuencia
umbral
Potencial de frenado e interpre-
tacién de datos . . . . . .. . ..
Espectros de lineas y niveles de
energia
Ntcleos y transformaciones ra-
diactivas
Semivida, actividad y prediccion
estadistica
Conectar mediciones, balances y
modelos . . . . ... ...

Ejercicios para desarrollar autonomia
Soluciones razonadas . . . . . . . ...
Una experiencia: representar una po-

Diagnéstico antes de avanzar

blacién que se transforma . . . .

476

477

479

481

483

485

486

488

489
492

Una superficie iluminada puede emitir electrones;
un gas excitado produce lineas de colores defini-
dos; una muestra radiactiva transforma parte de
sus nucleos con un ritmo estadistico caracteristico.
En cada caso, la observacion permite establecer re-
laciones entre cantidades medibles y estructura de
la materia. La energia sigue proporcionando un hilo
conductor, ahora acompanada por la cuantizacién
y la probabilidad.

La fisica moderna amplia los modelos de movimien-
to, radiacién y materia al estudiar velocidades com-
parables con la de la luz y procesos atémicos y nu-
cleares. Los modelos clasicos conservan su utilidad
en los regimenes donde sus predicciones alcanzan
la precisién requerida. Elegir un modelo exige iden-
tificar la escala del proceso, la interaccion relevante
y la observaciéon que se desea explicar.

475
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22.1 Escalas y alcance de los modelos

Una prediccién fisica tiene un dominio de aplicacién y una precision. La mecanica de Newton
describe con gran exactitud numerosos movimientos cotidianos cuando la rapidez es pequena respecto
de c y las condiciones gravitatorias admiten el tratamiento clasico. La relatividad especial relaciona
las mediciones de observadores inerciales y establece la misma rapidez de la luz en el vacio para
todos ellos. El cociente 5 = v/c ayuda a valorar las correcciones relativistas.

Un factor que aparece en las relaciones relativistas es

1

Ly

Para v/c pequeiio, su desarrollo comienza con v ~ 1 + v?/(2c?). Asi se puede estimar el tamaiio
de algunas correcciones antes de efectuar un calculo completo. La exigencia experimental también
importa: una correccion pequeiia puede ser medible en instrumentos precisos. En este capitulo
utilizaremos este factor para comparar escalas; el desarrollo sistemético de la relatividad corresponde
a un curso posterior.

(22.1)

PROBLEMA RESUELTO 22.1 - Comparar dos velocidades

Calcula v para v = 0,0100c y para v = 0,800c. Interpreta cuanto se aparta de uno en cada caso.

Resolucion. La sustitucién en la ecuacién da ~ =~ v/e v
1,000050 y v = 1,6667, respectivamente. Los excesos re- 0.0100 1000050
et to d imad te 0,00500 ! ’
ativos respecto de uno son aproximadamente 0, % 0,800 1,6667

y 66,7 %. La primera rapidez permite aproximar este

factor por uno con un error pequeiio; la segunda exige L@ raPldeZ relativa IBEIHILD GO [pErLan: la
oz .. . magnitud del factor relativista.

conservar la relacion relativista. El porcentaje calculado

corresponde a este factor y sirve como criterio inicial de

escala.

La fisica cudntica describe estados y probabilidades de resultados de medida. Una escala util para
materia con momento p es la longitud de onda de de Broglie, A\qg = h/p. Para velocidades pequenas
frente a ¢, p ~ mwv. Al comparar esa longitud con la separacion de rendijas o la escala espacial de un
sistema se puede valorar la posibilidad de observar interferencia. El contraste depende también de la
preparacién del estado y de las interacciones con el entorno.

Usaremos valores redondeados ¢ = 2,998 x 108m/s, h = 6,626 x 10734 Js, e=1,602x 107 Cy
me = 9,109 x 1073 kg. En electronvoltios, h ~ 4,136 x 10715 eV s y hc ~ 1240 eV nm. Los resultados
conservaran la precision de estas aproximaciones. El simbolo e representa la magnitud positiva de la
carga electronica.
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PROBLEMA RESUELTO 22.2 - Reconocer una escala ondulatoria de materia

Compara Agg de un electrén con v = 1,00 x 10°m/s y la de una pelota de 0,100kg con
v =1,00m/s. Resolucion. Ambas velocidades permiten usar p ~ muv. Para el electron,

6,626 x 1034
9,109 x 10-31)(1,00 x 109)

B = ( ~ 727 x 1070 m.

Para la pelota resulta 6,63 x 10733 m. La longitud del electrén es comparable con distancias
interatémicas; su difraccion puede estudiarse con estructuras apropiadas. La escala de la pelota
es extraordinariamente menor que sus dimensiones y que las aberturas de un montaje cotidiano.
Esta comparacién explica la pertinencia de descripciones diferentes para las dos situaciones.

pelota electron
J ‘ ; i ‘ log;o(A/ m)
_35 Y _15 5 10

Cada unidad horizontal del dibujo abarca cinco potencias de diez. Las longitudes calculadas ocupan escalas muy
distintas.

22.2 Fotones: energia de la radiaciéon y potencia de un haz

Un fotén es un cuanto del campo electromagnético. Su energia y su momento estan relacionados
con la frecuencia y la longitud de onda de la radiacién. En el vacio,

hc
La frecuencia determina la energfa intercambiada en un proceso de absorcién de un fotén. La propa-
gacion y la interferencia conservan su descripcion ondulatoria en los experimentos correspondientes.

El modelo cuéntico vincula ambos aspectos y permite calcular probabilidades de deteccién.

El electronvoltio es una unidad de energia: 1eV = 1,602 x 107'? J con el redondeo adoptado.
Corresponde al cambio de energia de una carga de magnitud e al atravesar una diferencia de
potencial de un voltio. Es til para expresar energias atémicas. Para convertir una energia en joules
a electronvoltios se divide por la energia equivalente de un electronvoltio.
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PROBLEMA RESUELTO 22.3 - Calcular la energia de un foton verde

Un haz tiene longitud de onda en el vacio 500 nm. Determina la frecuencia y la energia de cada
fotén en joules y electronvoltios. Resolucion. Primero se convierte A = 5,00 x 10~7 m. Asf,

2,998 x 108

= 00 < To=7 = 2996 x 101 Ha, By ~ 3,97 x 107,

f

Dividiendo por 1,602 x 1071% J/eV se obtiene E, ~ 2,48 ¢€V. La forma abreviada 1240/500 = 2,48
entrega el mismo valor a la precisién indicada.

Ey (eV)

f (10 Hz)

La energia de un fotén es proporcional a su frecuencia. El punto representa el fotén de la longitud de onda
indicada.

PROBLEMA RESUELTO 22.4 : Comparar fotones de dos longitudes de onda

Dos fuentes emiten en 400 nm y 800 nm. Compara las energias por fotén y el nimero de fotones
emitidos por segundo si las potencias son iguales. Resolucion. Las energias son 1240/400 =
3,10eV y 1240/800 = 1,55€eV. Un fotén de 400 nm transporta el doble de energia. La potencia
es energia por unidad de tiempo, de modo que una fuente de igual potencia en 800 nm emite el
doble de fotones por segundo. La energia individual y el ritmo de emisién describen propiedades
distintas del haz.

400 nm (] ® ® 3 x 3,10eV

80nm ®© ® ® e ® ® 6x155eV

Grupos ilustrativos de igual energia total: tres fotones de longitud menor y seis de longitud mayor. Para igual
potencia, estas proporciones se mantienen en las tasas medias.

Si un haz monocromatico de potencia P contiene fotones de energia E., su tasa media de fotones
es N = P/E,. La intensidad media, para iluminacién uniforme de un érea S, es I = P/S. A
frecuencia fija, aumentar la intensidad aumenta el nimero de fotones incidentes por unidad de area y
tiempo. Esta separacién entre energia individual y tasa de llegada sera decisiva al estudiar la emision
electrénica.
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PROBLEMA RESUELTO 22.5 - Contar fotones a partir de una potencia

Un haz de 620 nm lleva 2,00 mW. Calcula su tasa de fotones y la cantidad que incide durante
5,00s.

Resolucion. Cada fotén tiene E, =~ 1240/620 =

magnitud valor
2,00eV = 3,204 x 10719 J. Por tanto,
g 2,006V
i 2,00 x 1073 5 1 N 6,24 x 1015571
N =500 x 1010 = 6:24 < 107 N(5s) 3,12 1016

La potencia fija el nimero medio de
En cinco segundos llegan aproximadamente 3,12 x 1016 fotones que llegan en cada intervalo.
fotones. Estos valores representan cantidades medias
para potencia constante y radiacién monocromatica.

22.3 Efecto fotoeléctrico y frecuencia umbral

El efecto fotoeléctrico externo consiste en la emisién de electrones desde una superficie al absorber
radiacién. La funcién de trabajo ¢ es la energia minima necesaria para extraer un electréon desde el
material en las condiciones de su superficie. Su valor depende del material y de su estado superficial.
Para luz monocromaética en el régimen de absorcién de un fotén por electrén, el balance energético

de Einstein es
Kunsx = hf — ¢. (22.3)

Esta expresion corresponde al régimen de emision, hf > ¢. El valor maximo se asocia a los electrones
que escapan con el menor costo energético efectivo. La distribucién de energias iniciales y las pérdidas
dentro del s6lido producen electrones de energias menores.

La frecuencia umbral satisface hfy = ¢, y la longitud de onda umbral en el vacio es \g = he/¢.
La emisién de este modelo requiere f > fy, equivalente a A < \g. La igualdad representa el limite
ideal con energia cinética maxima nula. La deteccion de una corriente apreciable exige ademas tasas
de emisién y condiciones de colecciéon adecuadas.
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PROBLEMA RESUELTO 22.6 - Hallar el umbral de una superficie

Una superficie tiene funcién de trabajo ¢ = 2,20eV. Calcula fo y Ag. Resolucion. Con unidades
de electronvoltios,

2,20 1240
’ = ~ 5,32 x 10'* Hz, Ao~ —— = 564 nm.

fo= 4,136 x 101 2,20

Las frecuencias mayores aportan mas energia por fotén que el costo minimo de extraccion. En
longitudes de onda, esa condicién corresponde a valores menores que el umbral calculado.

energia (eV)

2,20 / o

f (104 Hz)

El umbral se localiza en la interseccion entre la energia del fotén y la funcién de trabajo. A la derecha queda
energia disponible para movimiento electrénico.

PROBLEMA RESUELTO 22.7 - Distribuir la energia de un fotén absorbido

Se ilumina la superficie anterior con 400 nm. Calcula la energia cinética maxima y expresa el
balance fisico. Resolucion. El fotén lleva 3,10 eV. La extraccién requiere 2,20eV y queda

Komax = 3,10 — 2,20 = 0,900V = 1,44 x 10719 J.

El balance 3,10 = 2,20+0,900, en electronvoltios, asigna la energia entre extraccién y movimiento
del electrén més energético. Las energias cinéticas de los demés electrones emitidos pueden ser
menores.

E, =3,10eV

¢ = 2,206V 0,900
K!néx (GV)

Las longitudes de los segmentos son proporcionales a las energias del balance: extracciéon y energia cinética
maxima.
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PROBLEMA RESUELTO 22.8 - Examinar una iluminacién de baja frecuencia

La misma superficie recibe luz de 620 nm. Se aumenta diez veces la intensidad manteniendo la
longitud de onda. Predice el resultado del modelo de un fotén. Resolucion. Cada foton tiene
2,00V, por debajo de ¢ = 2,20eV. El balance presenta un déficit de 0,200€eV por evento de
absorcién individual. La intensidad multiplicada por diez proporciona diez veces mas fotones
por unidad de drea y tiempo, cada uno con la misma energia. La emisién fotoeléctrica de
un fotén queda fuera de las condiciones energéticas de este caso. Procesos multifoténicos a
intensidades altas requieren otro tratamiento.

energia (eV)

2.00 o = 2,20

fotones de 620 nm

Cada flecha representa la misma energia individual. Aumentar el nimero de fotones conserva la altura de cada
flecha y el déficit por absorcién individual.

La observacién retne tres dependencias: el umbral estd ligado a la superficie, la energia cinética
maxima aumenta con la frecuencia y la corriente de saturacion crece con el flujo de fotones, a
frecuencia fija por encima del umbral y en condiciones estables. El modelo clasico de absorcién
continua por un electrén ligado conduce a otras dependencias y tiempos de acumulacién. La
comparacion experimental de esas predicciones motivé la descripcién mediante fotones. Las ondas
electromagnéticas clasicas siguen describiendo la propagacion de numerosos haces y sus patrones de
interferencia.

22.4 Potencial de frenado e interpretaciéon de datos

Una diferencia de potencial que se opone al movimiento de los electrones permite medir su
energia maxima. El potencial de frenado V; se define aqui como la magnitud positiva de la tensién
retardadora que lleva la fotocorriente al limite de corte. En la geometria ideal de coleccion,

h, ¢
eVs = Knsx, Ve=—f—=. (22.4)
e e
El signo del voltaje de un electrodo depende de la referencia elegida; Vi expresa una magnitud. El
voltimetro y la superficie pueden introducir potenciales de contacto que un experimento real debe

considerar. Los ejemplos adoptan datos ya corregidos.
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PROBLEMA RESUELTO 22.9 - Relacionar frenado y rapidez electrénica

Para Ky = 0,900eV, calcula V; y la rapidez maxima mediante K = muv?/2. Comprueba
el régimen de la aproximacion. Resolucion. El valor numérico de V; en voltios es 0,900. En

unidades del SI,
—-19
. \/2(0,900)(1,602 x 10719) ~ 5.63 x 10° s.

9,109 x 10—31

El cociente v/c ~ 1,88 x 1073 justifica la energia cinética clasica a la precisién usada. El frenado
mide energia; la rapidez se infiere incorporando la masa del electrén y una relacion dindmica
valida.

campo retardador

emisor colector

(Y
o——>> <«

F
eVs = Knax = 0,900 eV

Esquema de una coleccion ideal con fuerza eléctrica opuesta al movimiento del electrén. El voltaje de corte
permite medir la energia cinética maxima.

PROBLEMA RESUELTO 22.10 - Inferir una pendiente y una funcién de
trabajo

Se miden Vi = 0,400V con f = 6,00 x 10" Hz y V; = 1,230V con f = 8,00 x 10'* Hz. Ajusta
la recta a estos datos idealizados y estima h, ¢ y fo.

Resolucion. La pendiente es a = AVy/Af = 4,15 x F/(104Hz) Vi)V
107 Vs. De V, = af + b resulta b = —2,09V. Asi,
h = ea~ 6,65 x 1073 Js, ¢ =2,09eV y fo = —b/a ~
5,04 x 1014 Hz. La estimacién de h refleja la precisién de
los datos propuestos. La recta fisica de frenado se utiliza
en el intervalo con emisién.

6,00 0,400
8,00 1,230

La diferencia entre los puntos fija la
pendiente; el intercepto permite inferir la
funcién de trabajo.

Una serie de varios puntos permite estimar pendiente, dispersién e incertidumbre. La prolonga-
cién algebraica de la recta hacia frecuencias menores que fy sirve para localizar el intercepto; la
fotocorriente de un fotén presenta su corte en el umbral. A frecuencia e intensidad fijas, modificar el
potencial colector cambia cudntos electrones alcanzan el electrodo. Con coleccién suficiente se llega
a la corriente de saturacién. Cada mediciéon debe distinguir estas variables de control.
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22.5 Espectros de lineas y niveles de energia

Un atomo aislado posee estados ligados con energias discretas. Una transiciéon radiativa entre dos
estados intercambia un fotén cuya energia coincide con la diferencia de energias del atomo, dentro
de la aproximacion que desprecia el retroceso. Para emision desde E; hacia Fy < Ej,

hf =E;— E; > 0. (22.5)

En absorcion, el fotén aporta la energia para pasar a un estado de mayor energia. Las probabilidades
y reglas de seleccién determinan cudles transiciones aparecen con intensidad apreciable. Un diagrama
de niveles enumera energias posibles; las flechas indican procesos entre estados.

La distribucién espacial de un electrén en un estado atémico se expresa mediante una funcién de
onda y probabilidades de posicién. Los niveles del hidrégeno también admiten una aproximacion
histérica de Bohr, que predice bien varias energias y frecuencias. La descripciéon cuantica de los
estados incorpora distribuciones espaciales y propiedades adicionales. Un diagrama de energias se
interpreta con este significado de estados y diferencias energéticas.

PROBLEMA RESUELTO 22.11 -+ Asociar tres diferencias de energia a tres
lineas

Un sistema ideal tiene estados de —6,00, —3,00 y —1,00 V. Sup6n permitidas las tres transiciones
descendentes. Calcula las longitudes de onda. Resolucion. Desde el estado superior al intermedio
se liberan 2,00eV; del intermedio al inferior, 3,00eV; y del superior al inferior, 5,00 eV. Por
A= hc/AE,

Az2 = 620 nm, Ao1 ~ 413 nm, A31 = 248 nm.

La suma 2 + 3 = 5 corresponde a las energias de las transiciones. Las longitudes de onda
se relacionan mediante sus inversas: 1/248 = 1/620 + 1/(1240/3) al conservar los valores sin
redondear.

—1eV

2eV

—3eV

—6eV

Las separaciones verticales representan diferencias energéticas. Tres niveles pueden producir las tres lineas
indicadas si las transiciones estan permitidas.
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PROBLEMA RESUELTO 22.12 -+ Estudiar una linea del hidrégeno

Usa E, = —13,6eV/n? para la transiciéon del hidrégeno n = 3 a n = 2. Calcula la energia y
longitud de onda del fotén. Estima también la energia de ionizacion desde n = 2. Resolucion.
La energia emitida es

1 1
AFE =136 (22 — 32> ~ 1,89¢€V, A >~ 656 nm.
El estado n = 2 tiene Fy = —3,40€V. El limite de ionizacién se sitia en E = 0, de modo que

requiere 3,40eV. El cero de energia corresponde al electrén y al protén separados en reposo
relativo en este modelo. Los valores negativos expresan estados ligados.

hidrégeno: estados ligados

0eV
—1,51eV

—3,406V

ionizaciéon
¢3 — 2 T

—13,66V

Escala vertical proporcional a la energia. El nivel cero marca el continuo de ionizacién; los niveles ligados se
aproximan a él al aumentar el nimero cudntico principal.

PROBLEMA RESUELTO 22.13 - Comparar una emisién directa y una cascada

El sistema del problema 22.11 pasa de —1,00 a —6,00eV. Compara la emisién directa con el
paso por el estado intermedio. Cuenta fotones y energia total.

Resolucion. La transicién directa produce un fotén de
5,00eV y 248 nm. La cascada produce dos: uno de 2,00 eV
y otro de 3,00eV. La suma de sus energias es 5,00eV.
Ambas rutas conectan los mismos estados inicial y final
y conservan la energia. La distribuciéon entre fotones
depende de la ruta de transicion.

ruta fotones

directa 1 (5eV)
cascada 2 (2y 3eV)

Cada ruta libera la misma energia total
de cinco electronvoltios.

La posicion de una linea informa sobre una diferencia de energias; su intensidad depende ademas
de poblaciones, probabilidades de transicién y condiciones de excitacién. Una muestra gaseosa tenue
y una fuente térmica densa presentan espectros diferentes por su estructura y sus interacciones. La
observacion de lineas de emisién y absorcion permite identificar especies y estudiar su estado fisico,
con las correcciones de movimiento consideradas en el capitulo anterior.
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22.6 Nncleos y transformaciones radiactivas

El nticleo atémico contiene protones y neutrones. El nimero atémico Z cuenta protones y determina
el elemento; el nimero mésico A cuenta nucleones, A = Z+ N. La notacién éX identifica un nucleido.
Los isétopos de un elemento comparten Z y tienen distintos ntimeros de neutrones. Las energias
y transformaciones nucleares corresponden a grados de libertad del nticleo, mientras los espectros
atémicos ordinarios reflejan principalmente cambios de los estados electronicos.

La radiactividad es la transformacién espontanea de niicleos inestables con emision de particulas
o radiaciéon. En una desintegracién alfa se emite un nticleo de helio 3He; el nticleo hijo tiene A — 4 y
Z — 2. En beta menos, un neutrén del nicleo se transforma en un protén con emisién de un electrén
y un antineutrino electrénico. El hijo conserva A y aumenta Z en uno. En una transicién gamma,
el nicleo libera energia electromagnética y conserva A y Z. La conservacién de carga, energia y
momento permite analizar cada proceso.

PROBLEMA RESUELTO 22.14 -+ Seguir dos transformaciones nucleares

Completa la cadena alfa y beta menos que comienza en 333U. Verifica los niimeros méasicos y
las cargas. Resolucion. En la emisién alfa,

238U — 234Th + jHe.
Se cumple 238 = 234 +4 y 92 = 90 + 2. En la transformacién beta menos posterior,
B4Th — 24Pa 40 e + 7.

La carga se conserva porque 90 = 91 — 1; el nimero de nucleones permanece en 234. El electron
y el antineutrino son productos de la transformacién. Las ecuaciones identifican especies y
balances; la distribucién de energias requiere datos nucleares adicionales.

G (0% G

238 234
_ > [

92 5 Th

B~

a: AA=—4 AZ =2 234
B~: AA=0, AZ = +1 o te

La cadena registra como cambian los niimeros del nicleo hijo. Las particulas emitidas completan los balances de
cada ecuaciéon nuclear.
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22.7 Semivida, actividad y predicciéon estadistica

Para una poblaciéon de niicleos del mismo radionucleido, cada niicleo superviviente tiene una
probabilidad aproximadamente A\ At de transformarse durante un intervalo corto At. La constante de
desintegracién A tiene dimensién de tiempo inverso. Bajo condiciones de desintegracion independiente
v A constante, la poblacién media de nticleos progenitores sigue
1 > t/Ti/> In2

N(t) = Noef/\t = NO (2 T1/2 = T (226)

La semivida T} 5 es el intervalo en que la poblacién media de progenitores se reduce a la mitad. Para
muestras con muchos nicleos, las fluctuaciones relativas suelen ser pequenas y se usa N (t) para esa
poblacién macroscépica. Cada nicleo posee un tiempo de transformacion aleatorio. La probabilidad
de supervivencia hasta t es e M.

Algunos textos llaman vida media al periodo de semidesintegracién. Aqui reservamos semivida
para 175 y tiempo de vida medio para 7 =1 /. Este tltimo es el promedio estadistico de los tiempos
de supervivencia. Su relacion es T7/5 = 7In2. Explicitar ambas definiciones permite interpretar
correctamente datos y graficas.

PROBLEMA RESUELTO 22.15 - Calcular la poblacion tras varias semividas

Una muestra ideal contiene inicialmente 8,00 x 10° nticleos progenitores con semivida 6,00 h.
Calcula la poblacién media después de 18,0 h y la fraccién transformada. Resolucion. Transcurren
18/6 = 3 semividas. Por tanto,

_ 1\3
N = 8,00 x 10° (2) = 1,00 x 10°.

Permanece 1/8 = 12,5 % de los progenitores y se ha transformado 7/8 = 87,5 %. La poblacién
de hijos debe analizarse segiin su estabilidad y la cadena de transformaciones. La expresién
utilizada sigue a los progenitores de la muestra inicial.

N (10)

A

8¢

‘ t (h)

La curva muestra la poblacion media de progenitores. Cada intervalo de seis horas reduce su valor a la mitad.

La actividad A es la tasa media de desintegraciones de la especie considerada: A = AN. Su unidad
SI es el becquerel, 1 Bq = 157!, correspondiente a una desintegraciéon por segundo en promedio. Si
A es constante, actividad y poblacién disminuyen con el mismo factor. Un detector registra una
fraccion de los eventos emitidos, condicionada por eficiencia, geometria y fondo. La actividad de una
cadena puede incluir contribuciones de varios radionucleidos.
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PROBLEMA RESUELTO 22.16 -+ Obtener actividad y tiempos caracteristicos

Una muestra de un tnico radionucleido tiene Ny = 1,00 x 10'2 ntcleos y semivida de 2,00 dias.
Calcula A, 7, Ap y la actividad a los seis dias. Considera un dia de 86400s. Resolucion. La
semivida equivale a 172800s. Asi,

_ In2
~ 172800

1
~ 4,01 x 1076571, T=1% 2,89 dias.

La actividad inicial es Ay = ANy ~ 4,01 x 109 Bq. A los seis dias han transcurrido tres semividas,
por lo que A = Ag/8 ~ 5,01 x 10° Bq. Los tiempos representan propiedades estadisticas de la
poblacién de progenitores.

A (10°Bq)

Actividad del progenitor con semivida de dos dias. El factor constante de desintegracién hace que su curva tenga
la misma forma que la poblacién.
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PROBLEMA RESUELTO 22.17 - Estimar una semivida desde cuentas corre-
gidas

Un detector registra una tasa total de 820s~! al inicio y 220s~! tras 10,0 min. El fondo
constante es 20,0s~!. Estima la semivida del progenitor, suponiendo eficiencia y geometria
constantes y una tnica contribucién radiactiva. Resolucién. Las tasas netas son 800s~! y
200s~!. Su razén 1/4 corresponde a dos semividas. En consecuencia, T} /2 = 5,00 min. La forma
logaritmica reproduce el resultado:

tln2  10,0ln2

Ti/p = = = in.
1/2 In(Ro/Ry) nd 5,00 min

La correccién de fondo permite asociar la razén de cuentas con la razén de actividades. Una
medicion real requiere ademds tiempos de conteo suficientes para estimar la incertidumbre
estadistica.

R (s71)
8205

220

fondo

0 5 10 t (min)

La curva representa cuentas totales: sefial decreciente més fondo constante. La flecha mide la contribucién neta
al cabo de diez minutos.

El modelo exponencial supone una poblaciéon bien definida, ausencia de aporte de progenitores y
una constante de desintegracion estable para el proceso considerado. La producciéon de ntucleos, el
crecimiento de hijos radiactivos y las mezclas de especies originan curvas distintas. Una grafica de
In N frente a t permite contrastar la forma exponencial mediante una recta de pendiente —\. Para
pocos nucleos se deben estudiar probabilidades y fluctuaciones de los conteos individuales.

22.8 Conectar mediciones, balances y modelos

La energia del foton conecta el espectro con la extraccion electrénica y con las diferencias entre
niveles. La tasa de llegada de fotones conecta potencia y corriente, al incorporar la eficiencia del
dispositivo. La desintegracién afiade una prediccién estadistica: el balance energético de un evento y
la evolucién de una poblacién responden a preguntas complementarias. La conservaciéon de energia
puede aplicarse a cada proceso, mientras las probabilidades describen qué eventos aparecen y con
qué frecuencia.
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PROBLEMA RESUELTO 22.18 - De una transicion atomica a una fotoco-
rriente

Una fuente ideal produce una linea de 4,00 eV mediante transiciones atémicas y entrega 1,00 mW
de esa linea a una superficie con ¢ = 2,50eV. La probabilidad efectiva de emitir y recoger
un electréon por foton incidente es 0,100. Calcula longitud de onda, potencial de frenado y
corriente de saturacién. Resolucion. La linea corresponde a A = 1240/4 = 310 nm. El balance
fotoeléctrico da K3 = 1,60eV y Vi = 1,50 V. La tasa de fotones es

1,00 x 1073

N, = ~ 1,56 x 1019571,
7T 41,602 x 10-19) © VS

La tasa de electrones recogidos es O,lOONy, y la corriente resulta i = e(O,lOO)NA, = 2,50 x
107 A = 25,0 uA. El potencial de frenado informa sobre la energia méaxima individual; la
corriente combina energia, potencia y eficiencia.

AE =46V P
Kméx:E'y_Qb ZZ@UP/E'Y
V,=150V i=25,0uA

La misma energia individual interviene en el frenado y en la tasa de fotones. La potencia y la eficiencia determinan
ademas la corriente recogida.

Al analizar datos conviene escribir el observable y las condiciones de cada ecuacion. Una energia
cinética maxima exige fotones por encima del umbral; un espectro de lineas informa sobre diferencias
entre estados; una semivida caracteriza una poblacion de progenitores bajo el modelo indicado. Estas
relaciones permiten construir explicaciones que enlazan las mediciones con propiedades de la materia
y delimitan la precisién de las inferencias.

Ejercicios para desarrollar autonomia

EJERCICIO 22.1 - Valorar una correccion relativista

Calcula v para v = 0,600c y el porcentaje en que supera a uno. Explica qué indica sobre
aproximar este factor por uno.

EJERCICIO 22.2 - Cambiar el momento de una particula

Una particula tiene longitud de onda de de Broglie 0,200 nm. ;Cual sera su longitud de onda si
su momento se triplica? Fundamenta mediante la relacién correspondiente.
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EJERCICIO 22.3 - Calcular energia y frecuencia

Para luz de 400 nm en el vacio, calcula frecuencia y energia por fotén en electronvoltios y joules.

EJERCICIO 22.4 - Convertir una energia en longitud de onda

Un fotén lleva 2,50 eV. Calcula su longitud de onda en el vacio y la energia de cuatro de esos
fotones.

EJERCICIO 22.5 - Relacionar potencia y ritmo de llegada

Un haz de 500nm tiene potencia 1,00mW. Estima cuantos fotones llegan en 2,00s. Usa
hc = 1240 €V nm.

EJERCICIO 22.6 -+ Mantener la potencia al cambiar el color

Se sustituye un haz de 450 nm por otro de 900 nm con igual potencia. Compara las energias

por fotén y sus tasas de llegada.

EJERCICIO 22.7 - Obtener un umbral

Una superficie tiene ¢ = 2,00eV. Calcula fy y Ag. Indica la condicién de emisién en términos
de frecuencia.

EJERCICIO 22.8 - Determinar la energia cinética maxima

La superficie del ejercicio anterior recibe 400 nm. Calcula K5« v Vs en el modelo ideal.

EJERCICIO 22.9 - Interpretar el aumento de intensidad

Una superficie con ¢ = 2,50¢eV recibe 600 nm. Evalia la posibilidad de emisién de un fotén.
Describe qué magnitud cambia al duplicar la intensidad a longitud de onda fija.

EJERCICIO 22.10 - Inferir una funciéon de trabajo

Con luz de 300 nm se mide V; = 1,20 V. Calcula ¢ y la longitud de onda umbral. Usa los valores
sin redondear durante el célculo.

EJERCICIO 22.11 -+ Obtener una rapidez desde el frenado

Se mide Vs = 2,00V. Calcula la rapidez méxima de los fotoelectrones y v/c mediante la
aproximacion clasica.



Primer encuentro con la fisica moderna

EJERCICIO 22.12 - Distinguir frecuencia e intensidad

Una superficie con ¢ = 2,00 eV recibe inicialmente fotones de 3,00 eV. Se comparan dos cambios:
duplicar la intensidad a frecuencia fija y elevar la energia por fotén a 4,00 eV con la misma tasa
de fotones. Calcula el potencial de frenado en ambos casos y explica la corriente de saturacion
para eficiencia constante.

EJERCICIO 22.13 -+ Leer un diagrama de niveles

Dos niveles tienen energias —5,00 y —2,00eV. Calcula la longitud de onda de emisién en la
transicion descendente y la energia necesaria para la absorcion inversa.

EJERCICIO 22.14 - Analizar una transicién al estado fundamental

Para hidrégeno con E,, = —13,6eV/n?, calcula la energia y longitud de onda de la transicién
n=2an=1.

EJERCICIO 22.15 - Contar fotones de una cascada

Un sistema tiene niveles 0, 2,00 y 5,00eV. Desde el superior desciende al fundamental pasando
por el intermedio. Calcula las dos energias emitidas, sus longitudes de onda y la energia total.

EJERCICIO 22.16 - Reconstruir una diferencia de energias

Una linea de absorcién tiene longitud de onda 620nm. Si el estado inicial estd en —4,00€V,
determina la energia del estado final. Supén una transicion de un fotén y retroceso despreciable.
EJERCICIO 22.17 - Identificar un hijo alfa

En una emisién alfa de 32Ra, determina A, Z y niimero de neutrones del hijo. El elemento
con Z = 86 es radon.

EJERCICIO 22.18 - Completar una transformacién beta menos

Completa la ecuacién de desintegracién beta menos de $*C. El elemento con Z = 7 es nitrégeno.
Verifica la conservacion de carga.

EJERCICIO 22.19 - Calcular la fraccion de progenitores

Un radionucleido tiene semivida de 3,00 h. Calcula la fraccién de progenitores que permanece
tras 12,0h y la que se ha transformado.
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EJERCICIO 22.20 - Invertir la ley exponencial

Una muestra conserva 1/32 de sus progenitores después de 20,0 dias. Calcula la semivida y el
tiempo de vida medio.

EJERCICIO 22.21 - Calcular actividad en becquereles

Una muestra de semivida 10,0s contiene inicialmente 1,00 x 10° ntcleos. Calcula la actividad
inicial y a los 20,0s.

EJERCICIO 22.22 - Restar un fondo de conteo

Las tasas totales de un detector son 510s~! y 135s7!, separadas por 8,00 min. El fondo
constante es 10,0s~!. Estima la semivida con eficiencia y geometria constantes.

EJERCICIO 22.23 - Interpretar una supervivencia individual

Un ntcleo tiene semivida 4,00 h. Calcula la probabilidad de supervivencia hasta ocho horas y
la probabilidad de sobrevivir cuatro horas adicionales, condicionada a haber sobrevivido las
primeras ocho. Explica el significado estadistico.

EJERCICIO 22.24 - Conectar un espectro con un detector

Una linea de 248 nm entrega 0,800 mW a una superficie con ¢ = 2,00eV. La eficiencia efectiva
de emisién y coleccién es 0,250. Calcula energia por fotén, potencial de frenado y corriente de
saturacion.

Soluciones razonadas

SOLUCION 22.1.
v =1/y/1-0,600%2 = 1,25. Supera a uno en 25,0 %, una correccién relevante para cantidades que

contienen este factor.
SOLUCION 22.2.

Como A\ = h/p, triplicar p divide la longitud por tres: X = 0,0667 nm. El resultado se refiere al

momento, con independencia de la relacién concreta entre momento y rapidez.
SOLUCION 22.3.

f =c/X\~750x 10" Hz. La energia es hc/\ ~ 3,10eV ~ 4,97 x 10719 J. La conversién a metros

precede al calculo en el SI.
SOLUCION 22.4.

A = 1240/2,50 = 496 nm. Cuatro fotones suman 10,0eV = 1,60 x 107! J; cada fotén conserva su

energia individual.
SOLUCION 22.5.

Cada fotén lleva 2,48 eV = 3,97296 x 10719 J. La energfa total incidente es Pt = 2,00 x 1073 J. El
cociente da aproximadamente 5,03 x 10'° fotones.
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SOLUCION 22.6.
Al duplicarse A, la energia por fotén se reduce a la mitad. Para mantener P = NE,, la tasa de

llegada se duplica. La energia total recibida por segundo conserva su valor.
SOLUCION 22.7.

fo=2/(4,136 x 1071%) ~ 4,84 x 1014 Hz y \g = 1240/2 = 620 nm. La condicién energética de emisién
es f > fo en el modelo de un fotén.

SOLUCION 22.8.

El fotén aporta 3,10eV, por lo que K5 = 1,10eV y Vi = 1,10 V. La funcién de trabajo consume la

parte restante de la energia.
SOLUCION 22.9.

E, =1240/600 ~ 2,07eV < 2,50€V. La energfa individual queda por debajo del umbral. Duplicar la
intensidad duplica el flujo de fotones con la misma energia individual; la condicién de emisiéon de un

foton sigue incumplida.
SOLUCION 22.10.

¢ =1240/300 — 1,20 = 2,9333 ... eV ~ 2,93 V. La longitud umbral es 1240/(2,9333...) ~ 423 nm.

Se conserva precisién interna para calcular el cociente final.
SOLUCION 22.11.

Kmsx = 2,006V y vmax = v/2eVs/me ~ 8,39 x 10° m/s. El cociente es v/c ~ 2,80 x 1073, compatible
con el cdlculo cldsico a esta precision.

SOLUCION 22.12.

Inicialmente Vs = (3 —2) V = 1,00 V. Duplicar la intensidad a frecuencia fija conserva ese valor y
duplica la corriente de saturacién bajo los supuestos dados. Con fotones de 4,00eV, V; = 2,00V. La
misma tasa de fotones y la misma eficiencia conservan la corriente de saturacién, aunque la potencia

del haz aumenta.
SOLUCION 22.13.

La diferencia descendente es 3,00eV y produce A = 1240/3 ~ 413 nm. La absorcién inversa requiere

un fotén de 3,00eV que eleva el dtomo al estado superior.
SOLUCION 22.14.

AFE = 13,6(1 —1/4) = 10,2eV y A = 1240/10,2 ~ 122nm. La transicién tiene mayor diferencia
energética y menor longitud de onda que lade n =3 an = 2.

SOLUCION 22.15.

Se emiten 3,00eV al bajar de 5 a 2 y 2,00eV al bajar de 2 a 0. Las longitudes son aproximadamente

413nm y 620 nm. Los dos fotones suman 5,00€eV.
SOLUCION 22.16.

El fotén aporta 1240/620 = 2,00eV. El estado final tiene energia —4 + 2 = —2,00eV. La absorcién

aumenta la energia del a&tomo en la cantidad recibida.
SOLUCION 22.17.

El hijo es 22*Rn: tiene A = 226 —4 =222, Z =88 — 2 =286 y N = 222 — 86 = 136 neutrones. La

particula alfa contiene los otros cuatro nucleones y dos protones.
SOLUCION 22.18.

$3C — N + 9 e + . La carga se conserva como 6 = 7 — 1 y el niimero de nucleones permanece

en 14. La conversién de un neutrén en protén explica el aumento de Z.
SOLUCION 22.19.

Transcurren cuatro semividas y permanece (1/2)* = 1/16 = 6,25%. La fraccién transformada es

15/16 = 93,75 %. Ambas fracciones se refieren a la poblacién inicial de progenitores.
SOLUCION 22.20.

Como 1/32 = 27°, han transcurrido cinco semividas. Asf, Ty =4,00diasy 7 = T1/2/ln2 ~ 5,77
dias. Los dos tiempos caracterizan aspectos distintos de la misma distribucién exponencial.
SOLUCION 22.21.

A =1n2/10 ~ 0,0693s~ L. Por tanto, Ay ~ 6,93 x 10* Bq. A los veinte segundos quedan 1/4 de los
progenitores y la actividad es aproximadamente 1,73 x 10* Bq.
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SOLUCION 22.22.

Las tasas netas son 500s~! y 1255~ 1. La reduccién a un cuarto corresponde a dos semividas en ocho
minutos, de modo que 7'/ = 4,00 min. El fondo se resta antes de formar la razon.

SOLUCION 22.23.

La supervivencia hasta ocho horas tiene probabilidad 27%/4 = 1 /4. Condicionada a esa supervivencia,
la probabilidad de otras cuatro horas es 2=%4 = 1 /2. La independencia temporal del riesgo del

modelo exponencial mantiene la misma probabilidad de supervivencia durante intervalos iguales.
SOLUCION 22.24.

La energia individual es 1240/248 = 5,00€eV. El balance da Kp,sx = 3,00eV y V; = 3,00V. La
corriente es i = enP/E, = nP/(5,00 V) = 4,00 x 107° A = 40,0 zA. La eficiencia multiplica la tasa
incidente para obtener la tasa de electrones recogidos.

Una experiencia: representar una poblacién que se transforma

Semividas con monedas y variacion entre ensayos

Retne cien monedas o fichas con dos caras equiprobables. Lanzalas, retira las que muestran
una cara elegida y vuelve a lanzar inicamente las supervivientes. Registra la poblacion después
de cada ronda hasta completar seis. Repite el experimento varias veces y compara los conteos y
su promedio con 100(1/2)™ para la ronda n.

Cada ficha superviviente tiene probabilidad 1/2 de permanecer en la ronda siguiente. Una ronda
representa una semivida de la poblacién media. El procedimiento describe tiempos discretos y
reproduce la supervivencia en esos instantes; los tiempos nucleares reales se modelan de forma
continua. Dibuja la curva media y los resultados individuales. Explica por qué los ensayos
difieren y por qué una ficha que ha sobrevivido varias rondas mantiene la misma probabilidad
en el lanzamiento siguiente. El modelo usa independencia y equilibrio entre las dos caras.
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Diagnoéstico antes de avanzar

Un sistema emite una linea al pasar de —1,00 a —5,00eV. La linea entrega 0,600 mW a una
superficie con ¢ = 2,50eV y eficiencia efectiva de emisiéon y coleccion 0,200. Calcula longitud de onda,
energia cinética maxima, potencial de frenado y corriente de saturaciéon. En otro experimento, una
muestra de un tnico radionucleido tiene actividad inicial de 800 Bq y semivida de 3,00 h. Calcula su
actividad a las nueve horas y la probabilidad de supervivencia de un progenitor durante ese intervalo.
Explica qué cantidades describen eventos individuales y cudles describen tasas medias.

Contraste. La diferencia entre niveles es 4,00 eV, por lo que A = 310 nm. El balance fotoeléctrico
entrega Kpnsx = 1,60eV y Vi = 1,50V. La corriente resulta ¢ = enP/E, = 30,0 uA. La muestra
radiactiva atraviesa tres semividas y su actividad se reduce a 100 Bq. La probabilidad individual
de supervivencia es 1/8. Las energias se asignan a transiciones o electrones; potencia, corriente y
actividad describen tasas medias. La probabilidad de supervivencia caracteriza la incertidumbre
sobre la transformacién de un nicleo individual.

Lecturas de apoyo. H. D. Young y R. A. Freedman, Fisica universitaria, volumen 2, 12.2 edicién,
secciones 37.3, 38.2, 38.3, 38.5, 39.1, 43.3 y 43.4. R. A. Serway y C. Vuille, Fundamentos de fisica,
volumen 2, 9.2 edicién, secciones 26.4, 27.2, 27.6, 28.2, 28.3, 29.3 y 29.4. El informe de fuentes precisa
los pasajes cotejados y las constantes del SI. Los problemas, la experiencia y las ayudas visuales se
han preparado para esta obra.
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LABORATORIO DE MODELIZACION, DATOS Y PROBLEMAS
INTEGRADORES

23.1

23.2

23.3

23.4

23.5

23.6

23.7

23.8

De una pregunta a un procedi-
miento de medida
Tablas, transformaciones y grafi-
cas fieles
Ajuste lineal, pardmetros y resi-
duos. . . ... ...
Incertidumbres de magnitudes in-
directas . . . . ... ...
Dimensiones, limites y compara-
cién de modelos
Integracién numérica y estudio
de convergencia
Una serie observada: calibracion
de instrumentos
Una conclusién que otra persona
pueda reconstruir

Ejercicios para desarrollar autonomia
Soluciones razonadas . . . . . . . ...
Una experiencia: un pequeno estudio

reproducible del péndulo

Diagnéstico de cierre del recorrido . .

Dos grupos pueden medir el mismo péndulo y obte-
ner valores ligeramente distintos de la aceleracion
gravitatoria. Para entender la diferencia hace falta
reconstruir sus mediciones: qué longitud tomaron,
como contaron las oscilaciones, qué instrumentos
usaron y qué relacién eligieron para calcular el re-
sultado. La conclusién adquiere fuerza cuando esos
pasos quedan disponibles para otra persona.

Este capitulo retine herramientas desarrolladas a
lo largo del libro y las lleva a una investigacion
pequena. El péndulo permitira estudiar mediciones
y ajustes; una serie publica de calibracién aportara
datos observados; la caida de un cuerpo servira para
comprobar algoritmos. Los ejemplos didacticos usan
datos construidos y los identifican expresamente.
El trabajo experimental del lector producird sus
propios registros y sus propias conclusiones.

496
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23.1 De una pregunta a un procedimiento de medida

Una pregunta experimental se vuelve operacional cuando precisa una magnitud que se medird, una
variable que se modificard y condiciones que se mantendran controladas. Para un péndulo simple,
la pregunta puede ser: jcémo depende el periodo de la longitud efectiva, al mantener pequena la
amplitud angular? La longitud efectiva va desde el punto de suspensién hasta el centro de masas
de la pesa. El periodo es el tiempo de una oscilacién completa, con regreso a la misma posicién y
sentido de movimiento.

El modelo de pequena amplitud relaciona ambas magnitudes mediante 7' = 2w+/L/g. Supone una
pesa de dimensiones pequenas frente a L, un hilo de masa despreciable, un soporte estable y pérdidas
débiles durante la medida. Una amplitud inicial préxima a cinco grados facilita esa aproximacién.
Conviene registrar también la amplitud para valorar su posible influencia. La pesa debe ser ligera,
estar sujeta a un soporte firme y oscilar sobre una zona despejada.

En el capitulo 1 expresamos la informacién de medicién mediante intervalos compatibles. En
(10,0 +0,2) cm, la semianchura de 0,2 cm delimita el intervalo adoptado. Al sumar longitudes con
cotas de 0,2 y 0,3 cm, la suma tiene una cota conservadora de 0,5cm. En este capitulo describimos
la incertidumbre estandar mediante desviaciones estandar: para estimaciones independientes con
incertidumbres estdndar de 0,2 y 0,3 cm, la suma tiene u = /0,22 + 0,32 cm ~ 0,36 cm. Las contri-
buciones correlacionadas incorporan 2 cov(z,y) a la varianza de la suma. Una cota se convierte en
incertidumbre estdndar al adoptar una distribucién: para una uniforme de semianchura a, © = a/ V3.
Una contribucién de calibracién comin permanece al repetir la medida. Cada informe precisa la
interpretacién de £ y las hipdtesis que sostienen su céalculo.

PROBLEMA RESUELTO 23.1 - Convertir una pregunta sobre el péndulo en
un protocolo

Se dispone de una regla, un cronémetro y un péndulo con longitud cercana a un metro. Propén
una mediciéon del periodo y distingue variables y controles.

Resolucion. Se mide L hasta el centro de la pesa y se

] ) . N variable registro
registra el tiempo t9g de veinte oscilaciones completas. :
Se calcula T' = t99/20. Para estudiar la dependencia con L se modlﬁca
t20 se mide

L se eligen varias longitudes, conservando la pesa, el
soporte y una amplitud inicial préxima a cinco grados.
Se repite cada cronometraje, se anota el instrumento y se
describe el criterio de inicio y final. El promedio temporal
y la dispersion permitiran caracterizar la repetibilidad.

amplitud  se controla

El protocolo establece qué cambia y qué
se registra en cada ensayo.

Una observaciéon registra un resultado: una longitud, una lectura o una secuencia de posiciones. La
explicacion vincula esos registros con un modelo. En el experimento, un periodo mayor al aumentar
L constituye una tendencia observada. La ecuaciéon del péndulo propone una relacién cuantitativa
que permite contrastar esa tendencia. Conservar ambas capas de informacion ayuda a revisar el
razonamiento.

Para n repeticiones independientes t;, la media es t = (>_t;)/n, la desviacién muestral es s, =
\/ S (t; —t)2/(n — 1) y la incertidumbre estandar de la media debida a repetibilidad es u; = s¢/+/n.

El factor y/n corresponde a esa componente aleatoria. Las contribuciones comunes de calibracién,
longitud o procedimiento requieren estimaciones propias.
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PROBLEMA RESUELTO 23.2 - Estimar la repetibilidad del cronometraje

En un ejemplo didéctico construido, cinco tiempos de veinte oscilaciones son 40,10, 40,20, 40,30,
40,20 y 40,20s. Calcula la media, la desviacién muestral y la componente de incertidumbre de
T asociada a la media temporal. Resolucion. La media es t = 40,20s. La suma de desviaciones
cuadradas es 0,0200s2, de modo que s; = 0,0707s y u; = 0,0316s. Al dividir por veinte,

10,0316

T =201
,0100s, U 20

~ 0,0016s.

El resultado temporal, considerando esta componente, se expresa como (2,0100 + 0,0016) s. Las
cifras adicionales permiten mostrar la estimacion de repetibilidad; una evaluacién completa
incorporara las deméas contribuciones.

tao (s)
40,30 o
JTOT I DI L
40,10 t @

repeticion

Tiempos didacticos construidos para cinco repeticiones. La recta horizontal representa la media; la dispersién
caracteriza la repetibilidad de los registros.

23.2 Tablas, transformaciones y graficas fieles

Una tabla de trabajo conserva los registros originales, las unidades y las transformaciones usadas.
Para el péndulo conviene guardar L, cada tiempo de varias oscilaciones, el niimero de oscilaciones
y las estimaciones de incertidumbre. A partir de ellos se calculan 7y T2. La relacién esperada se
vuelve lineal al representar T2 frente a L:

472
T2 = —L. (23.1)
g
Esta transformacién conserva la relacién fisica y modifica la escala de incertidumbre de la variable
vertical. Para incertidumbres pequefias, up2 ~ 2|T|ur. El resultado procede de la sensibilidad de 72
ante un pequefio cambio de T'.
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PROBLEMA RESUELTO 23.3 - Representar una medicion con su incertidum-
bre

Para un punto didéctico, L = (0,800+£0,002) m y 7" = (1,800£0,010) s, donde las incertidumbres
son estandar. Obtén el punto y las barras para la grafica T2 frente a L. Resolucion. Se calcula
T? = 3,2405% y up2 ~ 2(1,800)(0,010) = 0,036s2. El punto es (0,800m, 3,240s?), con barra
horizontal de semiancho 0,002m y vertical de semiancho 0,036s2. Estas barras representan
incertidumbres estandar de las coordenadas. Su interpretacién probabilistica completa depende
de las distribuciones y del procedimiento de estimacién.

T? (s?)
3.32
3.98
3,24

3,20

0,790 0,800 0,810

Barras de incertidumbre estandar de las dos coordenadas del punto construido. Los ejes muestran un intervalo
ampliado alrededor de la medicién.

Los ejes identifican magnitud y unidad; la escala debe permitir distinguir los datos y su incer-
tidumbre. Los puntos medidos se muestran como tales. Una linea puede representar un modelo
ajustado o una interpolacion declarada. La superficie bajo una grafica de velocidad frente a tiempo
tiene ademds una interpretacion fisica: el desplazamiento. Con datos discretos, una aproximacién
por trapecios supone variacién lineal entre mediciones contiguas.
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PROBLEMA RESUELTO 23.4 - Integrar una grafica de velocidad muestreada

Una serie construida da v = 1,0, 3,1,4,9y 7.0m/sen ¢t = 0, 1, 2 y 3s. Estima el desplazamiento
mediante trapecios. Resolucion. Cada intervalo dura un segundo. Por tanto,

1,0+ 3,1 3,1+4,9 4,94 7,0
v~ =SSm0y + 2500 + 222 0 — 12.0m

La unidad resulta de multiplicar velocidad por tiempo. El célculo es exacto para la interpolacion
lineal elegida. El movimiento real entre muestras puede introducir una diferencia que se estudia
aumentando la frecuencia de muestreo o proponiendo un modelo dinamico.

v (m/s)
7

)
3

16

‘ ‘ t(s
0 1 2 3 (s)

Los trapecios representan el desplazamiento de la interpolacién lineal entre las velocidades construidas. Su area
total corresponde a doce metros.

23.3 Ajuste lineal, parametros y residuos

El ajuste de una recta y = ax + b busca pardmetros que aproximen los datos segtin un criterio
declarado. Los minimos cuadrados ordinarios minimizan S = 3;[y; — (ax; + b)]. Para pesos iguales y
abscisas con incertidumbre despreciable frente al efecto de la incertidumbre vertical, las estimaciones
son

o= Zil% — D) — ) — §j— ai. (23.2)

Silzi—2)2

El modelo estadistico usual escribe cada dato como la predicciéon de una recta poblacional mas un
error de media cero. Para el ajuste considerado, esos errores se suponen independientes y con varianza
comun. Los residuos se calculan respecto de la recta estimada y permiten examinar las hipdtesis
mediante sus patrones; el ajuste introduce relaciones entre ellos. Incertidumbres verticales muy
distintas sugieren pesos diferentes; incertidumbres horizontales relevantes requieren un tratamiento
que incorpore ambas coordenadas. En el péndulo, a tiene unidades s2/m y el modelo ideal da
g =4n%/a.
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PROBLEMA RESUELTO 23.5 - Estimar g a partir de cinco puntos

Usa los cinco pares didacticos de la tabla, construidos para este capitulo, con = L e y = T2.
Ajusta y = ax + b y obtén g.

Resolucién. Las medias son Z = 0,600m y ¢y = 2,434 L(m) T2 (s
Las sumas centradas son Sp, = 0,400m? y Sey =
1,616 ms2. Asi 0,200 0,820
’ ’ 0,400 1,622
a=4,0408*/m, b=0,0100s*, ¢g~9,772m/s% 8288 gggg
1,000 4,052

La pendiente determina g bajo las hipétesis del péndulo y
del ajuste. El intercepto queda disponible para examinar
el comportamiento del modelo y del procedimiento.

Cinco pares construidos para estudiar la
pendiente y los residuos.

El residuo r; = y; — (ax; +b) expresa la separacién vertical entre cada dato y la prediccion ajustada.
Su signo indica el lado de la recta y su unidad coincide con la de y. Una grafica de residuos puede
revelar curvatura, dispersién variable o dependencia con el orden de medida. La presencia de un
patréon orienta nuevas pruebas del modelo, de los instrumentos o de las variables de control.

PROBLEMA RESUELTO 23.6 -+ Examinar residuos y dispersion del ajuste

Calcula los residuos del ajuste anterior y estima la desviacion residual s, y la incertidumbre de
la pendiente debida a la dispersién, con s, = /> 7r7/(n —2) y ug = $r/v/Szz. Resolucion. En
orden creciente de longitud, los residuos son 0,002, —0,004, 0,004, —0,004 y 0,002s2. Su suma
es cero por la condicién de minimos cuadrados asociada al intercepto libre; esta restricciéon
pertenece al ajuste. Su suma de cuadrados es 5,60 x 107 s*. Resulta

sy, ~ 0,00432 2, Ug ~ 0,00683 52 /m.

La incertidumbre asociada de g es uy ~ (g/a)u, ~ 0,017m/s®. Esta es una estimacién
condicionada al modelo estadistico adoptado y a tratar las longitudes como abscisas conocidas.
La calibracion de longitudes y los efectos de amplitud requieren componentes adicionales para
un resultado experimental completo.

r (1073 s2)

A

2. 1
4L

02 04 06 08 1,0

L (m)

Residuos del ajuste libre a los cinco pares construidos. La unidad vertical se ha ampliado para hacer visible la
separacién respecto de la recta.
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PROBLEMA RESUELTO 23.7 - Comparar una recta libre con una recta por
el origen

Repite el ajuste de los cinco pares imponiendo b = 0. Usa ag = (3 x;v:)/(> #2) y compara
el valor de g. Resolucién. Las sumas dan Y 2? = 2,20m? y 3 z;4; = 8,918 ms?. Por tanto,
ap ~ 4,05364s% /my go ~ 9,739 m/s?. La diferencia respecto del ajuste libre es aproximadamente
—0,033 m/s2. Imponer el origen incorpora una hipétesis adicional. La eleccién se justifica
mediante el modelo, el origen de las coordenadas y la evaluacién de posibles desplazamientos de
medida. Un intercepto distinto de cero ofrece una pista que se estudia con esas comprobaciones.

T? (s?)

libre
por el origen

0,050

0,010+
= L (m)
0 0,010 0,020

Ampliacién de la extrapolacién cerca del origen, fuera del intervalo de los datos construidos. Las rectas casi
coinciden en la escala completa; su diferencia revela la hipo6tesis adicional impuesta.

23.4 Incertidumbres de magnitudes indirectas

La incertidumbre estdndar caracteriza la dispersién atribuida a una magnitud mediante una
desviacién estdndar. Para 2 = 4+ y 0 2 = x — y, con entradas independientes, u, = |/u2 + ug Para

q = Czy?, una aproximacion lineal en incertidumbres relativas pequefias da

()~ 02 ()"

La férmula supone entradas independientes y una constante C' tratada como conocida. Se puede
obtener desarrollando el cambio de ¢ ante pequefios cambios de las entradas y sumando sus varianzas.
Una cota maxima de error corresponde a otro criterio de combinacién y debe identificarse como tal.
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PROBLEMA RESUELTO 23.8 - Combinar dos longitudes independientes

La distancia desde el soporte hasta la parte superior de una pesa es ¢ = (0,800 & 0,002) m y
desde alli hasta su centro de masas es d = (0,025 = 0,001) m. Las incertidumbres son estandar
e independientes. Calcula la longitud efectiva. Resolucién. La longitud es L = ¢ + d = 0,825 m.
Su incertidumbre es

ur, = 1/0,0022 40,0012 m = 0,0022 m.

Con dos cifras significativas en la incertidumbre, el resultado se puede escribir (0,825040,0022) m.
La suma geométrica exige describir con precisién los extremos de cada medicién.

sop9rte borde .centro

4 d

L=/0+4d

Esquema de los extremos que definen cada longitud. La distancia desde el borde hasta el centro se amplia para
distinguir sus puntos de referencia.

PROBLEMA RESUELTO 23.9 - Obtener densidad e incertidumbre de un
cilindro

Un cilindro macizo tiene m = (54,0 &+ 0,1) g, didmetro d = (2,000 + 0,010) cm y altura H =
(3,000 £ 0,020) cm. Calcula p y su incertidumbre estandar, suponiendo entradas independientes
y forma cilindrica ideal. Resolucion. El volumen es V = 7d?>H /4 ~ 9,425cm? y la densidad
p=4m/(nd?H) ~ 5,7296 g/cm3. Los exponentes dan

2 1 2 2
Up (0,1 ) i (2(0,0 O)) i (0,020) ~ 0,0122.
p 54,0 2,000 3,000
Asi, u, ~ 0,070 g/cm? y se informa (5,730 + 0,070) g/cm3. El factor dos del didmetro procede
de su exponente en el volumen. Su contribucién domina entre las tres consideradas.

P
<
4m
" r=ren
N

Geometria del cilindro ideal. El didmetro entra al cuadrado en el volumen y duplica su contribucién relativa de
primer orden a la densidad.

Cuando dos mediciones comparten una contribucion, su relacién estadistica modifica la combinacién.
Para una diferencia D = = — vy, u% =ul + ug — 2cov(z,y). La covarianza registra la variacion
conjunta. Un desplazamiento aditivo comun se cancela al restar las lecturas; una incertidumbre de

escala multiplicativa sigue otra relacion.
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PROBLEMA RESUELTO 23.10 - Reconocer una contribuciéon comin que se
cancela
Dos lecturas de una misma regla son x = 0,500m e y = 0,300m. Cada una tiene una

contribucién independiente de 0,001 m y ambas comparten el mismo desplazamiento de cero,
de incertidumbre estandar 0,002 m. Calcula D = x — y y su incertidumbre.

Resolucion. En el modelo £ = Zyeal + 0 + €, € y =

. . L. aporte a D  incertidumbre
Yreal + 0 + €y, la diferencia elimina 0. Quedan las dos

contribuciones independientes, por lo que cero comtn U
€x 1,0 mm
D=0200m,  up=+/2(0,001)m =~ 0,0014m. €y i

Las dos contribuciones independientes se
La covarianza comun equivale a ug y reproduce esta ~ combinan cuadriticamente.
cancelacion en la férmula general. El modelo de error
compartido debe justificarse para el instrumento y las
lecturas concretas.

23.5 Dimensiones, limites y comparacion de modelos

Las dimensiones permiten comprobar la compatibilidad entre magnitudes antes de ajustar para-
metros. Los limites examinan cémo se comporta una expresion en regimenes conocidos. El orden de
magnitud compara la prediccién con escalas fisicas razonables. Estos controles se complementan
con los datos: varias expresiones pueden compartir dimensiones y limites y diferir en su evoluciéon
intermedia.

PROBLEMA RESUELTO 23.11 -+ Examinar dos expresiones para el periodo

Se proponen Ty = 2m\/L/g y Tp = 2wL/g para un periodo. Comprueba sus dimensiones
y calcula la primera para L = 1,00m y g = 9,80m/s?. Resolucion. El cociente L/g tiene
dimensién T2. Su raiz cuadrada posee dimensién temporal, compatible con T4. La expresion
Tp conserva dimensién de tiempo al cuadrado y exige una modificacion para representar un
periodo. Para la primera,
1,00
Ty =2m—— ~201s.

4 9,80
La consistencia dimensional establece una condicién necesaria. La relaciéon con el péndulo exige
ademas la derivacién dinamica y la evaluacién experimental de sus hipdtesis.

raiz [VL/g)=T
/

[L/g] =T

factor 27 [2rL/g] = T2

La raiz cambia el exponente dimensional del tiempo. El factor numérico conserva las dimensiones de la cantidad
que multiplica.



Laboratorio de modelizacion, datos y problemas integradores 505

PROBLEMA RESUELTO 23.12 -+ Distinguir modelos con los mismos limites

Para una caida desde reposo se proponen vy = gr(1 — e /") y vp = gt/(1 + t/7), con
g =980m/s?> y 7 = 2,00s. Compara el comienzo, el limite a tiempos grandes y el valor en
t = 1,00s. Resolucion. Para t/T pequeno, ambas expresiones comienzan con v ~ gt. A tiempos
grandes, ambas se aproximan a g7 = 19,6 m/s. En un segundo,

va ~7,71m/s, vp ~ 6,53 m/s.

Los datos en el régimen intermedio permiten distinguirlas. La primera surge de dv/dt = g —v/T,
correspondiente a rozamiento lineal por unidad de masa. La segunda describe otra evolucién.
Compartir el comienzo y el limite terminal deja abierta la seleccién fisica entre ambas.

v (m/s)
196 - [
15
10 L&
5
0 2 4 ot

Los dos modelos comparten rapidez terminal y pendiente inicial. La evolucién entre ambos regimenes ofrece
informacién para contrastar sus predicciones.

23.6 Integracion numérica y estudio de convergencia

Un algoritmo de integracién aproxima la evolucién temporal mediante pasos finitos. Para una
caida con coordenada y positiva hacia abajo y aceleracién a(v), el método de Euler explicito usa los
valores del instante anterior:

Ynil = Yn + Un AL, Unt1 = U + a(vy)At. (23.4)

Las dos actualizaciones parten del mismo estado (yn,v,). Usar la velocidad recién actualizada en
la primera ecuacién define otro método. El estudio de convergencia compara resultados al reducir
At manteniendo los mismos datos iniciales, pardmetros y tiempo final. Cuando existe una solucién
analitica, permite calcular directamente el error numérico.
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PROBLEMA RESUELTO 23.13 -+ Probar convergencia en caida con aceleraciéon
constante

Aplica Euler explicito a a = g = 10,0m/s?, con 39 = vg = 0, hasta ty = 1,00s. Compara pasos
de 0,250, 0,125 y 0,0625s con la solucién analitica.

Resolucion. En cada paso la velocidad aumenta gAt. Al At (3) v (m)
sumar las velocidades previas para la posicidon se obtiene

0,250  3,7500

_ gAPN(N —1) gt} gtpAt 0,125  4,3750

YN 0,0625  4,6875

2 2 2

Posiciones de Euler explicito en un
La solucion exacta es y(ty) = 5,00m. Los errores de  segundo. La referencia analitica es cinco

posicién son 1,25, 0,625 y 0,3125 m. Cada reduccién del =~ metros.
paso a la mitad reduce el error a la mitad. La velocidad
final es 10,0m/s en los tres casos.

PROBLEMA RESUELTO 23.14 -+ Integrar una caida con rozamiento lineal

Usa a(v) = g — v/7, con g = 10,0m/s?, 7 = 1,00s y reposo inicial. Calcula la rapidez en
ty = 2,00s con Euler para pasos de 0,500, 0,250 y 0,125s. Resolucion. La recurrencia es
Unt1 = (1 — At/7)v, + gAt. Su aplicacién entrega 9,375, 8,99887 y 8,81933 m/s. La solucién
analitica del modelo es

v(2) = g7(1 — e 2/7) ~ 8,64665 m/s.

Los errores son aproximadamente 0,72835, 0,35222 y 0,17268 m/s; sus razones sucesivas son
cercanas a dos. Para esta ecuacién, Euler es estable si |1 — At/7| < 1 y se acerca de forma
mondtona a la rapidez terminal cuando 0 < At < 7. La eleccién del paso atiende tanto a
estabilidad como a precision.

les| (m/s)
0,81

0,6
0,4

0,2

At (s)
0,125 0,250 0,500

Errores de rapidez a los dos segundos para los tres pasos. Las lineas unen resultados de refinamiento; cada punto
corresponde a una ejecucién completa.
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PROBLEMA RESUELTO 23.15 - Usar la energia como control de un algoritmo

En la caida sin rozamiento del problema 23.13, toma m = 1,00kg y U = —mgy, con cero
inicial. Calcula la energia mecanica numérica final para los pasos estudiados. Resolucion. La
velocidad final da K = mv?/2 = 50,0J. Para At = 0,250s, yy = 3,75m y U = —37,5J, luego
En = 12,5J. Los otros pasos dan Ey = 6,25 y 3,125 J. El valor exacto es £ = 0 durante
toda la caida. La deriva numérica se reduce con el paso y ofrece un control adicional de la
aproximacion. En el sistema con rozamiento, el balance incorpora la energia transferida por
esa interaccion.

En (J)
12,54

6,25

3,125

At (s)
0,0625 0,125 0,250

La deriva de energia en un segundo es proporcional al paso para este método y problema. La solucién conservativa
de referencia tiene energia mecanica cero.

La convergencia comprueba cémo un algoritmo aproxima las ecuaciones elegidas. La corresponden-
cia de esas ecuaciones con un objeto fisico se evaltia mediante mediciones, parametros y condiciones
del experimento. La carpeta de laboratorio adjunta incluye un programa Python con Euler explicito,
sus parametros, tablas de convergencia y pruebas frente a las soluciones analiticas. El c6digo utiliza
la biblioteca estandar y conserva los datos iniciales en su documentacién.

23.7 Una serie observada: calibracion de instrumentos

La coleccién publica StRD del NIST incluye la serie Norris, con 36 pares observados de una
calibracién de monitores de ozono. La variable x corresponde a la medicién de concentraciéon del
NIST y y a la del instrumento del cliente. La ficha proporciona su significado y valores numéricos.
Conservaremos su unidad de concentracién como uy; una conversiéon al SI exige documentar la
escala fisica original. La carpeta de datos contiene los pares en el orden publicado, con su fuente y
fecha de consulta.

Para comparar procedimientos numéricos, NIST publica pardmetros certificados del ajuste or-
dinario y = ax + b. Esa certificacion se refiere al resultado del calculo para esa serie y ese modelo.
Una calibracién metrolégica completa incorpora ademas la incertidumbre de la referencia, la del
instrumento y las condiciones de uso.
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PROBLEMA RESUELTO 23.16 -+ Reproducir un ajuste con datos publicos

Ajusta los 36 pares Norris suministrados en el archivo adjunto y compara la pendiente, el
intercepto y la desviacion residual con los valores publicados. Resolucion. Aplicando las sumas
centradas de la ecuacién 23.2 se obtiene

a ~ 1,002116818, b~ —0,262323074 uy, sp > 0,884796396 uy.

La pendiente es adimensional porque ambas coordenadas usan la misma unidad. El programa
adjunto reproduce estos resultados y los compara con los certificados. Para el par publicado
x = 884,6 uy, y = 888,0 uy, el residuo es aproximadamente +1,790 uy. La grafica de residuos
conserva la variacion que resulta dificil de percibir en la escala completa de concentraciones.

y (un)
1000

500

z (un)
0 500 1000

Treinta y seis pares observados de la serie Norris, NIST StRD, con su ajuste ordinario. Las repeticiones cercanas
se superponen en esta escala. La unidad se conserva como se explica en el texto.
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PROBLEMA RESUELTO 23.17 - Invertir una relacion de calibracion

Con el ajuste anterior, estima la lectura equivalente de la referencia para una indicacién
del cliente y = 500,0 uy. Explica qué informaciéon permitiria evaluar la incertidumbre de la
estimacién. Resolucion. La inversion de la recta da

y—>b 500,0+0,262323074

ot = = ~ 499,2 .
s = 1,002116818 ARRADD Ly

Las cifras mostradas permiten verificar el cdlculo. Un informe de medida necesita estimar la
incertidumbre de la nueva lectura, la dispersién residual, la incertidumbre de los parametros
y su covarianza, junto con la contribucién de la referencia. La inversion algebraica entrega el
valor central condicionado al ajuste.

r (un)
2 [ ]
O [ ]
1» .. o °
]
0« ° : : A
-1 g O
[ ]
_9 °
[ ]
z (un)
0 500 1000

Residuos del mismo ajuste a los datos observados. La ampliacion vertical permite examinar diferencias entre
indicaciones que la grafica de concentraciones apenas distingue.

23.8 Una conclusiéon que otra persona pueda reconstruir

Un informe reproducible retine la pregunta, el procedimiento, los datos originales, las transforma-
ciones, el modelo y una conclusién cuyo alcance corresponde a las evidencias. Un lector debe poder
identificar el significado de cada columna y reconstruir cada cantidad final. Los cambios de datos,
criterios de exclusién y versiones del programa se registran para que las decisiones queden trazables.
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PROBLEMA RESUELTO 23.18 - Redactar una conclusion con sus condiciones

Usa L = (0,800 £0,002) m y T' = (1,800 £ 0,010) s, con incertidumbres estdndar independientes,
para informar una estimacién de g. Elabora una conclusién breve e identifica un control
pendiente. Resolucion. Del modelo de pequenia amplitud,

4m?L u 0,002\2  /2(0,010)\?
=~ ~ 9748 m/s> -4~ ( ) ()
9= 7 208w/, \/ 0800) T\ 1800

Resulta ug ~ 0,11m/ s2. Una conclusién posible es: «Con el modelo de péndulo simple a pequeiia
amplitud y las incertidumbres indicadas, los datos construidos entregan g = (9,75 £ 0,11) m/s?,
con incertidumbre estandar. El resultado depende de la longitud hasta el centro de masas y
del periodo medido. Para una experiencia real se evaluaran la amplitud, la calibraciéon y la
repetibilidad con registros propios». Cada condicién orienta una comprobacién concreta.

L, T —> g=4n2L/T?

up, ur ———> uy ~ 0,11 m/s?

g=(9,75£0,11) m/s?

La estimacién central y su incertidumbre se reconstruyen desde las entradas declaradas. Las condiciones del
péndulo y las componentes incluidas acompanan el reporte.

En un proyecto breve conviene empezar con una pregunta acotada y conservar desde el principio
los registros que permitiran responderla. La revision de dimensiones, residuos, incertidumbres y
convergencia actia sobre partes distintas del razonamiento. Al reunirlas, la explicacién fisica queda
abierta a nuevas mediciones y a una revisién fundamentada.

Ejercicios para desarrollar autonomia

EJERCICIO 23.1 - Precisar una variable experimental

Formula una pregunta sobre la dependencia del periodo del péndulo con la amplitud. Identifica
la variable que se modifica, la que se mide y dos controles.

EJERCICIO 23.2 - Estimar una media y su incertidumbre

Tres tiempos construidos de quince oscilaciones son 30,0, 30,2 y 30,4 s. Calcula media, desviacién
muestral, incertidumbre estandar de la media y periodo con su componente de repetibilidad.
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EJERCICIO 23.3 - Interpretar la resolucién de una regla

Una regla redondea al milimetro mas préximo. Modela el error de redondeo como uniforme
entre —0,5 y +0,5mm. Usa u = a/+/3 para una distribucién uniforme en [—a,a] y calcula su
incertidumbre estdndar.

EJERCICIO 23.4 - Transformar una barra de incertidumbre

Para T = (1,50 £ 0,02) s, calcula T? y su incertidumbre estdndar por aproximacién lineal.

EJERCICIO 23.5 - Integrar velocidades discretas

Las velocidades construidas son 0, 2 y 4m/sen ¢t =0, 1 y 2s. Calcula el desplazamiento por
trapecios e identifica la hipdtesis entre muestras.

EJERCICIO 23.6 - Hallar una pendiente con unidades

Una recta de T2 frente a L pasa por (0,250m, 1,010s2) y (0,750 m, 3,030 s2). Calcula pendiente,
intercepto y ¢ inferido.

EJERCICIO 23.7 - Calcular e interpretar un residuo

Para L = 0,600 m se obtiene T2 = 2,460 s%. Calcula el residuo respecto de T2 = (4,040s%/m)L +
0,010s2 e interpreta su signo.

EJERCICIO 23.8 - Propagar la incertidumbre de una pendiente

Un ajuste entrega a = (4,00 £0,04) s2/m. Calcula g = 472 /a y la componente de incertidumbre
que proviene de a.

EJERCICIO 23.9 - Examinar una extrapolacién

Una recta empirica es T2 = (4,10s?/m)L — 0,020 s%. Encuentra dénde cruza el eje L y analiza

su extrapolacién hasta L = 0 como modelo de periodo al cuadrado.

EJERCICIO 23.10 - Combinar dos mediciones independientes

Dos segmentos miden (20,0 + 0,2) cm y (30,0 & 0,3) cm. Calcula su suma con incertidumbre
estandar independiente.
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EJERCICIO 23.11 - Calcular una incertidumbre de area

Un rectéangulo tiene lados a = (10,0 £ 0,1) cm y b = (5,00 £ 0,05) cm, independientes. Calcula
area e incertidumbre estandar.
EJERCICIO 23.12 - Reconocer la sensibilidad de una potencia

El radio de una esfera es (2,00 £+ 0,01) cm. Calcula el volumen y su incertidumbre estdndar
mediante aproximacion lineal.

EJERCICIO 23.13 - Cambiar una contribucién comin

Dos lecturas comparten un error aditivo § con incertidumbre estandar 0,20 cm. Sus otras
contribuciones son despreciables. Calcula la incertidumbre debida a § en la suma y en la
diferencia.

EJERCICIO 23.14 - Comprobar dimensiones y escala

Para una caida desde reposo se propone y = gt?/2. Verifica dimensiones y calcula la distancia

para g = 10,0m/s? y t = 0,200s.

EJERCICIO 23.15 - Usar un limite terminal

En el modelo dv/dt = g — v/7, con g = 9,80m/s?> y 7 = 0,500, calcula la rapidez terminal y
la aceleracién cuando v = 2,45m/s.

EJERCICIO 23.16 - Dar los primeros pasos de Euler
Usa Euler explicito con g = 10,0m/s?, At = 0,100s y yo = vg = 0. Calcula posicién y velocidad

en los dos primeros pasos.

EJERCICIO 23.17 - Estimar una tolerancia de paso
Para caida con aceleracion constante y Euler explicito, el error de posicién en ¢y tiene magnitud

gtfAt/2. Con g = 10,0m/s? y t; = 1,00, determina un paso que dé error de posicién menor o
igual que 0,050 m y alcance exactamente el tiempo final.

EJERCICIO 23.18 - Comparar errores de dos mallas

Una aproximacién tiene errores de 0,080 y 0,020 m al usar pasos h y h/2. Estima el orden
observado mediante p = logy(|en /e 2|). Explica el alcance de esa estimacion.
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EJERCICIO 23.19 - Examinar estabilidad en rozamiento lineal

Para 7 = 1,00s, calcula el factor ¢ = 1 — At/7 con At = 0,500, 1,50 y 2,50s. Describe cémo
evoluciona la diferencia respecto de la rapidez terminal en cada caso.

EJERCICIO 23.20 - Calcular una deriva energética

En caida libre con m = 1,00 kg y ¢ = 10,0 m/s?, Euler explicito entrega al segundo v = 10,0m/s
ey = 4,50m. Calcula £ = mv?/2 — mgy y compara con la energfa inicial nula.

EJERCICIO 23.21 - Revisar un par de datos observados

Para el par Norris = 0,2un, ¥ = 0,1un, calcula el residuo de y = 1,002116818x —
0,262323074 uy. Identifica el significado de ambas variables.

EJERCICIO 23.22 - Aplicar una calibracién sencilla

Una calibracién didactica da y = 1,020z 4 0,500V, con ambas variables en voltios. Para
y = 5,600V, calcula la lectura equivalente x.

EJERCICIO 23.23 - Separar dispersion y contribuciéon comin

Una media tiene componente aleatoria de incertidumbre 0,040 s y una componente de calibraciéon
independiente de 0,030s. Calcula la combinacién y el valor que quedaria si una repeticiéon
ampliada redujera la componente aleatoria a 0,020 s.

EJERCICIO 23.24 - Hacer reconstruible una conclusién

Un informe afirma: «La simulacién confirma el movimiento con precisién». Reescribe la conclu-
sién incorporando el modelo a = g — v/7, g = 10,0m/s?, 7 = 1,005, reposo inicial, ty =2,00s
y Euler con At = 0,125s. Usa el resultado del problema 23.14 y propone una comprobacién
experimental adicional.

Soluciones razonadas

SOLUCION 23.1.
Una pregunta posible es: «;Como cambia T al variar la amplitud inicial entre cinco y veinte grados?».
Se modifica la amplitud, se mide el periodo y se conservan la longitud efectiva y la misma pesa.

Registrar el procedimiento de liberacion permite estudiar también su repetibilidad.
SOLUCION 23.2.

t = 30,25, 5y = 0,200s y u; = 0,200/v/3 ~ 0,115s. El periodo es T = 30,2/15 ~ 2,0133s y su
componente de incertidumbre es up ~ 0,0077s. Se informa (2,0133 4= 0,0077) s para esa componente.
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SOLUCION 23.3.
El semiancho es @ = 0,5mm. Por tanto, v = 0,5/v/3 ~ 0,289 mm = 2,89 x 10~%m. La resolucién y la

incertidumbre estandar se vinculan aqui mediante la distribuciéon uniforme declarada.
SOLUCION 23.4.

T? = 22552 y ups ~ 2(1,50)(0,02) = 0,06s2. La barra vertical tiene ese semiancho en la grafica

transformada.
SOLUCION 23.5.

Los trapecios aportan (0 +2)/2 =1m y (2+4)/2 = 3m, para un total de 4m. La interpolacién

adoptada hace variar linealmente la velocidad en cada intervalo.
SOLUCION 23.6.

a = (3,030—1,010) /(0,750 —0,250) = 4,040 s? /m. El intercepto es cero para esos dos puntos. Entonces
g = 472 /4,040 ~ 9,772 m/s?, condicionado al modelo del péndulo.

SOLUCION 23.7.

La prediccién es 4,040(0,600) + 0,010 = 2,434s%. El residuo es +0,026s2, de modo que el punto

queda por encima de la recta.
SOLUCION 23.8.

g~ 9,8696 m/s?y u, = (9/a)uq ~ 0,0987m/s?. Con redondeo coherente, (9,87-+0,10) m/s? representa

la componente procedente de la pendiente.
SOLUCION 23.9.

El cruce estd en L = 0,020/4,10 ~ 0,00488 m. En L = 0 la extrapolacién produce T2 = —0,020s?.
Un periodo real al cuadrado tiene valor positivo o nulo; esa extrapolacién queda fuera de una
interpretacién fisica directa. El ajuste puede evaluarse en el intervalo de longitudes que sustentan

sus datos.
SOLUCION 23.10.

La suma es 50,0 cm y u = /0,22 + 0,32 ~ 0,36 cm. Un reporte coherente es (50,00 £ 0,36) cm, bajo

independencia.
SOLUCION 23.11.

A = 50,0cm?. La incertidumbre relativa es 1/(0,1/10)2 + (0,05/5)2 ~ 0,0141, por lo que ua =~
0,71 cm?. Se puede escribir (50,00 + 0,71) cm?.

SOLUCION 23.12.

V = 47r3/3 ~ 33,510cm3. La incertidumbre relativa es 3u,/r = 0,0150, y uy ~ 0,50cm?. El
resultado es (33,51 4 0,50) cm?.

SOLUCION 23.13.

En la suma aparece 29, con incertidumbre 2us = 0,40 cm. En la diferencia la contribucién comun se

cancela y aporta cero. Otros efectos del instrumento requeririan componentes propias.
SOLUCION 23.14.

[9][t]? = (LT=2)T? = L. La prediccién es y = 10(0,200)%/2 = 0,200 m.

SOLUCION 23.15.

La condicién terminal a = 0 da v = g7 = 4,90m/s. Para v = 2,45m/s, a = 9,80 — 2,45/0,500 =
4,90 m/s?, hacia abajo con la convencién elegida.

SOLUCION 23.16.

Primer paso: y; = 0 y v; = 1,00m/s. Segundo paso: y2 = 0,100m y vy = 2,00m/s. Cada posicién

usa la velocidad del estado anterior.
SOLUCION 23.17.

gty At/2 < 0,050m exige At < 0,0100s. Elegir 0,0100s produce cien pasos y un error de 0,050 m al

tiempo final.
SOLUCION 23.18.

La razoén de errores es cuatro y p = log, 4 = 2. Es un orden observado para esos pasos y ese problema;
se contrasta con refinamientos adicionales y con el régimen asintético del método.
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SOLUCION 23.19.
Los factores son 0,500, —0,500 y —1,50. El primero reduce la diferencia de forma monétona; el
segundo alterna su signo y reduce su magnitud; el tercero alterna el signo y aumenta la magnitud.

La condicion |g| < 1 explica las dos primeras evoluciones estables.
SOLUCION 23.20.

K =50,0J y U= —-45,0J, de modo que £ = 5,00J. La diferencia respecto del valor inicial es una

deriva del resultado numérico para el sistema conservativo.
SOLUCION 23.21.

La prediccién es —0,0618997 uy y el residuo 0,1 — (—0,0618997) ~ +0,161900 uy. = corresponde a la
referencia NIST y y a la lectura del cliente. Las variables conservan la unidad de concentracién de la

serie.
SOLUCION 23.22.

z = (5,600 — 0,500) /1,020 = 5,000 V. La inversion se aplica al rango y las condiciones para los que

se obtuvo la recta.
SOLUCION 23.23.

La combinacién inicial es 1/0,0402 + 0,0302 = 0,050s. Al reducir la componente aleatoria, la combi-
nacién pasa a 0,036 s, obtenida al sumar cuadraticamente 0,020s y 0,030s. La componente comun

de calibracién mantiene su valor al ampliar las repeticiones.
SOLUCION 23.24.

Una redaccién posible es: «Euler explicito, con paso 0,125, da v(2s) = 8,81933 m/s para el modelo y
las condiciones indicadas. La solucién analitica da 8,64665m/s, con error numérico de +0,17268 m/s.
Los pasos de 0,500 y 0,250 s presentan errores mayores y la reduccién observada es aproximadamente
de primer ordeny». Una prueba fisica adicional mediria velocidades y estimaria 7 para el cuerpo y el
medio elegidos.

Una experiencia: un pequeno estudio reproducible del péndulo

De los registros propios a una conclusién revisable

Prepara un péndulo ligero con soporte firme y zona de oscilacién despejada. Elige al menos
cinco longitudes, mide hasta el centro de masas y registra la amplitud inicial préoxima a cinco
grados. Cronometra veinte oscilaciones completas y realiza al menos cinco repeticiones por
longitud. Alterna el orden de longitudes para examinar posibles cambios del procedimiento
durante la sesion.

Conserva los tiempos originales en una tabla con fecha, instrumentos, unidades y criterio de
conteo. Calcula T, su repetibilidad y T2. Estima también la contribucién de la longitud y del
instrumento temporal, indicando cémo las obtuviste. Traza la grafica con barras de incerti-
dumbre y examina si sus tamanos permiten el ajuste ordinario o requieren otro tratamiento.
Compara un ajuste libre con el paso por el origen y dibuja los residuos.

Redacta una conclusiéon que informe el valor inferido de g, las componentes incluidas en su
incertidumbre y las condiciones del modelo. Adjunta datos, férmulas o programa y decisiones
de andlisis. La carpeta de laboratorio ofrece archivos didécticos y un ejemplo computacional;
los registros de esta experiencia corresponden a las mediciones que realice cada grupo.
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Diagnostico de cierre del recorrido

Un grupo obtiene a = (4,050 + 0,020) s?/m al ajustar T2 frente a L. La incertidumbre indicada
procede de la dispersion del ajuste. Calcula g y esa componente de incertidumbre. El grupo también
implementa Euler explicito para caida sin rozamiento con g = 10,0 m/s?, reposo inicial y ¢ ¢y =1,00s,
y obtiene y = 4,50m para At = 0,100s y y = 4,75m para At = 0,050s. Calcula los errores y su
razén. Formula una conclusién sobre el algoritmo y otra sobre la estimacién experimental, precisando
qué informacion adicional permite evaluar esta tltima.

Contraste. La pendiente entrega g = 47%/4,050 ~ 9,748 m/s? y u, ~ (g/a)(0,020) ~ 0,048 m /s
Esta componente depende de las hipodtesis del ajuste. La caida analitica alcanza 5,00 m; los errores son
—0,500 y —0,250m, con razén de magnitudes dos. Los resultados muestran convergencia de primer
orden de la posicién en ese caso. La estimacion experimental requiere ademas registros originales,
medicion de la longitud efectiva, amplitudes, calibracién y evaluacién de las incertidumbres omitidas.
Las dos conclusiones corresponden a comprobaciones diferentes del estudio.

Lecturas y datos de apoyo. Las relaciones del péndulo y de la caida retoman los capitulos de
oscilaciones y dinamica del proyecto, cotejados con los textos de Sears—Zemansky y Serway—Vuille
en su desarrollo. El tratamiento del ajuste y de incertidumbre se apoya en el NIST/SEMATECH e-
Handbook of Statistical Methods, apartados sobre minimos cuadrados y propagacion de incertidumbre.
Los datos observados proceden de NIST StRD, serie Norris. El informe de fuentes adjunto precisa
enlaces, metadatos y alcance de las consultas. El resto de los datos de practica y las ayudas visuales
se prepard para esta obra.
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